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Im   ersten   Bande. 

S.  147,  Z.  4  lies  n  statt  \  *. 

S.  148,  Z.  12  v.  u.  tilge  die  Worte  „voll  lauter  Doppelpunkte". 

S.  266,  Z.  38—86  ist  der  Satz:  „Umgekehrt  reducirt  sich  etc."  zu  streichen.* 

S.  312,  Z.  10  lies  B.  21,  p.  186-228. 

S.  390,  Z.  11  lies  an  beiden  Stellen  N  statt  y. 

S.  401,  Z.  2  ist  vor  den  Ausdruck  für  v  ein  Minuszeichen  zu  setzen. 

S.  680,  Z.  1  v.  u.  lies  268  statt  208. 

Im  zweiten  Bande. 

S.  64!  Z.  11  t.  u.  lies  tg*j  statt  tga. 

S.  178,  Z.  4  lies  —  8s  .  sin  («  —  9)  =  —  dx  .  cos  *r  +  8y  .  sin  (r. 

S.  242,  Z.  9    lies  „Gleichgewichtsaxe"  statt  „  Gleichgewichtslage ".    In   den 
Formeln  des  §.  4  auf  dieser  Seite  sind  überall  in  den  Grössen  a^,  a^  ,  al3)  a9l , 
die  beiden  Indices  zu  vertauschen. 

S.  336,  Z.  24  lies  „ unveränderliches *•  statt  „veränderliches". 

S.  387,  Z.  14  v.  u.  lies  R  statt  Rv. 

S.  420,  Z.  7,  2.  Formel  lies  =«  statt  — . 

S.  448,  Z.  31—36  lies  G  statt  /. 

S.  467,  Z.U2  lies  Uf—  *  l/-f)  »tatt  l/^  (T  -  t). 

S.  463,  Z.  1  tilge  den  Buchstaben  g;  desgl.  in  Z.  2  im  2.  und  3.  Gliede. 

S.  629-643  lies  in  dem  Golumnenindex  VI  statt  V. 

S.  644,  Z.  9  v.  u.  lies  VII.  Capitel  statt  VI.  Capitel. 

S.  682,  §.13  ist  am  Schlüsse  des  ersten  Satzes  zuzufügen:  „sowie  auf  Fiedler, 
Geometrie  und  Geomechanik.  ( Vierte ljahrsschr.  d.  Züricher  naturf.  Gesellach. 
B.  21,  S.  186—228)". 


Dritter  Theil. 

Theorie  der  Kräfte  und  ilirer  Aequivalenz. 

(Dynamik,  einschl.  Statik.) 

I.  Capitel. 

Allgemeine  Erörterungen  über  die  Kräfte  und  das  Maass  derselben. 

*  §.  1.  Die  Punkte  eines  in  Bewegung  begriffenen  Systems  wurden 
bisher  von  gleicher  Beschaffenheit  angenommen,  sie  waren  daher  von  rein 
geometrischen  Punkten  nicht  verschieden.  Wir  werden  jetzt  Mittel  suchen, 
nm  sie  quantitativ  oder  intensiv  und  in  gewisser  Hinsicht  auch  qualitativ 
von  einander  zu  unterscheiden  und  den  Einfluss  dieser  Unterschiede  auf 
die  Bewegung  auszudrücken. 

Ein  System  gleichartiger  Punkte  sei  in  irgend  einer  Bewegung  be- 
griffen-, dieselbe  sei  vollständig  bekannt,  insbesondere  seien  zu  jeder  Zeit  t 
die  Beschleunigungen  aller  Ordnungen,  die  Geschwindigkeit  mit  inbegriffen, 
gegeben.     Ein  zweites,  diesem  congruentes  System  besitze  dieselbe  Bewe- 
gung und  sei  über  jenes  hingelagert,  so  dass  je  zwei  homologe  Punkte  A',  A" 
zusammenfallen.     Dieselben  werden  dann  während  der  Bewegung  fortwäh- 
rend vereinigt  bleiben  und  beide  Systeme  werden  ein  System  bilden,  dessen 
Punkte  A  die  Punkte  Ä,  A"  enthalten.     Die  Geschwindigkeiten  und  die 
Beschleunigungen  aller  Ordnungen  der  Punkte  A\  A"  sind  nach  Richtung, 
Sinn  und  Grösse  dieselben,  wie  die  des  Gesammtpunktes  A,  dagegen  wird 
der  Punkt  selbst  ein  doppelwerthiger.     Die  Summe  der  Geschwindigkeiten 
der  Punkte  A',  A"  drückt  den  Aufwand  von  Geschwindigkeit  aus,  welcher 
dem  Gesammtpunkte   A    zu   Theil  werden    muss,    damit  er  dieselbe  Ge- 
schwindigkeit erlange,  wie  die  Partialpunkte,  welche  zu  ihm  zusammen- 
treten.   Dasselbe  gilt  von  den  Beschleunigungen  aller  Ordnungen.  In  gleicher 

Weise  können  wir  2,  3,  4, m  congruente  Systeme  übereinanderlagern, 

welche  ein  Gesammtsystem  von  derselben  Bewegung  bilden,  die  sie  selbst 
besitzen,  in  welchem  aber  jeder  Punkt  als  ein  2-,  3,  4, ....  m  werthiger 
Punkt  aufzufassen  ist.  Umgekehrt  können  wir  ein  System  in  2,  3,  4, . . .  .m 
andere  spalten,  welche  dieselbe  Bewegung  wie  das  ursprüngliche  besitzen ;  die 
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Punkte  dieses  besitzen  dann   gegenüber  den  Punkten  jenes  £,  i,  •  •  •  — 

der  Werthigkeit  jener.  Auch  können  Systeme  der  eben  erhaltenen  Art 
mit  Systemen  der  vorigen  Art  zu  Systemen  von  derselben  Bewegung  ver- 
bunden werden,  deren  Punkte  im  Vergleich  mit  den  Punkten  des  ursprüng- 
lichen Systems  m-werthig  sind,  wo  m  eine  ganze  oder  gebrochene  oder 
auch  eine  Irrationalzahl  sein  kann.  Sind  t?,  <p(1),  <p(2), ....  die  Geschwin- 
digkeit und  die  Beschleunigungen  der  verschiedenen  Ordnungen  der  im 
m-werthigen  Gesammtpunkte  A  zusammentretenden  Punkte  Ä,  A", . . .,  so 
drücken  die  Grössen  mv,  mqP) ,  mq>®\  . . .  den  Gesammtaufwand  an  Ge- 
schwindigkeit und  Beschleunigung  der  verschiedenen  Ordnungen  aus,  welcher 
dem  Gesammtpunkte  A  ertheilt  werden  muss,  damit  er  die  Geschwindig- 
keit v  und  die  Beschleunigungen  <p(1),  <p(2)  . . .  erlange.  Man  findet  diese 
Geschwindigkeit  und  diese  Beschleunigungen,  indem  man  jenen  Gesammt- 
aufwand  mit  der  Zahl  m  dividirt,  welche  die  Werthigkeit  ausdrückt. 

Lagern  wir  jetzt  über  ein  System  ein  anderes,  ihm  nicht  congruentes, 
dessen  Punkte  unter  einander  gleich werthig,  aber  mit  den  Punkten  jenes 
gleichwertig  oder  ungleichwerthig  sein  mögen.  Beide  sollen  dieselbe  Be- 
wegung besitzen.  Dann  bildet  sich  aus  ihnen  ein  neues  System,  welches 
ungleichartige  Punkte  enthält.  Es  wird  Punkte  von  der  Art  der  Punkte 
des  ersten  Systems,  solche  von  der  Art  des  zweiten  und  endlich  solche 
enthalten,  in  welchen  ein  Punkt  des  ersten  mit  einem  Punkte  des  zweiten 
verbunden  ist.  Das  Gesammtsystem  wird  dieselbe  Bewegung  haben,  wie 
die  beiden  Systeme,,  aus  welchen  es  gebildet  ist.  Lagern  wir  drei  oder 
mehrere  Systeme  auf  diese  Weise  übereinander,  so  gelangen  wir  zu  Systemen 
der  heterogensten  Beschaffenheit,  welche  alle  dieselbe  Bewegung  haben, 
deren  Punkte  aber  die  mannigfaltigste  Werthigkeit  besitzen.  Fügen  wir 
hinzu,  dass  wir  Systeme  auch  trennen  können,  so  übersieht  man  leicht, 
wie  durch  diese  Uebereinanderlagerung  Aggregate  von  Systemen  entstehen, 
deren  Punkte  selbst  eine  Nullwerthigkeit  oder  auch  eine  negative  Werthig- 
keit besitzen.  In  allen  Fällen  stellen  auch  hier  die  Grössen  mv,  mqp(1), 
m<p&\ . . .  den  Gesammtauf  wand  an  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung 
dar,  welcher  einem  Gesammtpunkte  A  zuertheilt  werden  muss,  damit  er 
die  Geschwindigkeit  v  und  die  Beschleunigungen  <p{1\  <p<2), .  .  .  erlange. 

Der  Coefficient,  welcher  die  Werthigkeit  eines  Punktes  ausdrückt,  kann 
nach  dem  Vorstehenden  jede  reelle  positive  oder  negative,  ganze  oder  ge- 
brochene, rationale  oder  irrationale  Zahl  sein,  die  Null  mit  inbegriffen. 
Erlangt  ein  Punkt  des  Gesammtsystems  den  Coefficienten  Null,  so  ver- 
sehwinden für  ihn  die  Grössen  mv,  mq>^\  mq>^\  ....  In  Untersuchungen, 
in  welchen  diese  eine  Bolle  spielen,  tritt  ein  solcher  Punkt  nicht  auf;  er 
scheidet  für  sie   aus   dem   System   aus,   obgleich   er  sich  mit  ihm  bewegt. 
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Trifft  dies  bei  allen  Punkten  einer  ganzen  Parthie  des  Systems  ein,  so 
scheidet  auch  sie  ans.  Durch  das  Verschwinden  jenes  Coefficienten  ist  also 
das  Mittel  gegeben,  ein  System  auf  einen  bestimmten  Raum  zu  beschränken 
oder  in  bestimmter  Weise  abzugrenzen.  Man  kann  als  das  System  den 
ganzen  Raum  ansehen,  aber  so  dass  die  Punkte  den  Coefficienten  Null 
besitzen,  welche  der  Untersuchung  fremd  bleiben.  Jener  Coefficient  spielt 
hier  vollständig  die  Rolle  des  Discontinuitätsfactors  der  bestimmten  Inte- 
grale. Ein  negativer  Coefficient  eines  Punktes  deutet  auf  einen  Mangel 
an  Werthigkeit  desselben  und  einen  Wechsel  des  Sinnes  in  dem  Aufwände 
an  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung.  Er  kann  auf  zwei  Arten  ent- 
stehen: entweder  durch  Abtrennen  einer  vorgeschriebenen  Punktparthie  oder 
durch  Combination  von  Systemen  mit  vollkommen  entgegengesetzten  Be- 
schleunigungen aller  Ordnungen. 

Man  kann  den  Coefficienten  ro,  welcher  die  qualitative  Verschieden- 
heit der  Systempunkte  charakterisirt  und  ihre  Beschleunigungscapacität 
aller  Ordnungen  misst,  den  Beschleunigungscoefficienten  derselben 
nennen,  indem  man  die  Geschwindigkeit  unter  dem  Namen  Beschleunigung 
mitbegreift,  nämlich  als  Beschleunigung  nullter  Ordnung.  In  den  An- 
wendungen der  Mechanik  auf  Physik  stellt  er  in  vielen  Untersuchungen 
die  Menge  der  Materie  dar,  welche  in  den  Systempunkten  concentrirt  ge- 
dacht wird,  in  anderen  Gebieten  dieser  Wissenschaft  drückt  er  das  Quantum 
Agens  der  Punkte  aus  und  die  positive  oder  negative  Beschaffenheit  stellt 
den  Gegensatz  der  Agentien  (%»  B.  bei  Electricität  und  Magnetismus)  dar, 
das  Verschwinden  derselben  die  Neutralität.  Die  Lehrbücher  der  Mechanik 
nennen  diesen  Coefficienten  durchweg  die  Masse.  Allein  wenn  wir  auch 
weit  entfernt  sind,  irgend  einen  allgemeineren  Namen  einführen  zu  wollen, 
so  dient  das  Gesagte  doch  wohl  hinreichend  dazu,  auf  das  Bedürfniss  eines 
solchen  hinzudeuten.  Andere  möchten  vielleicht  lieber  „Actionscoefficient" 
oder  „Beschleunigungsgewicht"  sagen. 

Man  erkennt  aus  der  Entstehungsweise  des  Beschleunigungscoefficienten, 
dass  seine  Beschaffenheit  sich  auf  alle  Ordnungen  der  Beschleunigungen 
fortpflanzt,  sodass,  wenn  er  an  irgend  einer  Stelle  des  Systems  für  die 
Beschleunigung  erster  Ordnung  verschwindet,  er  an  dieser  Stelle  für  die 
Beschleunigungen  aller  Ordnungen  Null  ist,  die  Geschwindigkeit  mit  in- 
begriffen. Bei  gewissen  Vorgängen,  bei  welchen  er  die  Materialität  aus- 
drückt, bleibt  er  oonstant,  bei  anderen,  wo  eine  Veränderung  im  Agens 
auftritt,  wie  z.  B.  bei  der  Vertheilung  der  Electricität,  ist  er  mit  der  Zeit 
oder  mit  dem  Orte  veränderlich.  Für  die  in  diesem  Buche  durchzuführenden 
Betrachtungen  wird  er  als  constant  angenommen  und  steht  nichts  im  Wege, 
ihn  die  Masse  zu  nennen,  obgleich  dieser  Name  nicht  die  Allgemeinheit 
seines  Wesens  ausdrückt. 
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Um  die  Werthigkeit  der  Punkte  eines  Systems  zu  bestimmen,  ist  er- 
forderlich, dass  man  eine  bestimmte  Werthigkeit  annimmt,  welche  durch 
den  Coefficienten  1  ausgedrückt  werden  soll.  Die  Beschleunigung  irgend 
einer  Ordnung  eines  solchen  Punktes  sei  <p.  Ist  alsdann  m  der  Beschleu- 
nigungscoefficient  des  Punktes,  wenn  seine  Werthigkeit  tn  wird,  so  treten 
in  ihm  Beschleunigungsbestandtheile  zusammen,  deren  Resultante  tn<p  den 
Gesammtaufwand  an  Beschleunigung  dieser  Ordnung  ausdrückt,  in  Folge 
deren  er  aber  dennoch  dieselbe  Beschleunigung  q>  erlangt,  weil  die  Resul- 
tante sich  auf  die  Bestandteile  des  Gesammtpunktes  vertheilt. 

§.  2.  Die  Grössen  mv,  rogp(1),  ma^2),...,  welche  den  Aufwand  an 
Geschwindigkeit,  Beschleunigung  erster,  zweiter,  dritter  Ordnung  u.  s.  w. 
ausdrücken,  welcher  erfordert  wird,  um  einem  m-werthigen  Punkte  die  Ge- 
schwindigkeit r,  die  Beschleunigung  erster  Ordnung  <p(1),  die  zweiter  Ord- 
nung ?>(*)  u.  8.  f.  zu  ertheilen,  nennen  wir  Kräfte  und  zwar  mv  eine 
Kraft  nullt  er,  tn<pM  eine  Kraft  erster,  tnq>W  eine  solche  zweiter  Ord- 
nung u.  s.  f.  Sie  sind  die  Grössen,  welche  mit  der  Masse  tn  des  Punktes 
dividirt,  dessen  Geschwindigkeit  und  dessen  Beschleunigungen  geben.  Sie 
verschwinden,  wenn  die  Masse  oder  die  Geschwindigkeit  (Beschleunigung) 
oder  beide  verschwinden,  sie  wechseln  das  Zeichen,  wenn  einer  der  Fac- 
toren  es  wechselt,  aus  denen  sie  gebildet  sind. 

Man  pflegt  die  Kraft  «ter  Ordnung  durch  eine  Strecke  darzustellen,  welche 
man  von  dem  afficirten  Punkte  aus  in  der  Richtung  der  Beschleunigung 
rt**  Ordnung,  dem  Sinne  nach  mit  dieser  übereinstimmend  aufträgt.  Den 
Punkt  nennt  man  den  Angriffspunkt  der  Kraft,  ihre  Richtung  und  ihr 
Sinn  sind  die  Richtung  und  der  Sinn  der  ihr  entsprechenden  Beschleuni- 
gung und  ihre  Grösse  oder  Intensität  m<pin)  wird  durch  die  aufzutragende 
Strecke  dargestellt,  welche  das  m- fache  der  Strecke  von  derselben  Rich- 
tung ist,  welche  die  Beschleunigung  tp{n)  ausdrückt.  Kräfte  sind  daher 
geometrische  Grössen  im  Sinne  von  B.  I,  Th.  I,  Cap.  I.  Die  Figur,  welche 
von  den  Kräften  gebildet  wird,  ist  daher  ähnlich  und  ähnlich  liegend  mit 
der  aus  den  Beschleunigungen  gebildeten  und  können  die  Beziehungen, 
welche  zwischen  den  Beschleunigungen  der  verschiedenen  Ordnungen  be- 
stehen, auf  die  ihnen  entsprechenden  Kräfte  übertragen  werden. 

Sowie  zu  der  Beschleunigung  <p(n),  welche  der  Zeit  t  entspricht,  die 
Elementarbeschleunigung  <p(n+1)d£  nächsthöherer  Ordnung  hinzutritt,  um  sie 
in  die  der  Zeit  t  -f-  dt  entsprechende  Beschleunigung  überzuführen,  so  tritt 
zu  der  Kraft  m<pW  der  n**n  Ordnung  die  unendliohkleine  Kraft  mq^+^dt 
nächsthöherer  Ordnung  hinzu,  um  dieselbe  nach  Grösse  und  Richtung  in 
die  Kraft  umzuwandeln,  welche  dem  folgenden  Zeitmomente  entspricht.  Die 
Elementarkraft  mcp^+^dt  ist  daher  das  geometrische  Differen- 
tial  der  Kraft  m<pW    und  die  Kraft  w^"+1)   ist  die  geometrische 
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Derivirie  der  Kraft  mq>W  nächst  niederer  Ordnung.  Die  Kräfte  ver- 
schiedener Ordnungen  können  daher  nicht  mit  einander  verglichen  werden, 
sondern  sind  Grössen  verschiedener  Dimensionen  und  verhalten  sich  zu 
einander  wie  Flächenräume  zu  Linien  oder  Körperräume  zu  Flächen,  wenn- 
gleich sie  alle  durch  Strecken  darstellbar  sind. 

Die  Kraft  mv  der  nullten  Ordnung  wird  auch  Quantität  der  Be- 
wegung oder  auch  Momentankraft  genannt;  die  Kraft  m<pW  der  ersten 
Ordnung  ist  gemeint,  wenn  man  von  Kraft  tmp  schlechthin  redet.  Man 
hat  sich  bis  jetzt  nicht  mit  den  Kräften  höherer  Ordnung  beschäftigt. 

§.  3.  Bezeichnen  FQ1  FtJ  F2J . .  . .  Fn  die  Intensitäten  der  Kräfte  der 
verschiedenen  Ordnungen,  welchen  für  dieselbe  Masse  m  die  Beschleuni- 
gungen v,  <p(1),  yfi\ . .  9?(n)  entsprechen  (die  Geschwindigkeit  v  als  Beschleu- 
nigung 9(0)  der  nullten  Ordnung  mit  inbegriffen),  so  bestehen  die  Glei- 
chungen: 

F0  =  mv,     F^=  mqfi\     F2  =  mp<2\ Fn  =  ropW; 

Aus  ihnen  folgt,  dass  die  Masseneinheit  von  der  Krafteinheit  irgend  einer 
Ordnung  die  Einheit  der  Beschleunigung  derselben  Ordnung  erlangt  und 
dass  die  Krafteinheit  irgend  einer  Ordnung  die  ist,  welche  der  Massenein- 
heit die  Einheit  der  Beschleunigung  ertheilt.  Wählt  man  also  die  Längen- 
einheit zur  Maasseinheit  der  Beschleunigungen,  so  ist  die  Wahl  der  Kraft- 
einheiten und  die  Wahl  der  Masseneinheit  von  einander  abhängig,  so 
dass  mit  der  Wahl  der  einen  die  der  andern  bestimmt  ist.  So  kann  man 
z.  B.  für  die  Kräfte  erster  Ordnung  Ft  eine  beliebige  Kraft  erster  Ord- 
nung als  Einheit  wählen;  sobald  dies  geschehen,  ist  die  Masseneinheit  be- 
stimmt; sie  ist  die  Masse,  welcher  jener  Krafteinheit  die  Einheit  der  Be- 
schleunigung erster  Ordnung  ertheilt.  Eine  der  Schwere  unterworfene  Masse 
erlangt  die  Beschleunigung  erster  Ordnung  qp(1)  =  g  =  9,81  Meter,  Die 
Kraft  Ftl  welche  der  Masse  m  diese  Beschleunigung  ertheilt,  heisst  da6 
Gewicht  P  dieser  Masse,  sodass  die  Gleichung  besteht  P  =  mg.  Man 
wählt  ein  bestimmtes  Gewicht  zur  Einheit  für  die  Kräfte  erster  Ordnung, 
nämlich  das  Kilogramm  (oder  für  kleinere  Kräfte  auch  das  Gramm)  und 
die  Masseneinheit  ist  demnach  diejenige  Masse,  welcher  diese  Kraft  die 
Beschleunigung  Eins  zu  ertheilen  vermag.  Das  Gewicht  dieser  Massen- 
einheit, wenn  sie  als  der  Schwere  unterworfen  gedacht  wird,  folgt  aus  der 
Gleichung  P  =  mg  für  m  —  1  und  ist  folglich  gleich  g  Kilogramm  (oder 
Gramm).  Hiermit  sind  die  Krafteinheiten  aller  Ordnungen  bestimmt.  Die 
Einheit  der  Momentankräfte  F0  z.  B.  ist  diejenige  Momentankraft,  welche 
der  so  gewählten  Masseneinheit  die  Einheit  der  Geschwindigkeit  zu  er- 
theilen vermag. 
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Ist  P  das  Gewicht  der  Masse  m,  so  folgt  aus  der  Gleichung  P  =  mg 

P 

für  die  Masse  m  die  Formel  m  =       und  indem  man  diesen  Ausdruck  in 

9 

P  P 

die  obigen  Gleichungen  einfuhrt:  FQ  =    - vy  Fx  =  -q>^l)  u.  s.  w.,  Formen, 

welche  übrigens  heutzutage  weniger  Gebrauch  finden  können. 

§.  4.  Wir  haben  hier  die  Kräfte  rein  mathematisch  und  frei  von  allen  der 
reinen  Theorie  fremden  Vorstellungen  definirt  und  ihren  Zusammenhang  mit  den 
Beschleunigungen  nachgewiesen.  Es  ist  aber  wünschenswert^  auch  eine  andere, 
sonst  übliche  Auffassungsweise  kennen  zu  lernen,  welche  weniger  abstract  ver- 
fährt, nicht  frei  von  der  Vorstellung  menschlicher  Thätigkeit  ist  und  ein  Axiom 
erfordert.  Nach  ihr  hat  man  zu  jeder  Veränderung  eine  Ursache  hinzuzudenken, 
welche  diese  hervorbringt  und  deren  Wirkung  die  Veränderung  genannt  wird.  Die 
Frage  nach  der  Art  des  Zusammenhanges  zwischen  Ursache  und  Wirkung  bleibt 
dabei  vorläufig  offen.  Die  Bewegung  ist  continuirliche  Ortsänderung,  ihre  Ur- 
sache ist  demnach  im  strengsten  Sinne  der  Inbegriff  alles  dessen,  was  den  Punkt 
oder  das  System  fortführt  und  ihm  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  aller 
Ordnungen  ertheili  Indessen  pflegt  man  den  Begriff  der  Ursache  der  Bewegung 
etwas  beschränkter  zu  fassen  und  sich  vorzugsweise  für  die  Beschleunigung  erster 
Ordnung  eine  Ursache  zu  denken.  Die  Ursache  der  Beschleunigung  erster  Ord- 
nung definirt  man  als  die  Kraft  und  ihre  Wirkung  besteht  darin,  dass  sie  die 
Beschleunigung  erster  Ordnung  hervorbringt,  d.  h.  die  Geschwindigkeit  nach  Rich- 
tung und  Grösse  ändert,  indem  sie  in  jedem  Momente  die  Elementarbeschleuni- 
gung zur  Geschwindigkeit  hinzutreten  lässt.  Diese  Wirkung  ist  eine  continuirliche, 
so  lange  die  Geschwindigkeit  sich  continuirlich  ändert.  Wo  keine  Beschleunigung 
erster  Ordnung  ist,  wirkt  keine  Kraft;  mit  dem  Aufhören  der  einen  verschwindet 
die  andere.  Die  Kraft  ist  nicht  die  unmittelbare  Ursache  der  Geschwindigkeit, 
sondern  nur  der  Aenderung  der  Geschwindigkeit.  Sie  kann  niemals  augenblick- 
lich Geschwindigkeit  hervorbringen  oder  tilgen,  sondern  nur  allmählich  sie  wachsen 
oder  abnehmen  lassen.  Indessen  denkt  man  sich  oft  die  Geschwindigkeit  durch  das 
momentane  Wirken  einer  besondern  Ursache  erzengt  und  nennt  eine  solche,  weil 
sie  nur  einen  Moment  wirkt,  eine  Momentankraft  und  im  Gegensatz  zu  ihr  die 
vorhin  betrachteten  Kräfte  continuirlich  wirkende  oder  kurz  continuirliche  Kräfte. 

Ist  die  Beschleunigung  erster  Ordnung  nach  Grösse  und  Richtung  unver- 
änderlich, so  reicht  die  Kraft  aus,  um  alle  Veränderung  der  Bewegung  hervorzu- 
bringen und  sie  ist  selbst  unveränderlich,  weil  68  ihre  Wirkung  ist.  Ist  sie  aber 
veränderlich,  sei  es  nach  Grösse  oder  nach  Richtung  allein  oder  in  beiderlei 
Hinsicht  zugleich,  so  setzt  die  Beschleunigung  zweiter  Ordnung,  welche  dieße  Aen- 
derung veranlasst,  eine  neue  Ursache  oder  Kraft  zweiter  Ordnung  voraus,  welche 
selbst  als  Ursache  der  Veränderung  der  Kraft  erster  Ordnung  anzusehen  ist.  In 
gleicher  Weise  gibt  es  Kräfte  aller  Ordnungen,  wo  es  Beschleunigungen  aller 
Ordnungen  gibt  und  fallen  die  Kräfte  von  einer  gewissen  Ordnung  an  hinweg,  so- 
bald die  Beschleunigung  der  nächstvorhergehenden  Ordnung  nach  Grösse  und 
Richtung  constant  wird. 

Um  zu  einem  Maasse  der  Kräfte  zu  gelangen,  bedarf  die  vorliegende  Auf- 
fassungsweise eines  Princips  über  den  Zusammenhang  zwischen  Ursache  und  Wir- 
kung. Dasselbe  lautet:  Jede  Ursache  ist  ihrer  Wirkung  proportional 
und  umgekehrt.    Die  Wirkung  der  Kraft  ist  die  dem  beweglichen  Punkte  er- 
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theilte  Beschleunigung;  ihre  Intensität  muss  daher  der  mitgetheilten  Beschleuni- 
gung proportional  sein.  Ist  die  Masse  m  die  Beschleunigung  der  Bewegung  a>, 
so  muss  die  Krall  g  dem  m-werthigen  Punkte  die  Beschleunigung  tp  auch  m-fach 
ertheilen;  ihr  Ausdruck  ist  daher  g  =  K  •  m<p ,  wo  K  ein  Proportionalitätsfactor 
ist  Für  eine  zweite  Kraft  g',  welche  einem  m'-werthigen  Punkte  die  Beschleu- 
nigung q>  ertheilt,  hat  man  ebenso  g'  —  K  •  m  <p\  Daher  wird  das  Verhält- 
niss  beider 

d.  h.  die  Intensitäten  zweier  Kräfte  stehen  im  zusammengesetzten  Verhältnisse 
der  Massen  der  Punkte  und  der  Beschleunigungen,  die  sie  ihnen  ertheilen.  Wählt 
man  nun  zum  Messen  der  Kräfte  überhaupt  die  Schwere  (die  Ursache  des  Fallens 
der  Körper),  welche  ihnen  die  Beschleunigung  g  «=  9,81  ertheilt,  zur  Kraftein- 
heit das  Kilogramm  und  zur  Einheit  der  Masse  die  Masse,  welcher  die  Kraft- 
einheit die  Einheit  der  Beschleunigung  ertheilt,  so  wird,  wenn  man  diese  Grössen 

et 

an  die  Stelle  von  g',  w ,  tp  treten  läset  und  die  Masszahl  ~   der  Kraft    g   mit 

ü 

F  bezeichnet 

F  =  ffl(p  , 

d.  h.  die  Masszahl  F  der  Intensität  der  Kraft,  welche  der  Masse  m  die  Beschleu- 
nigung tp  zu  ertheilen  vermag,  ist  gleich  dem  Produkte  aus  den  Masszahlen  der 
Masse  und  der  Beschleunigung. 

In  Betreff  der  Momentenkräfte  schliesst  man  ähnlich.   Sind  g  ,  g'    zwei  Mo- 

,  0       0 

mentankräfte,  welche  den  Massen  m,  m  die  Geschwindigkeiten  vy  v  zu  ertheilen 
vermögen,  so  wird 

S0      in     o 
gQ      m     v 

und  wenn  man  zur  Einheit  der  Momentankräfte  diejenige  Momentankraft  wählt, 
welche  der  Masseneinheit  die  Geschwindigkeit  v  =  1  zu  ertheilen  vermag,  so  folgt 

/o  —  «*», 
wo  f0  die  Masszahl  der  Momentankraft  g0  bedeutet,  d.  h.  die  Masszahl  der  Mo- 
mentankraft ist  das  Produkt  der  Masszahlen  der  Masse  und  der  Geschwindigkeit. 
§.  6.  Hauptsächlich  die  Noth wendigkeit  der  Annahme  des  Principe,  dass 
zwischen  Ursache  und  Wirkung  Proportionalität  stattfinde,  hat  uns  veranlasst,  die 
Kräfte  direct  zu  definiren.  An  sich  liegt  nämlich  keine  Nöthigung  vor,  Propor- 
tionalität aufzustellen;  viele  andere  Arten  der  Abhängigkeit  könnten  mit  gleichem 
Rechte  vorausgesetzt  werden;  die  Mechanik,  welche  sie  zur  Folge  hätten,  wäre 
aber  eine  ganz  andere.  Es  ist  Newtons  Verdienst  die  Fundamente  der  Mechanik 
gelegt  zu  haben.  Er  stellt  an  der  Spitze  seines  berühmten  Werkes  „Principia 
philosophiae  naturalis  mathematica"  drei  Grundsätze  über  die  Wirkung  von 
Kräften  auf,  welche  von  da  in  alle  Lehrbücher  der  Mechanik  übergegangen  sind. 
Dieselben  sind  aber  nicht  nothwendig  Grundsätze  der  theoretischen  Mechanik,  son- 
dern vielmehr  der  Physik.  Sie  betreffen  die  Vorgänge  der  physischen  Welt  und 
▼ermitteln  die  Anwendung  der  reinen  Mechanik  auf  die  Erklärung  der  Natur- 
phänomene, indem  sie  die  Voraussetzungen  bezeichnen,  unter  welchen  die  ab- 
straften Lehren  dieser  Wissenschaft  dort  zur  Geltung  kommen.  Diese  Grundsätze 
sind  folgende: 
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1.  Jeder  Körper  verharrt  in  dem  Zustande  der  Ruhe  oder  der 
geradlinigen  gleichförmigen  Bewegung,  so  lange  er  nioht  durch 
äussere  Kräfte  zur  Aenderung  dieses  Zustandes  gezwungen  wird 
(Princip  der  Trägheit  der  Materie). 

1.  Die  Aenderung  der  Bewegung  ist  proportional  der  bewegen- 
den Kraft  und  erfolgt  in  der  Richtungslinie  derselben. 

3.  Die  Kraftwirkungen  zwischen  zwei  Körpern  sind  stets  einander 
entgegengesetzt  gleich  (Princip  der  Action  und  Reaction). 

Die  Beschleunigung  ist  definirt  worden  als  das,  was  die  Aenderung  der  Ge- 
schwindigkeit eines  Punktes  nach  Grösse  und  Richtung  bewirkt  und  die  Kraft  ist 
die  Ursache  der  Beschleunigung.  Ohne  Kraft  ist  daher  eine  Aenderung  in  der 
gleichförmig  geradlinigen  Bewegung  nicht  möglich.  Für  die  theoretische  Mechanik 
ist  daher  das  Princip  der  Trägheit  nicht  erforderlich,  es  sagt  nichts  Neues.  Für 
die  Physik  sagt  es  aber  aus,  dass  die  abstracten  Vorstellungen  von  Beschleuni- 
gung und  Kraft  auf  die  Materie  angewandt  werden  dürfen.  Das  zweite  Princip 
drückt  nichts  weiter  aus,  als  dass  die  Kraft  die  Beschleunigung  hervorbringt  und 
wie  jede  Ursache  ihrer  Wirkung  proportional  ist.  Das  Princip  der  Action  und 
Reaction  spricht  im  Grunde  die  Behauptung  aus,  dass  in  der  Natur  alle  Ursachen 
der  Beschleunigung  paarweise  vorhanden  und  entgegengesetzt  gleich  sind.  Ueber 
die  Existenz  von  Ursachen  in  der  Natur  lehrt  nur  die  Physik,  nicht  die  abstracto 
Mechanik;  daher  gehört  dies  Princip  streng  genommen  jener  Wissenschaft  allein 
an.  In  der  That  kommt  es  auch  nur  in  den  Anwendungen  der  Mechanik  vor, 
welche  noch  zum  Theil  experimentelle  Resultate  zu  Grunde  legen  müssen. 

Man  hat  die  New  ton' sehen  Sätze  vielfach  commentirt  und  erweitert,  ihre 
Stellung  zur  Mechanik  aber  vielfach  missverstanden,  weil  man  eine  Forderung 
theoretischer  Auffassung  von  dem  durch  die  Sinne  Wahrnehmbaren  nicht  trennte. 
Dass  Kraft  nur  etwas  Gedachtes  ist  und  nicht  etwas  Handgreifliches,  in  der  Natur 
Beobachtbares,  hat  Newton  bereits  auszusprechen  für  nöthig  gefunden  und  wenn 
eine  gewisse  Naturbetrachtung  die  Kräfte  beobachten  zu  können  glaubt,  sogar 
von  ihrem  Sitz  spricht  und  sozusagen  eine  Dogmatik  über  die  reale  Existenz  von 
Kräften  in  der  Natur  aufstellt,  so  genügt  es  wohl,  sie  auf  folgende  Stelle  in  den 
Principiis  phüosophiae  naturalis  zu  verweisen:  „Voces  attractionis,  impulsus  vel 
propensionis  euiuseunque  in  centrum  indifferenter  et  pro  se  mutuo  promiscue  usurpot 
has  vires  non  physice  sed  mathematice  tantum  considerando.  Unde 
caveat  lector,  ne  per  huiusmodi  voces  cogitet,  me  speciem  vel  modum  actionis 
causamve  aut  rationem  physicam  alicubi  deßnire,  vel  centris  (quae  sunt 
puneta  mathematica)  vires  vere  et  physice  tribuere,  si  forte  aut  centra  trahere 
aut  vires  centrorum  esse  dixero".  (Newton,  princ.  phil.  natur.  Lib.  I.  ad  definitio- 
nem  VIII). 

§.  6.  Ist  die  Bewegung  eines  Systems  vollständig  bekannt,  so  lassen 
sich  die  Kräfte  jeder  Ordnung  aufstellen,  welche  den  Beschleunigungen 
derselben  Ordnung  der  einzelnen  Punkte  entsprechen.  Sie  bilden  zusammen 
ein  Streckensystem,  auf  welches  die  Lehren  des  ersten  Theiles  dieses  Buches 
Anwendung  finden  können.  Für  dies  System  von  Kräften,  in  welchem  jede 
Kraft  einem  bestimmten  Punkte  angehört,  ist  die  besondere  Beschaffenheit 
des  Punktsystems  gleichgültig.  Es  macht  keinen  Unterschied,  ob  dasselbe 
unveränderlich  oder  nach  gewissen  Gesetzen  veränderlich  ist.   Weil  durch  dies 
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Kräftesystem  die  Beschleunigungen  aller  Punkte  sofort  gegeben  sind,  indem 
man  jede  Kraft  durch  die  Masse  des  Punktes,  dem  sie  angehört ,  blos  zu  divi- 
diren  braucht,  so  nennen  manche  Autoren  dasselbe  auch  das  äystem  der 
Effectivkräfte,  zum  Unterschiede  von  gewissen  andern  Kräftesystemen, 
welche  das  Punktsystem  afficiren  können.  Für  jede  Ordnung  gibt  es  ein 
besonderes  Effectivkräftesystem. 

Das  unveränderliche  System  ist  nur  gewisser  Bewegungen  fähig  und  alle 
anderen  sind  ausgeschlossen.  Dasselbe  kann  daher  nur  gewisse  Beschleuni- 
gungen besitzen.  Das  System  dieser  Beschleunigungen  ist  aber  gegeben,  so- 
bald die  Beschleunigungen  dreier  Punkte  oder  die  ihnen  äquivalenten  Be- 
schleunigungen der  Capp.  XIII,  XIV,  XV  des  IL  Th.  gegeben  sind.  Daher  ist 
das  System  der  Effectivkräfte  des  unveränderlichen  Systems  äquivalent  dem 
System  der  Kräfte,  welche  die  Beschleunigung  dreier  Punkte  bestimmen 
oder  Systemen  von  Kräften,  welche  jene  anderen,  diesen  Beschleunigungen 
äquivalenten  Beschleunigungen  zu  geben  im  Stande  sind.  Es  gibt  daher 
verschiedene  Kräftesysteme,  welche  am  unveränderlichen  System  einander 
äquivalent  sind,  d.  h.  denselben  Beschleunigungszustand  einer  bestimmten 
Ordnung  zur  Folge  haben.  Gibt  man  ein  beliebiges  Kräftesystem  an 
einem  unveränderlichen  Punktsystem,  so  wird  aus  ihm  nicht  in  allen  Fällen 
ein  möglicher  Beschleunigungszustand  folgen.  Werden  z.  B.  mehr  als  drei 
Kräfte  für  bestimmte  Punkte  gegeben,  so  müssen,  damit  ein  bestimmter 
Beschleunigungszustand  daraus  folge,  noch  weitere  Relationen  zwischen  ihnen 
gegeben  oder  willkührlich  angenommen  werden,  damit  die  Bewegung  voll- 
ständig bestimmt  sei.  Diese  Bedingungen  drücken  einen  gewissen  Zwang 
aus,  welchen  das  System  erleiden  muss,  wenn  es  anders  ein  unveränder- 
liches bleiben  soll.  Dieser  Zwang  kann  auf  mancherlei  Weise  ausgeübt 
werden;  in  vielen  Fällen  reicht  es  hin,  das  System  als  aus  einem  festen 
Material  gearbeitet  anzusehen,  in  anderen  Fällen  denkt  man  sich  die  System- 
punkte durch  Fäden  miteinander  verknüpft.  Wie  dem  auch  immer  sei, 
in  allen  Fällen  kann  man  den  Zwang  durch  Kräfte  ersetzen,  welche  zwi- 
schen denjenigen  Punkten  wirken,  deren  unveränderlicher  Abstand  durch 
die  Wirkung  der  gegebenen  Kräfte  bedroht  ist.  Diese  Kräfte  nennt  man 
innere  Spannungen  oder  Pressungen. 

Wenn  zwei  Kräftesysteme  als  Streckensysteme  in  Bezug  auf  ein  un- 
veränderliches System  äquivalent  sind,  so  können  die  Spannungen,  welche 
sie  veranlassen,  demnach  sehr  verschieden  sein. 

Aehnliches  gilt  nicht  blos  für  unveränderliche,  sondern  auch  für  ver- 
änderliche Systeme,  wenn  ihre  Veränderlichkeit  an  gewisse  Bedingungen 
geknüpft  ist. 

Dies  gilt  für  alle  Ordnungen.  Dagegen  findet  beim  unveränderlichen 
System  eine    gewisse  Freiheit    hinsichtlich  der  Wahl  des   Angriffspunktes 
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der  Kräfte  statt,  wie  sich  bald  zeigen  wird.  Jn  Bezug  auf  die  Fragen 
über  die  Möglichkeit,  Bestimmtheit,  Mehrdeutigkeit  und  Ueberbestimmtheit 
der  Bewegung,  welche  die  Folge  eines  gegebenen  Kräftesystems  ist,  sind 
verhältnissmässig  noch  sehr  wenig  Untersuchungen  vorhanden. 

Ist  ein  System  nicht  frei,  sondern  an  gewisse  Bedingungen  gebunden, 
welche  Hindernisse  seiner  Beweglichkeit  darstellen,  so  werden  diese  die 
aus  einem  gegebenen  Kräftesystem  bestimmter  Ordnung  folgenden  Beschleu- 
nigungen für  jede  Ordnung  modificiren.  Daher  kann  ihr  modificirender 
Einfluss  selbst  durch  Kräfte  derselben  Ordnung  ausgedrückt  werden.  Indem 
man  diese  dem  gegebenen  Kräftesystem  hinzufügt,  kann  man  das  System 
als  ein  freies  behandeln.  Wir  nennen  solche  Kräfte,  welche  die,  die  Beweg- 
lichkeit hindernden  oder  beschränkenden  Bedingungen  ausdrücken,  Wider- 
stände (oft  auch  Spannungen)  oder  Reactionen  gegenüber  den  gege- 
benen Kräften,  deren  Einfluss  durch  sie  beschränkt  wird,  welche  die  Actionen 
sind.  Wenn  die  Beschleunigung  eines  Punktes,  die  er  in  Folge  der  Actionen 
und  seines  Zusammenhanges  mit  dem  System  erlangt,  durch  das  Hinderniss 
als  die  Reaction  vernichtet  wird,  so  heisst  die  Kraft,  welche  dieser  ver- 
nichteten Beschleunigung  entspricht,  der  Druck  auf  den  Punkt.  Druck 
und  Widerstand  sind  stets  gleich,  weil  letzterer  die  Beschleunigung  des 
enteren  an  demselben  Punkte  tilgt.  Ebenso  wird  man  die  Bedingungen, 
welche  einem  Kräftesystem  auferlegt  werden  müssen,  damit  aus  ihm  an 
einem  Punktsystem  von  bestimmter  Gattung  der  Veränderlichkeit  ein  Be- 
schleunigungszustand möglich  sei,  durch  Kräfte  ausdrücken  und  alsdann  das 
System  als  vollkommen  veränderlich  (oder  je  nach  dem  Ausdruck  der  Be- 
dingungen auch  als  unveränderlich)  ansehen.  Auch  solche  Kräfte  nennen 
wir  innere  Spannungen  und  Pressungen. 

§.  7.  Unter  der  Wirkung  eines  Kräftesystems  1.  Ordnung  auf  ein 
Punktsystem  zur  Zeit  t  verstehen  wir  den  Beschleunigungszustand  des 
Systems,  welcher  aus  ihm  folgt.  Sie  besteht  darin,  dass  die  Systempunkte 
die  Elementarbeschleunigungen  erlangen,  welche  den  Geschwindigkeits- 
zustand des  Punktsystems  zu  dieser  Zeit  in  den  der  Zeit  t  -f-  dt  entsprechen- 
den Geschwindigkeitszustand  überführen.  Diese  Wirkung  ist  verschieden 
nach  der  Beschaffenheit  des  Punktsystems;  sie  ist  eine  andere,  wenn  das- 
selbe unveränderlich  und  anders,  wenn  es  veränderlich  ist.  Ist  der  Ge- 
sohwindigkeitszustand  zur  Zeit  t  +  dt  derselbe,  wie  zur  Zeit  t,  so  ist  die 
Wirkung  des  Kräftesystems  zur  Zeit  t  Null,  d.  h.  es  tilgen  sich  die  ein- 
zelnen Kräfte  gegenseitig  so,  dass  sie  auf  diesen  Zustand  keinen  Einfluss 
üben.  Man  nennt  diesen  Zustand  des  Kräftesystems  und  auch,  wenngleich 
weniger  passend,  den  gleichzeitigen  Zustand  des  Punktsystems,  das  Gleich- 
gewicht des  Kräfte-  oder  Punktsystems.  Zum  Gleichgewicht  ist  der  Zu- 
stand der  Ruhe  des  Punktsystems  nicht  erforderlich,  wenngleich  er  damit 
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verbunden  sein  kann.  Das  Gleichgewicht  der  Kräfte  kann  momentan  oder 
dauernd  sein.    Entsprechendes  gilt  für  alle  Ordnungen  der  Kräfte. 

Zwei  Kräftesysteme  heissen  in  Bezug  auf  ein  Punktsystem  äquivalent, 
wenn  sie  auf  dasselbe  die  nämliche  Wirkung  auszuüben  im  Stande  sind, 
d.  h.  den  Geschwindigkeitszustand  desselben  auf  gleiche  Weise  abzuändern 
vermögen.  Kehrt  man  von  zwei  äquivalenten  Kräftesystemen  das  eine  so 
.um,  dass  alle  Kräfte  unter  Beibehaltung  ihrer  Intensitäten  in  entgegen- 
gesetztem Sinne  aa  denselben  Punkten  angreifen,  wie  vorher,  und  lässt  dies 
umgekehrte  System  mit  dem  ursprünglichen  zugleich  wirken,  so  bilden  beide 
ein  im  Zustande  des  Gleichgewichtes  befindliches  Gesammtsystem.  Denn 
alle  Elementarbeschleunigungen,  welche  die  Kräfte  des  einen  veranlassen, 
werden  durch  die  entgegengesetzten  Elementarbeschleunigungen  des  anderen 
getilgt,  so  dass  der  Geschwindigkeitszustand  des  Punktsystems  durch  das 
Gesammtsystem  nicht  alterirt  wird.  Umgekehrt  sind  zwei  Kräftesysteme 
äquivalent,  wenn  das  eine  von  ihnen  umgekehrt  mit  dem  anderen  im  Gleich-  ' 
gewicht  ist;  Untersuchungen  über  die  Aequivalenz  der  Kräfte  sind  daher 
zugleich  auch  Untersuchungen  über  das  Gleichgewicht  und  umgekehrt.  Statik 
heisst  die  Theorie  des  Gleichgewichtes  oder  der  Aequivalenz  der  Kräfte. 

Kräfte,  welche  an  einem  Systeme  im  Gleichgewichte  sind,  können  un- 
beschadet der  Wirkung  des  ganzen  Kräftesystems  getilgt  oder  in  beliebiger 
Menge  zugefügt  werden.  Im  ersten  Falle  fallen  zugleich  mit  ihnen  Span- 
nungen hinweg,  welche  durch  die  Bedingungen,  denen  das  Punktsystem 
seiner  Constitution  nach  unterworfen  ist,  unter  Einfluss  jener  Kräfte  ver- 
anlasst wurden,  im  letzten  Falle  müssen  solche  hinzutreten. 

Oft  ist  eine  einzelne  Kraft  einem  ganzen  Kräftesysteme  äquivalent; 
man  nennt  sie  die  Resultante  desselben  und  die  Kräfte  des  Systems  ihre 
Componenten.  Dieselbe,  in  entgegengesetztem  Sinne  genommen,  bringt  mit 
dem  Kräftesysteme  Gleichgewicht  hervor.  Ist  ein  Kräftesystem  im  Gleich- 
gewichte, so  ist  jede  einzelne  Kraft  desselben,  in  umgekehrtem  Sinne  ge- 
nommen, die  Resultante  aller  übrigen. 

§.  8.  Wir  wollen  jetzt  noch  einige  Grundbegriffe  erläutern,  die  mit 
den  Kräften  erster  Ordnung  in  Verbindung  stehen.  Unter  allen  Zerlegungen 
der  Beschleunigung  <p  erster  Ordnung  war  die  Zerlegung  in  Tangential- 
und  Normalbeschleunigung  die  wichtigste  (Thl.  n,  Cap.  VIII,  §.  6).  Die 
diesen  beiden  Componenten  entsprechenden  Kräfte  heissen  die  Tangen- 
tialkraft und  Normal-  oder  Centripetalkraft.     Ihre  Intensitäten  sind 

Ft  =  mat  =  m  —  und  JPJ=  m<pn  =  m  — .     Die   erstere   hat   die   Rich- 

dt  q 

tong  der  Tangente,  die  zweite  ist  normal  zur  Bahn,  nach  dem  Krümmungs- 
mittelpunkte hingewandt,  wie  die  betreffenden  Beschleunigungen.  Die  totale 
Kraft  F  =»  m<p  setzt  sich  aus  ihnen  zusammen  nach  der  Formel 


12  Arbeit  und  lebendige  Kraft.  III.  Th.,  Cap  I,  §.  8. 


und  nennt  man  Ft  und  Fn  die  Tangential-  und  Normalcomponente  von  F. 
Mit  der  Componenten  Ft  der  Kraft  F  stehen  in  innigem  Zusammen- 
hang die  Begriffe  von  Eraftantrieb,  Bewegungsgrösse,  Arbeit  und 
lebendiger  Kraft. 

dv 
Multiplicirt  man  nämlich  die  Gleichung  Ft  =  m  —  mit  dt  und   inte- 

dt 

grirt  sie ,  indem  man  Ft  als  Function  der  Zeit  dargestellt  denkt,  nach  t 
zwischen  den  Grenzen  tQ  und  £,  welchen  die  Werthe  v0  und  v  der  Ge- 
schwindigkeit entsprechen!  so  erhält  man: 

t 

I  Ft .  dt  =  mv  —  mv0. 

Das  Element  des  Integrales  zur  Linken,  gebildet  aus  der  Intensität  der 
Tangentialkraft  und  dem  Zeitelemente,  heisst  der  Elementarantrieb  der 
Kraft  F  und  das  Integral  selbst  der  Antrieb  der  Kraft  F  während 
der  Zeit  t —  f0.  Nun  ist  mv  die  Bewegungsgrösse  oder  die  Momentan- 
kraft des  Punktes  und  da  mv —  mv0  die  Aenderung  derselben  während 
des  Zeitintervalles  t  —  t0  darstellt,  so  kann  der  Inhalt  der  vorstehenden 
Gleichung  in  dem  Satze  ausgesprochen  werden:  Bei  jeder  Bewegung 
eines  Punktes  ist  der  Antrieb  der  Kraft  während  irgend  eines 
Zeitintervalles  gleich  der  Aenderung,  welche  die  Bewegungs- 
grösse während  dieser  Zeit  erleidet. 

Ist  die  Bewegung  geradlinig,  so  ist  Ft  =  F-,   ist  sie  gleichförmig,  so 
ist  der  Antrieb  Null.    Die  vorstehende  Gleichung  für  den  Antrieb  geht  aus 

Th.  II,  Cap.  VIII,  §.10  unmittelbar  hervor,  wenn  man  die  dortige  Gleichung 

t 

v  —  "o  ===  fVtät  mit  der  Masse  m  des  beweglichen  Punktes  multiplicirt. 

d  v 
Drückt  man  in  der  Gleichung  Ft  =  m  — -  die  Tangentialbeschleunigung 

dt 

—  durch  = aus,  multiplicirt  mit  ds  und  integrirt,  indem  man  Ft  als 

dt  ds 

Function  des  Curvenbogens  s  dargestellt  denkt,   zwischen  zwei  Grenzen  s0 

und  $,  welche  den  Geschwindigkeiten  v0  und  v  entsprechen,  so  erhält  man: 


8 

ß 


Ftds  =  Jmr  —  i»*t>jj 

«0 

Das  Element  des  Integrales  zur  Linken,  nämlich  das  Produkt  aus  der 
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Tangentialkraft  und  dem  Wegelemente  ds,  durch  welches  der  bewegliche 
Punkt  fortgeführt  wird,  heisst  die  Elementararbeit  der  Kraft  F  und 
das  Integral  selbst  die  Arbeit  der  Kraft  F  längs  des  Weges  s  —  s0. 
Die  Grösse  mv2y  das  Produkt  aus  der  Masse  des  beweglichen  Punktes  und 
dem  Quadrate  seiner  Geschwindigkeit  heisst  die  lebendige  Kraft  des 
Punktes.  Mit  Hülfe  dieser  Begriffsbestimmungen  lautet  der  Inhalt  der 
Gleichung:  Bei  jeder  Bewegung  eines  Punktes  ist  die  Arbeit  der 
Kraft  längs  irgend  eines  Weges  gleich  der  Aenderung,  welche 
die  halbe  lebendige  Kraft  des  Punktes  längs  dieses  Weges  er- 
leidet. Diese  Gleichung  geht  auch  aus  der  analogen  Gleichung  in  Th.  II, 
Cap.  VIII,  §.10  hervor,  indem  man  dieselbe  mit  der  Masse  m  multiplicirt  und 
bedenkt,  dass  cpcoBa  =  <pt>  also  mq>  cos  a  =  m(pt  =  Ft  ist.  Alles,  was 
dort  über  die  Arbeit  der  Beschleunigung  und  in  den  folgenden  §§  über 
Momente  der  Beschleunigung  gesagt  ist,  gilb  auch  unmittelbar  von  der 
Kraft.  Die  Elementararbeit  einer  Kraft  kann  hiernach  sowohl  als  das  Pro- 
dukt der  Projection  der  Kraft  auf  die  Richtung  des  Wegelementes  ds  und 
dieses  Wegelementes  selbst,  als  auch  als  das  Produkt  der  Kraft  F  selbst 
und  der  Projection  des  Wegelementes  auf  ihre  Richtung  aufgefasst  werden. 
Die  Elementararbeit  der  Kraft  ist  positiv,  Null  oder  negativ,  je  nachdem 
die  Richtung  von  ds  mit  der  Richtung  von  F  einen  spitzen,  rechten  oder 
stumpfen  Winkel  bildet 

Die  eigenthflmliche  Benennung  „lebendige  Kraft11  rührt  von  Leibnitz  her; 
sie  hat  mit  der  Vorstellung  des  Belebten  nichts  gemein,  auch  ist  es  rathsam,  den 
Gedanken  fern  zu  halten,  als  sei  der  bewegliche  Punkt  der  Sitz  einer  Kraft,  die 
ihn  treibt.  Leibnitz  unterschied  zwischen  todten  und  lebendigen  Kräften;  erstere 
waren  für  ihn  diejenigen,  welche  keine  Bewegung  hervorbringen,  sondern  nur 
Druck  oder  Spannung  ausüben;  letztere  waren  die  Kräfte,  welche  Bewegung  her- 
vorrufen. Die  ersteren  mass  er  durch  die  Intensität,  die  zweiten  durch  die  Arbeit 
oder  durch  die  Aenderung  von  \mv*,  also,  wenn  ursprünglich  keine  Geschwindig- 
keit vorhanden  war,  durch  ±mv*.  Die  Geschichte  der  Mechanik  kennt  einen  hef- 
tigen Streit  über  das  richtige  Maass  der  Kräfte,  geführt  zwischen  Verfechtern  der 
Leibnitz1  sehen  und  d'Alembert' sehen  Ansicht  über  diesen  Punkt;  derselbe 
endete  von  selbst,  als  man  die  Benennungen  sorgfältiger  wählte  und  nicht  mehr 
Intensität  und  Arbeit  verwechselte. 

Bezeichnet  man  die  Arbeit  einer  Kraft  F  mit  T,  setzt  man  nämlich: 


j 


Ftds  =  T, 


so  folgt 

dT 

ds 

d.  h.  die  Intensität   der    Tangentialkraft   ist    die    Derivi-rte    der 
Arbeit  nach  dem  Wege. 
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Setzt  man  den  Antrieb  der  Kraft  F  gleich  «7,  nämlich    » 

t 

*Ftdt  =  J, 


s 


«0  • 

80    folgt  dJ 

d.  h.  die  Intensität  der  Tangentialkraft  ist  die  Derivirte  des 
Antriebes  nach  der  Zeit. 

Die  Arbeit  einer  Kraft  kann  immer  als  das  Produkt  einer  Intensität 
und  einer  Länge  dargestellt  werden.  Die  Einheit  der  Arbeit  ist  die 
Arbeit  der  Krafteinheit  längs  der  Längeneinheit  in  ihrer  Rich- 
tung. Ist  die  Krafteinheit  das  Kilogramm  und  die  Längeneinheit  das  Meter, 
so  heisst  die  Arbeitseinheit  das  Kilogrammeter. 

Die  hier  erläuterten  Begriffe  lassen  sich  auf  Kräfte  aller  Ordnungen 
ausdehnen.  Construirt  man  nämlich  die  Hodographen  aller  Ordnungen,  in- 
dem man  von  einem  beliebig  annehmbaren  Pole  aus  mit  den  Geschwindig- 
keiten und  den  Beschleunigungen  der  1.,  2.,  3.,  . . .  Ordnung  Radienvectoren 
parallel  zieht  und  die  Endpunkte  zu  continuirlichen  Curven  verbindet,  so 
ist  das  Bogenelement  des  Hodographen  HK  der  nten  Ordnung  die  Elementar- 
beschleunigung nter  Ordnung  <p{n)dt  und  wenn  gleichzeitig  mit  dem  Haupt- 
punkte ein  beweglicher  Punkt  den  Hodographen  beschreibt,  <p(n)  dessen 
Geschwindigkeit  und  parallel  der  Tangente  des  Hodographen  gerichtet.  Die 
Beschleunigung  der  (n  +  l)ton  Ordnung  <p(*  + 1}  zerfällt  dann  in  eine  Com- 

ponente  9*  =  -3-  -  längs  der  Tangente  des  Hodographen  und  eine 

dt 

andere  <p(vn  +  1)  in  der  Richtung  der  Hauptnormalen  nach  dem  Krümmungs- 
mittelpunkte   des    Hodographen    Un    hin    gerichtet.     Letztere    ist,    wenn 

den    den    Contingenzwinkel   von   Hn   bedeutet,    <p?         =  q>^  •  -37,    oder 

dt 

dsn 
wenn  dsn  =  w{n)dt  das  Bogenelement  und  qh  =  — *  der  Krümmungshalb- 

d€n 

messer    von   Hn  ist,    yf?      '  =  - .    Man  kann   daher  auch  die  Kraft 

Jt*  + *>  der  (*  +  1)**   Ordnung   zerlegen  in  die   Tangentialkraft  F^n  +  1> 

dq>W  ^in  4-1)  IV"*]2 

=  m  —^ —    und    die    Normalkraft    Fi         =  m  -■ -,    welche  die  Rich- 
dt  qh    ' 

tungen  der  Tangente  und  Hauptnormalen  der  Curve  Hn  besitzen.  Man  er- 
hält daher,  wie  früher 

(n)  _mw(n)  =  /V"  +  1)^ 


ftig>w  —  Wqp0' 


-S* 
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/  x  äa{n)  ,  N  d  •  q>M 

und  da  dsn  =  q>™dt,  also  -^—  =  yW  — —  ist, 

Wenn   man  die  Kraft  !**>  der  wten  Ordnung   nach  drei   Coordinaten- 

axen  der  x,  y,  e  zerlegt,  so  ergibt  sich,  da  Fi    =  m  — —  —  =  — 

dt  dt 

ist,  dass  die  Componenten  sind:  -F*    =  m       ,  Jj     =  *»— ,  JF;  '  =  *»-—  • 

Die    Intensität   und    die    Richtungscosinusse  cos  ccn,   cos  ßny  cos  y„  ergeben 
sich  hieraus  als 


*— ^'+(2)'+D' 

COS  O*  cos  /?„  cos  y„  1 

dnx         ~d*y  d*z    ~  fW* 

d**  df"  df" 

Denkt  man  sich  eine  Curve,  welche  die  Bahn  des  Punktes  an  der  Stelle, 
wo  er  zur  Zeit  t  sich  befindet,  w-punktig  berührt,  so  stimmen  die  n  —  1 
ersten  Differentialquotienten  der  Coordinaten  beider  überein  und  beginnen  die 
Coordinatendifferenzen  in  der  Entwickelung  der  Coordinaten  des  Haupt- 
punktes und  eines  Punktes,  welcher  auf  der  berührenden  Curve  mit  jenem 
zugleich  vom  Berührungspunkte  ausgeht  und  eine  Bewegung  besitzt,  für 
welche  die  Beschleunigungen  bis  zur  n  —  laten  Ordnung  den  Beschleu- 
nigungen jenes  gleich  sind  mit 

Hieraas  schliesst  man,  wie  B.  I,  S.  324,  dass  die  Verbindungslinie  beider 
Punkte  die  Richtung  der  Kraft  F^n)  in  der  Grenze  angibt  und  dass,  wenn 
man  die  verschwindend  klein  werdende  Entfernung  beider  mit  6n  (Devia- 
tion «***"  Ordnung)  bezeichnet, 


ist. 


'"       =  m<* 

*n  =  -T  9>in)dt 

—  dF 
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IL  Capitel. 

Aequivalenz  der  Kräftesysteme  am  freien  Funkte.    Aequivalenz  der- 
selben am  Punkte,  welcher  gezwungen  ist,  auf  einer  Curve  oder 

auf  einer  Fläche  zu  bleiben. 

§.  1.    Ein  Kräftesystem  [P],   [P'],   [P"J, [PW]   an   einem 

freien,  d.  h.  keinen  seine  Beweglichkeit  beschränkenden  Bedin- 
gungen unterworfenen  Funkte  ist  äquivalent  einer  einzigen 
Kraft,  deren  Richtung  durch  den  Punkt  hindurchgeht,  d.h.  es  hat 
eine  Resultante  [JR].  Reducirt  sich  dieselbe  auf  Null,  so  ist  das 
System  im  Gleichgewicht.  Denn  von  Seiten  jeder  einzelnen  Kraft  [P^] 
erlangt  der  Punkt  eine  bestimmte  Beschleunigung  [<p(/)],  welche  nach 
Richtung  und  Sinn  mit  [Pw]  übereinstimmt.  Das  System  dieser  Be- 
schleunigungen ist  äquivalent  einer  Beschleunigung  [gp]  =  2?[qp(l>J;  es  gibt 
daher  eine  Kraft,  deren  Folge  diese  Beschleunigung  ist,  welche  mithin  durch 
den  Punkt  geht  und  nach  Richtung  und  Sinn  mit  ihr  übereinstimmt.  Sie 
ist  äquivalent  dem  System  der  Kräfte,  weil  aus  ihr  dieselbe  Beschleunigung 
folgt,  wie  aus  ihm.  Das  Streckensystem  der  Kräfte  [P^]  ist  ähnlich  dem 
System  der  Beschleunigungen  [g>^]  und  mit  ihm  ähnlich  liegend.  Hieraus 
folgt,  dass  die  Resultante  [R]  des  Kräftesystems  die  geometrische 
Summe  der  Kräfte,  nämlich  [R]  =  2[^]  ist 

Reducirt  sich  [R]  auf  Null,  so  ist  auch  [qp(,)]  Null,  d.  h.  das  Kräfte  - 
System  hat  keine  Beschleunigung  des  Punktes  zur  Folge,  es  ist  im  Gleich- 
gewicht. 

§.  2.  Diesem  Satze  reihen  sich  als  Folgerungen  an  (vgl.B.I,  S.  16 — 18): 
Die  Resultante  zweier  Kräfte,  deren  Richtungen  sich  in  einem 
Punkte  schneiden,  geht  durch  ihren  Schnittpunkt  und  ist  die 
Diagonale  des  Parallelogramms,  welches  über  den  Strecken, 
welche  die  Kräfte  darstellen,  vom  Schnittpunkte  aus  construirt 
werden  kann.  Fallen  beide  Kräfte  in  dieselbe  Richtung,  so  ist 
ihre  Resultante  gleich  ihrer  Summe  oder  Differenz,  je  nachdem 
sie  übereinstimmenden  oder  entgegengesetzten  Sinnes  sind.  Sind 
sie  entgegengesetzt  gleich,  so  tritt  Gleichgewicht  ein. 

Der  Satz  heisst  der  Satz  vom  Parallelogramm  der  Kräfte.  Es  gibt 
für  denselben  sehr  viele  Beweise.*)  Bei  dem  hier  befolgten  Gange,  nach 
welchem  die  Theorie  der  Kräfte  der  Theorie  der  Beschleunigung  nachfolgt, 
ist  ein  ausführlicher  Beweis  nicht  nöthig. 


*)  Vgl.  Westphal,  J.  H.,   Demonstrationum  compoeitionis  virium  expositio 
de  iisque  iudicium.    Goettingae,  1817. 
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Umgekehrt  kann  jede  Kraft  in  zwei  andere  (Componenten)  zerlegt 
werden,  welche  ihr  zusammen  äquivalent  sind  und  zwar  auf  unendlich 
viele  Arten. 

Die  Resultante  von  drei  Kräften,  deren  Richtungen  sich  in 
einem  Punkte  schneiden,  geht  durch  diesen  Punkt  hindurch  und 
wird  nach  Grösse,  Richtung  und  Sinn  durch  die  Diagonale  des 
Parallelepipeds  dargestellt,  welches  die  drei  Strecken,  welche 
die  Kräfte  darstellen,  zu  Eckkanten  hat. 

Da  die  Diagonale  eines  Parallelepipeds,  ohne  dass  die  Kanten  ver- 
schwinden, nur  Null  werden  kann,  wenn  die  Eckkanten  in  eine  Ebene 
fallen,  so  folgt,  dass  drei  an  einem  Punkte  wirkende  Kräfte  nur 
dann  im  Gleichgewichte  sich  befinden  können,  wenn  ihre  Rieh- 
tungen in  einer  Ebene  liegen.  Im  Falle  des  Gleichgewichtes  ist 
jede  von  ihnen  der  Resultanten  der  beiden  übrigen  entgegen- 
gesetzt gleich. 

Zum  Gleichgewichte  von  Kräften,  deren  Richtungen  sich  in 
einem  Punkte  schneiden,  ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass 
die  Summe  ihrer  Projectionen  auf  irgend  drei  Axen  des  Raumes 
verschwindet,  von  denen  keine  zwei  parallel  sind  und  welche 
auch  nicht  alle  drei  einer  Ebene  parallel  laufen. 

Behufs  der  analytischen  Bestimmung  der  Resultante  des  Kräftesystems 
tritt  hier  B.  I,  S.  16,  §.  8  unmittelbar  ein.  Ebendaselbst  sind  auch  die 
Bedingungen  des  Gleichgewichtes  desselben  aufgeführt,  nämlich  £X  =  0, 
EY=0,  2Z<=0. 

§.  3.  Ist  der  Angriffspunkt  der  Kräfte  P  genöthigt,  auf 
einer  Ourve  zu  bleiben,  so  kann  er  als  frei  betrachtet  werden,  sobald 
der  Widerstand  der  Curve  den  Kräften  P  hinzugefügt  wird.  Derselbe  zer- 
fallt in  zwei  Componenten,  den  Normalwiderstand  N  und  den  tangentialen 
Widerstand  oder  die  Reibung.  Die  Reibung  ist  proportional  N  und  wird, 
wenn  f  den  Reibungscoefficienten  darstellt,  durch  fN  ausgedrückt.  Zer- 
legt man  die  Resultante  B  der  gegebenen  Kräfte  P  in  zwei  Componenten, 
von  denen  die  eine  normal,  die  andere  tangential  zur  Curve  ist,  und  be- 
zeichnet mit  #  den  Winkel,  welchen  B  mit  seiner  Normalcomponente  bildet, 
so  sind  B  cos  $  und  B  sin  #  diese  beiden  Componenten.  Von  diesen  stellt 
die  erstere  den  Druck  auf  die  Curve  dar  und  wird  durch  den  Normal- 
widerstand N  getilgt,  während  die  andere  sich  mit  der  Reibung  fN  zu- 
sammensetzt. Die  Reibung  ist  stets  der  tangentiellen  Componente  B  sin  d 
entgegengesetzt.  So  lange  B  sin  d  <  fN  also  B  sin  0  —  fN  <  0  ist, 
kann  eine  tangentiale  Beschleunigung  nicht  erfolgen  und  findet  daher  Gleich- 
gewicht statt.  Die  äusserste  Grenze  dieses  Gleichgewichts  wird  erreicht, 
wenn  B  sin  (r  =  fN  oder  also  B  sin  «fr  —  fN  =  0  ist.    Da  nun  zugleich 
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R  cos  &  =  N  ist,  so  folgt,  dass  bei  derselben  Intensität  von  R,  diese  Grenze 
erreicht  wird,  wenn  tg  «fr  =  /*,  d.  h.  wenn  R  gegen  die  Normalebene  unter 
einem  Winkel  geneigt  ist,  dessen  Tangente  gleich  dem  Reibungscoefficienten 
ist.  Es  findet  daher  Gleichgewicht  statt,  wenn  R  sin  #  —  fN  <  0  ist. 
Da  die  Reibung  der  Componenten  R  sin  d  entgegengesetzt  ist,  so  hängt 
ihr  Sinn  von  dem  Sinne  dieser  Componenten  ab.  Je  nachdem  R  sin  &  in 
der  Richtung  der  Tangente  den  einen  oder  andern  Sinn  hat,  ist  daher  an 
der  äussersten  Grenze  des  Gleichgewichts  JR  sin  O  —  fN  =  0  oder  R  sin  & 
+  fN—0. 

Um  den  Punkt  zu  nöthigen,  auf  der  Curve  zu  bleiben,  kann  man  die 
Curve  als  eine  unendlich  enge  Röhre  ansehen,  innerhalb  welcher  er  sich 
befindet. 

Hinsichtlich  der  Kräfte,  welche  am  Punkte  angreifen,  sind  folgende 
Untersuchungen  zu  fuhren:  1.  Die  Lage  des  Punktes  auf  der  Curve  ist 
gegeben,  das  Kräftesystem  ißt  vollständig  bestimmt,  man  soll  entscheiden, 
ob  dasselbe  in  Verbindung  mit  dem  Widerstände  der  Curve  im  Gleich- 
gewichte ist,  oder  nicht  und  2.  Die  Lage  des  Punktes  auf  der  Curve  soll 
so  bestimmt  werden,  dass  ein  Kräftesystem,  dessen  Natur  für  jede  solche 
Lage  bestimmt  werden  kann,  ins  Gleichgewicht  kommt.  In  beiden  Fällen 
wollen  wir  die  einfachere  Aufgabe,  dass  nämlich  die  Reibung  Null,  also 
die  Curve  glatt  sei,  von  der  complicirteren  trennen,  dass  Reibung  stattfinde. 

§.  4.  Sind  X,  F,  Z  die  Componenten  einer  der  Kräfte  P,  JVX,  Nyy  Ne 
die  des  Normal  Widerstandes  N,  so  müssen  im  Falle,  dass  keine  Reibung 
stattfindet,  für  das  Gleichgewicht  die  Bedingungen  erfüllt  sein: 

EX  +  Nx  =  0,     EY+Ny=0,     EZ  +  N,  =  0, 

zu  welchen  noch  die  Gleichungen  der  Curve  hinzutreten,  nämlich: 

worin  t  die  unabhängige  Variabele  ist,  von  welcher  die  Lage  des  Punktes 
(xyz)  auf  der  Curve  abhängt.  Da  N  senkrecht  zur  Tangente  ist,  so  be- 
steht die  weitere  Bedingung 

Nxx'  +  Nyy'  +  N,z'  =  0, 

wo    x  =  — ,    y  =  --,    /  ■=  ---  gesetzt  ist.    Eliminirt  man  NXf  JVy,  N„ 

so  folgt 

x'EX  +  y'2Y  +  z'EZ  =  0 

als  die  vom  Widerstände  unabhängige  Bedingung  des  Gleichgewichtes  der 
gegebenen  Kräfte  P.  Sie  drückt  aus,  dass  die  Resultante  derselben  normal 
zur  Curve  sein  müsse.  Iöt  sie  erfüllt  an  einer  Stelle  (#,  #,  g),  so  ergibt 
sich    für    den    Widerstand   Nx  =  —  EX,   Ny  =  —  EY,    Nz  =  —  2Z, 
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N*  =  N*+N*+  Ni  und  die  Richtung  (a,  ß,  y)  desselben:  cos  a=**Nx:  N, 
cos  ß  =  Ny  :  JV,  cos  y  =  Ns  :  N. 

Sind   U  =  0,   V  =  0  die  Gleichungen  der  Curve,  wo  ET,  7  Functionen 
von  ar,  y,  je  sind,  so  genügen  x,  y,  z   den  Gleichungen 

x'U'x  +  jf'lTf  +  iTJ\  =  0, 

welche  mit 

x'ZX  +  y'ZY +  z'ZZ  =  0 

die  Gleichgewichtsbedingung  unter  der  Form 

ZX    ZY    ZZ 

ux    u;   v, 
yfx    v'    r, 


liefern. 


=  0 


Ist  nicht  die  Stelle  (#,  y,  z)  der  Curve,  sind  dagegen  die  Kräfte  als 
Functionen  des  Ortes  gegeben,  so  gibt  die  Gleichgewichtsbedingung  in  der 
ersten  Form  die  Werthe  von  t  für  die  Punkte  der  Curve,  an  welchen  das 
Gleichgewicht  der  Kräfte  möglich  ist;  in  der  zweiten  Form  stellt  sie  die 
Gleichung  einer  Fläche  dar,  welche  die  Curve  in  den  Punkten  schneidet, 
in  welchen  das  Gleichgewicht  eintreten  kann. 

Beispiele.  1.  Für  einen  schweren  Punkt  ist,  bei  verticaler  *-Axe,  positiv 
nach  oben  gerichtet:  ZX  ■=»  ZY  =-  0,  ZZ  =  —  mg;  Nx  =  Ny  =  0,  N*  ■—  mg, 
daher  die  Bedingung  des  Gleichgewichts  in  der  ersten  Form  z'=0,  d.  h.  die 
Stellen  der  Curve,  an  welchen  das  Gleichgewicht  für  die  Schwere  möglich  ist, 
sind  die  höchsten  und  tiefsten  Punkte  der  Curve.  In  der  zweiten  Form  ist  die 
Bedingung 


0. 


2.   Für  den  schweren  Punkt  auf  der  Schnittearve  des  Ellipsoids 


0      0    —  mg 

U'      IV 

U    U      TT 

x        y          * 

V     V        V 
'  x     '  y       v  z 

»0      d.  h. 

ux     uy 

V    V 

x        y 

u- 


'    l»i    T^   „s  L 


0 


o"    "    bm    '    c 

mit  der  Kugel   V  ==  x*  +  y*  +  **  — ■  r*  =-  0  wird  die  Bedingung  xy  =■  0 ,  also 
x  ==  0  oder  t/  =  0.    Das  Gleichgewicht  ist  demnach  in  8  Punkten  möglich. 

3.   Ebenso  für  die  Curve  5j  +  £  +   ~  -  1  -  0,  -*  +  £  +  ~  -  if  -  0 

ar       b*        c*  '  a4    '   6*    '    c4       p2 

(Polodie). 

§.  5.  Für  den  Fall,    dass  Reibung  fN  stattfindet,  hat  man  für  deren 
Componenten,   da  sie  in   die  Richtung  der  Tangente   fällt  und   doppelten 

dx     dy     dz 
Ts'   Ts9   Ts 

Bichtungscosinusse  der  Tangente  darstellen.    Fügt  man  diese  Componenten 
den  übrigen  hinzu,  so  hat  man  als  Gleichgewichtsbedingungen 


Sinn  haben  kann  +  fN~f  +  fN  ^,  +  fN  4^,  wo 

as  ds  ds 


die 
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2X+Nx+fN^  =  Q,  2Y+N9+fN^-0,   2Z+N,+fN^  =  0, 


v?Nx  +  y Ny  +  z'N,  —  0, 

*  =  y(0»  y  =  *(0»  * =  w(0  oder  ^  =  o,  f 


0. 


Um  den  Widerstand  und  seine  Componenten  zu  eliminiren,  ziehen  wir  aus 
den  drei  ersten  Gleichungen 


\SY  SZ 

dy    dz 
ds    ds 


\NV  Nt 

—\dy  dz 

i  ds  ds 

i 

» 

zz  sx 

I 

dz     dx    =•  — 
ds     ds  , 


NaNs 
dz  dx 


ds  ds 


EX  SY\ 

dx    dy    »  — 
ds     ds 


NxNy 

dx  dy 

'  ds  ds 


und  hieraus  durch  Quadriren  und  Addiren  mit  Rücksicht  &ul 


E 


i 


-( 


ds  ds 


+  **■  s)'  -  "'< 


andererseits    ergibt   sich   durch   Multiplication   derselben   drei   Gleichungen 

dx     dy    dz 
mit    —  ,   -—.   -   -  nach  ihrer  Addition: 
ds     ds     d^ 

ds  ds  ds  - 

Beide  Gleichungen  liefern  nach  Elimination  von  N  die  gesuchte  Gleich  - 
gewichtsbedingung 


ds    '  ds  ds      —yi+f* 


Bf 


zu  welcher  noch  hinzutreten 


<+  *¥.  +  «s— . 


,,  dx 
ds 


.,    dy 


V*^  +   V>ds  +    7'--°- 


.,  d* 
ds 


Ist  diese  Bedingung   an  einer  Stelle  (#,  y,  *)  erfüllt,  so  folgen  iVx, 

JVy,  JV,  und  JW"  nebst  dessen  Richtungen  aus  den  vorstehenden  Gleichungen. 

dx    dy    dz 
Ist  die  Stelle  x,  y,  z  nicht  gegeben,  so  führt  die  Elimination  von  — ,  — ,  — 

eis     (*  S      (IS 

zu  der  Gleichung  einer  Fläche,  welche  auf  der  Curve  die  ftussersten  Grenzen 
derjenigen  Bereiche  bezeichnet,  innerhalb  welcher  die  Punkte  liegen,  in 
denen  Gleichgewicht  stattfinden  kann.  Durch  Auflösung  der  Gleichungen 
nach  diesen  Grössen  findet  sich  nämlich,  wenn 
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J  = 


£X  ZY  SZ 

vm  u;  u: 
v*  ry  r, 

gesetzt  wird, 


j.*l=+         f_ 


,  *1  = 

V'y   r, 

,    8t  = 

u:  u'x 

r,  v, 

1  *»  = 

V'X       U'y 

V   V 

'  x     '  y 

Rdly     A 


dy 
ds 


dz 
ds 


f 


+ 


•  Ron 


f 


Vi+r 


Rt 


i> 


Vi  +  f* 

und  schliesslich  also  wegen  (g)   +  (g)   +  (g) 


1: 


f 


—  r-s  ***  (*2  +  *2  +  *2)  =  0 

1_|_^2  vl'         21         3' 


als  die  gesuchte  Gleichung.  Für  /*  ==  0  reducirt  sie  sich  auf  2*  =  0,  wie 
§.  4.  Die  Punkte,  welche  A  =  0  auf  der  Curve  bezeichnet,  gehören  den 
Gleichgewichtsbereichen  an.  Sie  besteht  auch  noch  fort,  wenn  f  von  Punkt 
zu  Punkt  auf  der  Curve  veränderlich,  aber  als  Function  des  Ortes  be- 
kannt ist. 

Beispiele.  1.  Für  den  schweren  Punkt  ist  i?X=27Y=-0,  2Z=Rt= — mg, 
als  J  =»  —  mg  (W9V  —  ITV^  mithin  die  Gleichung  der  Flache,  welche  auf 

der  Curve  die  äussersten  Grenzlagen  für  das  Gleichgewicht  bestimmt, 

(d;f;  -  uw rxy  -  r  [(tr  f;  -  £7;f;)»  +  (^f;  -  ^f^j  =  o. 

2.  Für  die  Polodie 


x 


y* 


z' 


y% 


5 1   ^ 1   j: z. 

a4  "*"  b*  "*"  c*        p* 


0 


a\ 


c*a*    ) 


z*x*\  =  0. 


wird  diese  Fläche  der  Kegel  4.  Grades 

(^)'-v-/-[e;-7^+c 

Er  bezeichnet  auf  der  Curve  8  Paar  Punkte,  für  welche  die  8  Punkte,  welche 
Gleichgewichtslagen  ohne  Reibung  sind,  in  die  Mitten  der  Paare  fallen. 

§.  6.  Ist  der  Angriffspunkt  der  Kräfte  P  genöthigt,  auf  einer  Fläche 
ku  bleiben,  so  kann  derselbe  nach  Einführung  des  Widerstandes  der  Fläche 
als  frei  angesehen  werden.  Dieser  Widerstand  kann  in  zwei  Componenten 
zerlegt  werden,  von  denen  die  eine,  der  Normalwiderstand  N,  in  die  Nor- 
male der  Fläche  fällt,  während  die  andere,  die  Reibung  fN,  der  Tangenten- 
ebene der  Fläche  angehört.  Zerlegen  wir  ebenso  die  Resultante  R  der 
gegebenen  Kräfte  P  in  eine  normale  Componente  R  cos  0  und  eine  in  die 
Tangentenebene  fallende  Componente  R  sin  #, .  wo  d  den  Winkel  zwischen 
R  und  der  Normalen  der  Fläche  bedeutet,  so  wird  R  cos  -fr  von  N  getilgt, 
d.  h.  es  ist  R  cos  0  =  Ny  während  die  Reibung  fN  der  tangentieilen  Kraft 
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R  sin  &  entgegenwirkt.  So  lange  letztere  kleiner  als  die  Reibung  ist,  er- 
folgt keine  Beschleunigung  und  findet  Gleichgewicht  statt.  An  der  ausser- 
sten  Grenze  ist  R  sin  #  —  fN  =  0  die  Bedingung  des  Gleichgewichts  und 
folglich  tg  d  =  f  Allgemein  ist  R  sin  d  —  fN  <  0  die  Bedingung  des 
Gleichgewichtes.  Dasselbe  findet  statt,  so  lange  die  Richtung  von  R  nicht 
in  den  Aussenraum  eines  mit  der  halben  Oefihung  0  um  die  Normale  der 
Fläche  beschriebenen  Rotationskegels  fällt. 

Man  kann  den  Zwang  des  Punktes  auf  der  Fläche  verdeutlichen,  in- 
dem man  die  Fläche  als  eine  Doppelschale  von  unendlich  kleiner  Dicke 
denkt,  zwischen  deren  Aussen-  und  Innenfläche  der  Punkt  sich  befindet. 
Ist  R  cos  d  nach  Aussen  gerichtet,  so  wirkt  N  nach  Innen  und  umgekehrt. 
Auch  genügt  es,  den  Punkt  auf  der  einen  oder  der  anderen  Seite  der  (ein- 
fach gedachten)  Fläche  liegend  anzunehmen,  je  nachdem  R  cos  #  nach  der 
einen  oder  nach  der  entgegengesetzten  Seite  gerichtet  ist. 

Ist  die  Reibung  Null,  so  verlangt  das  Gleichgewicht  in  Bezug  auf 
ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem: 

-SX  +  iV*  =  0,     ZY  +  NtJ^0,     ZZ  +  N,=*0; 

woraus  folgt 

ZX_ZY      ZZ^ 

N^   Ny^    N, 

und  wenn  U  =  0  die  Gleichung  der  Fläche  ist,  so  bestehen  weiter,  weil 
N  die  Richtung  der  Normalen  hat,  die  Gleichungen: 

nx  =Ny      jy;       # 

u:     u;    u:    yu?+  ü?+iry 

Aus  beiden  Proportionalitäten  folgen  durch  Elimination  der  Widerstands- 
componenten  Nx,  Ny,  Nt: 

ZX       ZY  _  ZZ 

u'x  =  u'y  ~  u: 

als  die  beiden  Gleichgewichtsbedingungen,  welche  die  gegebenen  Kräfte  P 
erfüllen  müssen.  Sie  drücken  aus,  dass  die  Resultante  R  die  Richtung 
der  Flächennormale  besitzen  muss.  Sind  sie  erfüllt,  so  ist  Nx  =  —  ZX, 
Ny=  —  ZY,  Ns  =  —  ZZ  u.  8.  w.  Man  kann  diese  beiden  Bedingungen 
durch  die  eine  ersetzen,  welche  sich  jeden  Augenblick  in  sie  spalten  läset: 


ZY  ZZ 

U'y         V. 


2    ,    \ZZ  ZX*    .    \ZXZY*  ^ 


+  u:  u: 


+ !  u'z   ux 

oder 

R*(U'J+  U?+  U?)  —  (ZX.  UX  +  ZY.  U'V  +  ZZ.  U'z)*  =  0. 

Ist  der  Punkt  x)  y,  z  nicht  gegeben,  sondern  werden  die  Gleichgewichts- 
lagen desselben  gesucht,  so  stellen  die  beiden  Bedingungen  die  Gleichungen 
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einer  Curve  dar,  welche  die  Fläche  in  den  gesuchten  Lagen  des  Punktes 
schneidet. 

Beispiele.  1.  Für  einen  schweren  Punkt  ist  ZX  =  2?F=»  0,  ZZ  =  —  mg, 
mithin  ü'm*  +  ü'y*  —  0,  d.  h.  U'x  —  0  und  U'y  —  0.  Das  Gleichgewicht  findet 
daher  an  den  höchsten  und  tiefsten  Stellen  der  Fläche  statt. 

2.  Das  Oval  r  «-  2  a  cos8  #  roÜre  um  seine  horizontal  gedachte  Axe.  In 
Bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem,  dessen  x  -  Axe  diese  Linie,  dessen 
y-Axe  gleichfalls  horizontal  und  dessen  *-Axe  vertikal  ist,  wird  für  irgend  einen 
Meridian  cos  &  =  x  :  r,  also  die  Gleichung  der  Rotationsfläche 

U     :  (*«  +  y%  +  **)*  —  2ax*  —  0 
und  folgt  für  die  Gleichgewichtslagen  des  schweren  Punktes  auf  der  Fläche 

U'x  LH  4  (x*  +  y*  +  **)  x  —  6a««  —  0,     tT  —  4  (sf  +  y»  +  z*)  y  —  0, 

9 
woraus  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  der  Fläche  folgt  x  ==  — -  a,  y  =  0. 

§.  7.  Für  den  Fall,  dass  auf  der  Flache  Reibung  fN  stattfindet,  sind 
die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  mit  Rücksicht  auf  den  doppelten 
Sinn  der  Reibung 

2X  +  Nx+fN^  =  0,   ZY+N,j--ffN^L=0,  £Z  +  N,  +  fN^  —  0 
nebst 


JV,      N. 


N, 


N 


U=0,üxdx  +  ü'dij-\-U'ldz  =  0,^,  =  7^'=T^  =  --^^-  _ 

Multiplicirt  man  die  drei  ersten  Gleichungen  mit  U'x,  U'v,  U',,  addirt  sie 

(dx  d  \t  dz\ 

U'x  —  -  -f-  U'y  - — \-  U'z  -     )  =  0   ist  vermöge  der 
ds  ds  ds/ 

Differentialgleichung  der  Fläche,  so  bleibt 

ZX-  Ux  +  ZY-  Uy  +  ZZ-  Uz  +  NxUx  +  NyUy  +  NzU:  =  0. 
Die  Proportionalitäten  zwischen  Nx,  Ny,  Nz,  Ux,   Üy,   Uz  aber  liefern 

NXUX  +  NyUy  +  NZUZ  -  NVUX*+  U'*  +  ^; 

daher  wird  diese  Gleichung 

ZX-  UX  +  ZY-  U'y  +  HZ    U:  +  Nyüx*+  U? +U?  —  0.    (1) 

Andererseits  erhält  man  aus  den  drei  ersten  Gleichungen  durch  Elimination 
Ton  Nx>  Ny}  Nz  mit  Rücksicht  auf  dieselben  Proportionalitäten,  welche 
N9U'S  —  NsUy  =  0,  ...  geben: 


ZY  ZZ 

u'y  u: 


—  +  /N 


dy   dz 

zz  zx 

ds    ds 

u'y  u: 

9 

y 

u:  ux 

=  ±fN 

dx    dy 

i  ZY 

',           V  y 

—  ±/w 

ds    ds 

9 

Ux 

u; 

dz  dx 
ds  ds 
U't    Ux 
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oder,  indem  man  quadrirt  und  addirt,  wegen  B*  —  (2X)*  +  (2Y)*  +  (2Z)*: 

b*  (u'x*  +  c^  +  er;2)  -  (-ex-  ü'x  +  zY-üy  +  2z-  u:y 

=  /*#*  (d?  +  #;*  +  v?).  (2) 

Die  Combination  von  (l)  und  (2)  behufs  Elimination  von  N  liefert  schliesslich 
B^U^+ü^+U^^il+^iSX^Ü^  +  ZY'üy  +  IZ^Ü^^O     (3) 

als  die  von  den  gegebenen  Kräften  P  behufs  des  Gleichgewichts  unabhängig 
yom  Widerstände  zu  erfüllende  Bedingung.  Sie  drückt  nichts  anderes  aus, 
als  dass  die  Tangente  der  Neigung  #  der  Resultante  R  gegen  die  Flächen- 
normale gleich  f,  oder  also  cos  #  =  1  :  (l  -f-  fj    se**     Denn  aus  ihr  folgt 

__L^  =  — .^+  — .^  +  — •— %  wo  W=(Ux*+U'*+U'tf- 
}/l+  f*       B     W^  B     W^  BW1  \   x  -r    v-t    *j 

Es  sind  aber  2X:R,  EY:B,  £Z :  B  die  Richtungscosinusse  der  Resul- 
tante B  und  Ux  :  W,  ü'y :  W,  U'S:W  die  der  Normalen  und  stellt  mithin 
die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  in  der  That  cos  0  dar. 

Für  f  =  0  geht  die  Gleichgewichtsbedingung  in  die  Gleichung  des 
§.  6.  über.  Sie  bezeichnet  auf  der  gegebenen  Fläche  die  Gleichgewichts- 
bereiche, dieselben  enthalten  die  Punkte  des  §.  6,  in  welchen  Gleichgewicht 
ohne  Reibung  stattfindet. 

Beispiel.  Für  den  schweren  Punkt  ist  2X  =  2?r=-0,  27Z  =  Jß  =  —  mg, 
mithin  stellt 

« V  (D?  +  D?  +  W  -(!  +  /■*)•  » V  •  U?  =  O  oder  U?  +  U?  -  f*U?  -  0  . 

die  Fläche  dar,  welche  auf  der  gegebenen  Flache  U  =>  0  die  Bereiche  bezeichnet, 
innerhalb  welcher  Gleichgewicht  möglich  ist> 

§.  8.  Im  Vorstehenden  wurde  der  Reibungscoefficient  als  oonstant  für 
die  ganze  Fläche  angenommen.  Ist  derselbe  veränderlich,  eine  Function 
yon  zweien  der  Coordinaten  x,  y>  z,  so  bleiben  die  Betrachtungen  unge- 
ändert,  die  Gleichung  der  Fläche  (3)  wird  aber  complicirter.  So  kann 
man  z.  B.  annehmen,  es  sei  f  längs  gewisser  Linien  auf  der  Fläche  constant, 
aber  von  Linie  zu  Linie  variabel.  Für  solche  Untersuchungen  würde  es 
sich  empfehlen,  die  Punkte  der  Fläche  U  =  0  durch  drei  Gleichungen 
x  =  q>(uyv),  y  =  i//(t*,t;),  z  =  w(w,  v)  als  Functionen  von  zwei  veränder- 
lichen Parametern  u9  v  darzustellen.  • 

Das  zu  behandelnde  Gleichungssystem  ist  dann 

2X  +  Na+fNjl  =  0,  ZY+Ny+fN^  =  Q, 

£Z  +  Nz  +  fN^  =  0} 
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x  =  q>(u1v)J     y  =  y(u,v),     z  =  &(u,v)y 

dx  =  —  du  -f-  —  dv,    dy  =*  —  du  +  —  dv,    dz  =  —  du  +  —  dv, 

du  dv  du  dv  du  dv 

wovon    die   Gleichung   der    dritten    Zeile    die   Rechtwinkligkeit   des   Nor- 
malwiderstandes N  gegen  die  Fläche  aasdrückt.    Multiplicirt  man  die  Glei- 

dx     dy     dz 
chungen  der  ersten  Zeile  mit  — ,    — ,    —  und  addirt  sie,  so  kommt 

ds      ds     ds 

ds  ds  ds — 

dy 
multiplicirt  man  aber  die  dritte  derselben  Gleichungen  mit  — ,   die  zweite 


ds 


dz 


mit  —  und  subtrahirt  sie,  so  folgt,  wenn  die  analogen  Operationen  mit 
as 

den  beiden  andern  Gleichungspaaren  ebenfalls  ausgeführt  werden: 

N9NX 
dz  dx 
ds  ds 


ZU zz 

NyN, 

zzzx 

dy  dz 

=  — 

dy  dz 

» 

dz    dx 

ds   ds 

ds  ds 

ds     ds 

ZXZY 

NxNy 

dx    dy  i  =  — 

dx  dy 

c 

Is     ds 

ds*d 

s 

Hieraus  ergibt  sich  weiter,  ähnlich  wie  oben  §.  7: 

\  ds  ds  ds/ 

und  beide  Resultate  führen  durch  Elimination  von  N  zu  der  Gleichung: 

f*R*  -  (1  +  f)  (zX-^  +  ZY-  ^L  +  ZZ-  ~V  -  0. 

7  \  ds  ds  ds/ 


In  dieser  Gleichung  sind  noch 


dx      dy      dz 


%         ,  durch  —  (  —  du  -J dv) . 

ds'    ds'    ds  ds\du       ^  dv      /' 

u.  8.  w.,  sowie  ds  selbst  auszudrücken.     Setzt  man  nach  der  üblichen  Be- 
zeichnungsweise 

XduJ  "*"  \du)  "*"  \du)      -     '     du  dv  "*"  du  dv  "*"  du  dv  ' 


so  wird 


ds2  =  Edu*  +  2Fdudv  +  Gdv* 
und  hiermit  die  Gleichung 
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2 


2X 

fiX  A 

,  dx 
+  dv 

dv) 

+ 

2T 

~  dv 

dv) 

+ 

HZ' 

•  &u  dU 

+  - 

^  dv 

dv) 

f&     (i  +  f*)  -  E^t  +  2Fdudv  +  ffdv2    =  0. 

Diese  Gleichung  in  w,  v  drückt  eine  Curve  auf  der  Fläche  aus,  welche  die 
Gleichgewichtsbereiche  für  die  Reibung  begrenzt. 


III.  Capitel. 

Aequivalenz  der  Kräftesysteme  am  freien  unveränderlichen 

Punktsysteme. 

§.  1.  Ein  Kräftesystem,  welches  an  einem  freien,  d.  h.  keinen  Be- 
schränkungen seiner  Beweglichkeit  unterworfenen  Punktsystem  angreift,  ist 
ein  Streckensystem,  auf  welches  unter  einer  gewissen  Voraussetzung  die 
im  ersten  Bande  Cap.  I  bis  V  entwickelte  Streckentheorie  Anwendung  findet. 
Diese  Voraussetzung  ist  die,  dass  jede  Kraft  auf  ihrer  Richtungslinie  ver- 
legt werden,  d.  h.  dass  jeder  Punkt  ihrer  Richtungslinie  als  ihr  Angriffs- 
punkt gelten  kann,  welcher  äem  System  angehört.     Dieselbe  kommt  auf 

die  andere  zurück,  dass  zwei  entgegengesetzt 

P t    -P  m  p  gleiche    Kräfte    in    derselben    Richtungslinie 

A  *  äquivalent  Null    sind,   mögen   ihre  Angriffs- 

punkte zusammenfallen  oder  von  einander  ver- 
schieden sein.  Denn  ist  A  der  Angriffspunkt  der  Kraft  P,  so  kann  jeder 
Punkt  B  ihrer  Richtungslinie  als  Angriffspunkt  zweier  entgegengesetzt 
gleicher  Kräfte  P  und  —  P  derselben  Richtung  angesehen  werden,  deren  Zu- 
fügung  die  Wirkung  von  P  an  A  nicht  ändert,  indem  sie  dem  Punkte  B 
gleiche  und  entgegengesetzte  Beschleunigungen  ertheilen.  Es  ist  mithin 
P  an  A  äquivalent  dem  System  der  drei  Kräfte,  d.  h.  äquivalent  der  Kraft  P 
an  B  und  den  beiden  entgegengesetzt  gleichen  Kräften  P  und  —  P,  welche 
an  A  und  B  angreifen.  Es  ist  daher  P  an  A  äquivalent  P  an  P,  sobald 
diese  beiden  Kräfte  zusammen  äquivalent  Null  sind. 

Indem  wir  diese  Voraussetzung  zulassen,'  erlangen  wir  die  Berechtigung  der 
Anwendung  der  Streckentheorie  auf  die  Kräfte.  Denn  die  zweite  Voraussetzung, 
auf  welcher  diese  Theorie  beruhte,  nämlich  dass  Strecken,  deren  Richtungslinien 
sich  in  einem  Punkte  schneiden,  ihrer  Resultanten,  d.  h.  ihrer  durch  den  Schnitt- 
punkt gehenden  geometrischen  Summe  äquivalent  sind,  ist  für  Kräfte  erfüllt, 
sobald  sie  an  ihren  Schnittpunkt  verlegbar  sind  (Cap.  II,  §.  l). 
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An  einen  Punkt  ausserhalb  ihrer  Richtungslinie  ist  eine  Kraft  gleich- 
falls verlegbar,  jedoch  unter  Zufügung  eines  Kräfte- 
paares. Denn  liegt  B  (Fig.  2)  nicht  auf  der  Rich- 
tungslinie der  an  A  angreifenden  Kraft  P,  so  ist  P  an 
A  Äquivalent  P  an  B  in  Verbindung  mit  dem  Paare 
8  (P,  —  P) ,  dessen  Seitenkräfte  durch  A  und  B  gehen. 

Das  Moment  dieses   Paares   wird  Null,   sobald   die 

Richtungslinie  von  P  durch  B  geht. 

§.  2.  Die  Aequivalenz  der  Kräfte,  deren  Richtungen  sich  in  einem 
Punkte  des  Systems  schneiden,  die  der  Parallelkräfte,  sowie  die  der  Kräfte- 
paare einschliesslich  der  Bedingungen  ihres  Gleichgewichts  sind  durch  den 
Inhalt  der  Capp.  I  und  II  des  ersten  Theiles  in  B.  1  erledigt.  Ebenso  enthält 
Cap.  DI  dortselbst  alles,  was  die  Aequivalenz  und  das  Gleichgewicht  ebener 
Krftftesy steine  betrifft;  desgleichen  gilt  die  Cap.  IV  entwickelte  Theorie 
unmittelbar  für  die  Aequivalenz  und  das  Gleichgewicht  räumlicher  Kräfte- 
systeme. Das  V.  Cap.  endlich  zeigt,  dass  mit  jedem  Kräftesystem  ein 
bestimmter  Liniencomplex  verbunden  ist,  dessen  Stralen  die  doppelt  con- 
jugirten  Geraden  eines  Nullsystems  sind. 

Das  Kräftesystem  ist  auf  unendlich  viele  Arten  zwei  sich  kreuzenden 
Kräften  äquivalent,  deren  Richtungen  conjugirte  Gerade  des  Nullsystems  sind. 
Die  Pyramide,  welche  zu  Gegenkanten  die  beiden  Kräfte  hat,  ist  für  alle 
solche  Aequivalenzen  von  constantem  Volumen.  Somoff  nennt  sie  die 
Invariante  des  Kräftesystems.  Das  Kräftesystem  ist  auf  unzählige  Arten 
einer  Resultanten  und  einem  resultirenden  Paare  äquivalent.  Die  Rich- 
tungslinien der  Resultanten  aller  dieser  Aequivalenzen  bilden  einen  Parallel- 
stralenbündel;  die  Richtungen  der  Axenmomente  der  resultirenden  Paare 
wechseln  von  Sträl  zu  Stral  dieses  Bündels;  für  die  Centralaxe  des  Com- 
plexes,  welche  dem  Bündel  angehört,  wird  das  Axenmoment  der  Resul- 
tanten parallel  und  zugleich  ein  Minimum  u.  s.  w.  Alle  Lehren  des  Cap.  V 
im  I.  Bande  gelten  unmittelbar  für  Kräfte,  sobald  sie  durch  Strecken  dar- 
gestellt sind.  Wir  fügen  den  dortigen  Betrachtungen  einige  weitere  hinzu, 
beziehen  dieselben  aber  vorzugsweise  auf  Kräfte.  Ihre  kinematischen  Analoga 
sind  leicht  aufzustellen. 

§.  3.  Es  sei  £  ein  System  von  Kräften  P1^  P2J  ...  Pu, . . .  und  2'  ein 
anderes  von  Kräften  Qu  Q2> . . .  Q91 . . .  Man  reducire  beide  für  denselben  Punkt  0, 
das  entere  auf  {B,  ©),  das  zweite  auf  (iT,  G')  und  stelle  G  in  der  zu 
ihm  in  0  senkrechten  Ebene  durch  das  Kräftepaar  (F,  —  F)  dar,  dessen 
Seitenkraft  F  durch  0  gehe;  ebenso  G'  durch  das  Paar  (F*,  —  F') 
von  gleicher  Beschaffenheit,  wobei  F*  und  F  in  der  Durchschnittslinie  der 
beideif  auf  G  und  G'  senkrechten  Ebenen  angenommen  werden  sollen.  Dann 
ist  die  Summe  aller  Pyramiden,  welche  Qx  mit  den  Kräften  Pu  P8, ...  PUJ . . . 
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als  Gegenkanten  bildet  nach  Bd.  I,  L  Th.,  Cap.  V,  §.  1,  S.  58  gleich  der  Summe 
der  Pyramiden,  welche  QY  mit  Ä,  mit  F  und  mit  —  F  bildet.  Ebenso 
ist  die  Summe  der  Pyramiden,  welche  Q2  mit  Plt  P2, . . . .  Pu,  . . .  bildet, 
gleich  der  Pyramidensumme  von  Q2  mit  E,  F  und  —  F  tu  8.  w.  Daher 
ist  die  Summe  der  Pyramiden,  welche  die  Kräfte  Q„  des  Systems  2'  ein- 
zeln mit  den  Kräften  des  Systems  2  bilden,  gleich  der  Summe  der  Pyra- 
miden, welche  diese  Kräfte  Qv  mit  R,F,  —  F  bilden.  Die  Pyramidensumme, 
welche  die  Kräfte  Q„  mit  *R  bilden  ist  aber  gleich  der  Pyramidensumme, 
welche  #,  F*f  — F'  mit  R  bilden;  ebenso  ist  die  Pyramidensumme  der 
Kräfte  Qv  mit  F  gleich  der  von  #,  F",  —  Ff  mit  F  gebildeten;  desgleichen 
die  von  den  Qv  mit  —  F  gebildete  gleich  der  von  i?,  F',  —  F'  mit  —  F 
gebildeten.  Hiermit  erhält  man  für  die  Pyramidensumme  aller  Pu  mit 
allen  Q0  die  neun  Pyramiden,  welche  J?,  F,  —  F  und  i^,  F*,  —  F'  mit  einander 
bilden,  nämlich,  wenn  allgemein  (£7,  V)  eine  Pyramide  bedeutet,  welche 
U  und   V  zu  Gegenkanten  hat: 

(B,  TT),  (F,  #),  (-  F,  2T) 
(B,  r),  (F,  **).  (-  F,  J") 
(B,  -  J"),  (F,  -  F-),   (-  F,  -  *") 

Von  diesen  neun  Pyramiden  verschwinden  (i?,  #),  (F,  #),  (JE,  F*)  und 
(F,  F'),  weil  ihre  Gegenkanten  sich  in  0  schneiden  und  ( —  F,  F*), 
(F,  —  F*),  ( — F,  —  F'),  weil  ihre  Gegenkanten  parallel  laufen.  Es 
bleiben  daher  blos  (i?,  — F*)  und  ( — F,  #),  deren  sechsfache  Volumina 
RG'  cos  (i2G')  und  #6r  cos  (H G)  sind.  Man  hat  daher  für  die  Momenten- 
summe beider  Kräftesysteme  2,  2'  in  Bezug  auf  einander,  wie 
wir  die  hier  gebildete  Pyramidensumme  22  Pyr.  (PUf  Qv)  nennen  wollen: 

622Pyr.(Pu,  Qv)  =  RG'  cos  (RG')  +  RG  cos  (#<?). 

Diese  Momentensumme  verschwindet  a)  wenn  (RfG)=0  oder  (I?tG')=Qy 
d.  h.  wenn  eines  von  beiden  Kräftesystemen  im  Gleichgewichte  ist,  b)  wenn 
R  =  0  und  #  =  0,  d.  h.  wenn  beide  Systeme,  jedes  für  sich,  einem  Paare 
äquivalent  sind,  c)  wenn  6r  =  0  und  (r  =  0,  d.  h.  wenn  beide  Einzel- 
kräften äquivalent  sind,  d)  wenn  cos  (RG')  =  0  und  cos  (RG)  =  0,  d.  h. 
wenn  ihre  Reductionsresultanten  auf  ihren  resultirenden  Axenmomenten 
wechselweise  senkrecht  stehen,  e)  wenn  die  Pyramiden  \RG'  cos  (RG')  und 
£#(?  cos  (R?G),  welche  die  Flächenräume  der  resultirenden  Axenmomente 
6,  G'  zu  Basen  und  die  von  den  Endpunkten  der  Beduotionsresultanten 
it,  #  auf  diese  gefällten  Perpendikel  wechselweise  zu  Höhen  haben,  entgegen- 
gesetzt gleich  sind.  Die  Systeme  halten  in  diesem  Falle  einander  Gleichgewicht 

Sind  die  Systeme  äquivalent,  so  ist 

G22Pyr.(Puy  Qv)  *=*  2RG  oos(RG). 
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§.  4.  Die  vorstehende  Gleichung  ist  unabhängig  von  der  Natur  der 
Kräfte  und  drückt  eine  allgemeine  Relation  zwischen  irgend  zwei  Strecken- 
Systemen  aus,  mögen  beide  Kräftesysteme  oder  das  eine  ein  Kräftesystem,  das 
andere  ein  System  von  Winkelgeschwindigkeiten  u.  s.  w.  bedeuten.  Be- 
deuten sie,  wie  hier,  Kräftesysteme  und  das  System  der  Kräfte  Q  ist  für 
sich  im  Gleichgewicht,  so  stellt  die  Gleichung  Q22Pyr.(Pu,  Qv)  =  0  eine 
Relation  zwischen  den  Momenten  des  Kräftesystems  der  P  in  Bezug  auf 
Axen,  welche  die  Richtungslinien  der  Kräfte  Q  sind,  dar.  Nennt  man  näm- 
lich mit  Cayley  das  Produkt  aus  dem  kürzesten  Abstände  d  zweier  Ge- 
raden u%v  und  dem  Sinus  des  von  ihnen  gebildeten  Winkels  s,  d.  h.  das 
Produkt  zweier  auf  diesen  Geraden  liegenden  Linieneinheiten  in  diesen  kür- 
zesten Abstand  und  diesen  §inus  das  Moment  der  beiden  Geraden  in 
Bezug  aufeinander  und  bezeichnet  dasselbe  durch  M (u,  v)  =  d  sin  f, 
so  wird  622Pyr.(Pu,  Qv)  =  22PuQ9M(u,  v)  =  0  und  bedeutet  darin 
PuM(u,  v)  das  Moment  der  Kraft  Pu  in  Bezug  auf  die  Axe  v  im  gewöhn- 
lichen Sinne,  nämlich  den  6fachen  Inhalt  der  aus  Pu  und  einer  auf  v  lie- 
genden Linieneinheit  gebildeten  Pyramide  und  ist  £PUM  (u,  v)  das  Moment 
des  Systems  der  P  in  Bezug  auf  die  Axe  v.  Wird  dies  kurz  mit  Mv  be- 
zeichnet, so  erscheint  unsere  Relation  zwischen  den  Momenten  dieses  Systems 
in  Beziig  auf  die  Axen  1,  2,  3  ...#,*. .  unter  der  linearen  Form 

QlMl  +  QtM,  +  •  •  •  +  Q,M.  +  ■  •  •  =  0, 
in  welcher  die  Coefficienten  der  Momente  des  Systems  der  P  für  die  ver- 
schiedenen Axen  die  Kräfte  Q  sind,  welche  sich  längs  diesen  Axen  wirkend 
Gleichgewicht  halten. 

Umgekehrt  folgt  auch,  dass,  wenn  die  obige  Gleichung 
62?2;Pyr.(Ptt,  Qv)  =  RG'  cos  (Rff)  +  K&  cos  (&G) 
eine  Relation  zwischen  den  Momenten  eines  beliebigen  Systems  von  Kräften 
P  in  Bezug  auf  ein  System  von  Axen  v  darstellt,  d.  h.  für  alle  solche 
Systeme  unabhängig  von  der  Lage  gegen  die  Axen  darstellen  soll,  die 
rechte  Seite  der  Gleichung  verschwinden  müsse  und  folglich,  da  ü,  &  und 
ihre  Lage  beliebig  sein  können,  R  =  0  und  £'  =  0  sein  müssen,  d.  h. 
dass  es  ein  Kräftesystem  Q  geben  müsse,  welches  sich  längs  den  Axen  v 
wirkend  Gleichgewicht  halte. 

Auch  kann  man  direkt  zeigen,  dass  wenn  zwischen  den  Momenten  eines 
beliebigen  Kräftesystems  in  Bezug  auf  verschiedene  Axen  eine  Abhängigkeit 
bestehen  soll,  dieselbe  nur  linearer  Natur  sein  kann.  Denn  es  seien  Mu 
Jf9,  Jtf3, . . .  Mn  die  Momente  eines  Kräftesystems  2  in  Bezug  auf  n  Axen, 
sowie  für  ein  anderes  System  2?  in  Bezug  auf  dieselben  Axen  gleich 
Mt  -}-  N1%  Jf2  +  Ntf . . .  Mn  -f-  JW»,  dann  werden  für  ein  drittes  System, 
welches  aus  2?  und  den  im  umgekehrten  Sinne  genommenen  Kräften  von 
<£  besteht,    die   Momente   bezüglich    derselben   Axen   NX1  N2t  JVS, . . .  Nn 
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sein.  Besteht  daher  eine  Gleichung  einerseits  zwischen  Mx ,  M2 ,  Mz , . . .  Mn) 
andrerseits  dieselbe  Gleichung  zwischen  M \  +  Nu  M2  -f-  -^2 »  -^s  4~  -^s  >  •  •  • 
Mn  +  ^nj  so  muss  sie  auch  für  die  Aenderungen  Nt,  N2,  N3, . . .  Nn  der 
Grössen  2fu  M2,  üf3f .  .  .  Jfn  bestehen  (da  sie  allgemein  für  alle  Systeme 
gelten  soll).  Dies  ist  aber  nur  dann  möglich,  wenn  die  fragliche  Glei- 
chung die  Form  qlMl  -f-  ft-^a  +  (fe-Bfs  +  •••  +  qnMn  hat,  worin  qXlq21  ••• 
constante,  von  der  speciellen  Wahl  des  Systems  2  unabhängige  Coeffi- 
cienten  sind. 

Denn  gesetzt,  es  sei  die  fragliche  Relation 

F(MU  M2,  Jf3,....  Mn)  =  0,  (1) 

so  muss  dieselbe  auch  für  Mt  -f~  AMX,  M2  -j-  AM21 ....  Mn  -f-  AMn  be- 
stehen, d.  h.  es  muss 

F{MX  +  ^11^  M2  +  ^3f2, itf»  +  AMn)  =  2^,  Jtf2, . . .  3f„) 

dF  dF  dF  d2F 

oder  also 

dF  dF  dF  dF  d2F 

JMl        xnr AM2       ilrdM9       s^    ^dMn      "T^F        lT  K  } 

sein.  Nach  dem  Obigen  muss  die  Relation  aber  auch  bestehen,  wenn  man 
Mly  M21 . . .  Mn  durch  ihre  Aenderungen  Nl}  JVÄ, . . .  d.  h.  AMV,  AM21  .  . . 
<JJf n  ersetzt.     Dies  ist  identisch  damit,  dass 

F(Mt  +  AMX%  M2  +  ^JBT2, . .  .  M n  +  ^lfw)  =  0 

auch  fortbestehen  muss,  wenn  man  MY  =  M2  =  •  •  •  Mn  =  0  setzt,  wo- 
durch sie  in  der  That  in  F(AMl}  AM2, . . .  AMn)  =  0  übergeht  Dies 
ist  nur  möglich,  wenn  F(M1  -\-  AM^. . . .)  die  Grössen  Mu  M2  . . .  nioht 
enthält.     Daher  müssen  in  (2)  die  Differentialquotienten 

dF       dF_  dF_ 

~dMx'    dM2*  '"  dMn1'  " 

constant  sein  und  die  Relation  (2)  selbst,  da  die  höheren  Differentialquo- 
tienten Null  sind,  wenn  die  der  ersten  Ordnung  sich  auf  Constante  redu- 
ciren,  übergehen  in 

qlAMl  +  q2AM2  -\ (-  qnAMn  =  0, 

aus  welcher 

&  Jfi  +  q2M2  -| +  qnMn  =  0 

folgt,  ohne  Constante  auf  der  rechten  Seite,  da  sonst  durch  Ersetzen  von 
M1}  M2, . . .  durch  AMX,  AM2, ...  die  Relation  nicht  ungeändert  bleiben 
könnte. 

Um   die  Bedeutung  der  Coefficienten  q  zu   erkennen,   wähle  man  zu 
dem    Kräftesystem  2  eine    einzige    Kraft.     Dann    sind    MX,M2,  .  .  .  .  M H 
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die  6fachen  Pyramiden,  welche  diese  Kraft  mit  Strecken  gleich  der  Längen- 
einheit, auf  den  n-Axen  liegend,  bildet.  Die  Produkte  qM  stellen  Pyra- 
miden dar,  welche  die  Strecken  auf  denselben  Axen  statt  Längeneinheiten 
aufgetragen,  mit  jener  Kraft  bilden.  Sie  sind  also  auch  die  Momente  von 
Kräften  qly  q2l  .  . .  qn  in  Bezug  auf  eine  Axe  in  der,  Richtung  dieser  Kraft 
Da  diese  Axe  beliebig  ist,  so  ist  die  Summe  der  Momente  der  Kräfte 
0ii  02  >  •  •  •  Qn  för  alle  Axen  des  Raumes  gleich  Null  und  sind  mithin  die 
Kräfte  qx,  q2y  . . .  qn  im  Gleichgewicht. 

Wir  sprechen  den  Inhalt  der  ganzen  Betrachtung  in  dem  Satze  aus: 

Besteht  zwischen  den  Momenten  eines  beliebigen  Kräfte- 
systeme in  Bezug  auf  n  Axen  eine  Relation,  vermöge  welcher 
eines  dieser  Momente  mit  Hülfe  der  Übrigen  dargestellt  werden 
kann,  so  ist  diese  Relation  linear  von  der  Form: 

qlMl  +  q2M3  +  q3Ms  -\ h  QnM*  =  0 

und  ein  System  von  Kräften  Qx,  <?2, . . .  Qn,  welche  längs  den 
«  Axen  wirken  und  den  Coefficienten  ql%  q2y  qn  proportional  sind, 
ist  im  Gleichgewicht.  Ist  es  nicht  möglich,  dass  Kräfte,  längs 
der  Axen  wirkend,  Gleichgewicht  halten,  so  existirt  auch  zwi- 
schen den  Momenten  eines  beliebigen  Kräftesystems  in  Bezug 
auf  diese  Axen  keine  Relation,  vermöge  welcher  man  das  Mo- 
ment dieses  Systems  für  eine  der  Axen  aus  den  Momenten  für 
die  übrigen  Axen  bestimmen  könnte. 

§.  5.  Wir  wollen  jetzt  die  Frage  erörtern,  unter  welchen  Bedingungen 
es  möglich  ist,  dass  Kräfte,  längs  n  gegebenen  Linien  wirkend,  ein  im 
Gleichgewicht  befindliches  System  bilden. 

Die  6  Gleichgewichtsbedingungen  -4  =  0,  B  =  0,  C  =  0;  7v  =  0, 
M  =  Ot  N=  0,  welche  wir,  indem  wir  die  Intensitäten  P  und  die  Rich- 
tungswinkel a,  ß,  y  der  Kräfte  einführen,  in  der  Form  darstellen  können: 

-£Pcosa  =  0,.  2P  cos/5  =  0,  -£Pcosy  =  0, 


HP 


y    * 

cosjS  cosy 


0,  EP 


Z       X 

cos y  cos a 


=  0,  EP 


x     y 
cosacosß 


=  o, 


sind  hinsichtlich  der  Kräfte  und  der  Coordinaten  der  Angriffspunkte  linear 
und  homogen.  Sie,  bestehen  daher  blos  zwischen  den  Verhältnissen  der 
Kräfte  und  den  Verhältnissen  der  Coordinaten  und  bleiben  ungeändert,  so 
lange  diese  Verhältnisse  sich  nicht  ändern,  wenn  auch  die  absolute  Grösse 
der  Kräfte  und  Coordinaten  variirt.  Ist  nun  die  Zahl  der  Kräfte  gleich  6, 
so  kann  man  aus  diesen  6  Gleichungen  die  6  Verhältnisse  der  Kraftinten- 
sitäten P  eliminiren  und  drückt  die  übrigbleibende  Gleichung  eine  Bedin- 
gung für  die  Richtungen  der  6  Kräfte  aus.    Sind  nur  ö  Kräfte  vorhanden, 
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so  bleiben  nach  Elimination  der  4  Verhältnisse  derselben  zwei  Gleichungen 
und  damit  2  Bedingungen  für  die  Richtungslinien  der  5  Kräfte  übrig,  bei 
4  Kräften  ergeben  sich  3,  bei  3  Kräften  4,  bei  2  Kräften  5  Bedingungen, 
welchen  die  Richtungen  derselben  genügen  müssen,  wenn  überhaupt  Gleich- 
gewicht zwischen  diesen  Kräften  bestehen  soll.  Sind  sie  erfüllt,  so  kann 
man  dann  auch  die  Verhältnisse  der  Kraftintensitäten  so  bestimmen,  dass 
Gleichgewicht  eintritt. 

Bei  7,  8,...  Kräften  bestehen  keine  solchen  Bedingungen  für  die 
Richtungslinien;  bei  7  Kräften  hat  man  6  Verhältnisse  der  Intensitäten 
und  werden  diese  aus  den  6  Gleichgewichtsbedingungen  gefunden  werden  kön- 
nen, welches  auch  immer  die  Richtungslinien  der  Kräfte  seien.  Bei  8  Kräften 
kann  man  ausser  den  Richtungslinien  noch  das  Intensitätsverhältniss  zweier 
Kräfte  willkührlich  annehmen,  bei  mehr  Kräften  bleibt  ein  grössrer  Spiel- 
raum für  dergleichen  Annahmen. 

Die  Bedingungen,  welche  erfüllt  sein  müssen,  damit  es  möglich  sei, 
für  n  Richtungslinien  Kräfte  zu  finden,  welche  sich  Gleichgewicht  halten, 
sind  zugleich  die  Bedingungen  dafür,  dass  für  n  —  1  dieser  Linien  Kräfte 
gefunden  werden  können,  welche  einer  Einzelkraft  äquivalent  sind. 

§.  6.  Es  seien  gx,  g2,  gBJ . . . .  g6  sechs  Gerade,  längs  welchen  sechs 
Kräfte  Pn  P3,  P8, . . . .  P6  wirkend  einander  Gleichgewicht  halten.  Nach 
Elimination  der  5  Verhältnisse  der  Kraftintensitäten  bleibt  eine  einzige 
Bedingung  für  die  Richtungslinien  zu  erfüllen.  Man  kann  daher  5  von 
den  Geraden  g,  z.  B.  gly  g2,  g9,  g^  g5  willkührlich  annehmen  und  die 
sechste  gG  jener  Bedingung  entsprechend  bestimmen.  Die  Lage  einer  Ge- 
raden im  Räume  wird  aber  durch  vier  Bedingungen  bestimmt.  Daher  ge- 
nügt die  eine  Bedingung  nicht  zur  vollständigen  Bestimmung  von  g6  und 
darf  man  diese  Gerade  noch  drei  weiteren  wülkührlichen  Bedingungen  unter- 
werfen. Es  gibt  daher  zu  5  gegebenen  Geraden  unendlich  viele  sechste 
Geraden,  sodass  es  möglich  ist,  6  Kräfte  zu  finden,  welche  sich  längs  der- 
selben Gleichgewicht  halten.  Die  Gesammtheit  aller  dieser  Geraden  ist 
eine  dreifache  Mannigfaltigkeit;  sie  bilden  daher  zusammen  einen  durch 
die  5  gegebenen  Geraden  bestimmten  Liniencomplez.  Dieser  Complex  ist 
vom  ersten  Grade,  d.  h.  alle  Geraden  eines  Punktes  M,  welche  Richtungs- 
linien der  sechsten  Kraft  P6  sein  können,  liegen  in  einer  Ebene  ft  und  alle 
in  einer  Ebene  (i  liegende  solche  Geraden  gehen  durch  einen  bestimmten 
Punkt  derselben«  Soll  nämlich  gz  durch  den  Punkt  M  gehen,  so  ist  dies 
äquivalent  zwei  Bedingungen,  soll  sie  in  einer  Ebene  v  liegen,  so  sind 
damit  ebenfalls  zwei  Bedingungen  gegeben,  soll  sie  aber  beides  thun,  so 
ist  ausser  den  ersten  beiden  Bedingungen  nur  noch  die  zu  erfüllen,  dass 
ein  Punkt  der  Geraden  in  der  durch  M  gehenden  Ebene  v  liege,  welches 
eine  Bedingung  festsetzt     Soll  also  g6  in  einer  bestimmten  Ebene  v  des 
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Punktes  Jf  Hegen,  so  sind  drei  Bedingungen  zu  erfüllen  und  ist  g6  also 
vollständig  bestimmt,  sodass  es  nicht  unendlich  viele  sechste  Geraden  durch 
M  geben  kann,  die  in  der  Ebene  v  liegen.  Gesetzt  es  lägen  nun  alle 
durch  M  gehenden  sechsten  Geraden  nicht  in  einer  Ebene,  so  kann  gezeigt 
verden,  dass  es  dann  in  v  unendlich  viele  solcher  Geraden  geben  müsste. 
Demi  es  seien  g^  g&,  g'e  drei  solche  Richtungen,  welche  nicht  in  einer 
Ebene  liegen  und  Pu  Pi,  Pi  Pi,  i^,  P«;  F? ,  P±\  P8\  Pi\  P*\  Pe'; 
Pi",  Pi'\  Ps\  Pi"i  P&'j  ^e"  die  drei  Systeme  von  Kräften,  welche  längs 

9i,  9i,  Psi  P41  9$,  0e;    ff»  g%>  9*,  g4,  05»  ^e ;    gu  g*>  g^  g4J  g6,  g*   im 

Gleichgewicht  sind,  so  wäre  auch  Pi  -f-  P'i  -f-  Pi";  Pi  -f-  Pi'  -f-  Ä"; 
Pi  +  Pi'+Pi";  Ü  +  X+lTi  Pi  +  Pi'  +  Pi";  und  [Pi] +  [«']  + [IT] 
längs  gt,  g2,  g9l  g±,  g6  und  der  Richtung  der  Resultanten  von  Pe,  Pe\  Pe" 
im  Gleichgewicht.  Da  es  aber  beim  Gleichgewicht  nur  auf  die  Verhält- 
nisse der  Kräfte  ankommt,  so  könnte  man  die  Kräfte  Pe,  Pe',  Pe"  will- 
kfihrlich  annehmen.  Hieraus  folgt,  dass  ihre  Resultante  eine  willkührliche 
Richtung  im  Räume,  also  auch  jede  Richtung  in  der  Ebene  v  würde  haben 
können,  dass  also  jede  durch  M  in  v  gehende  Linie  die  Richtungs- 
linie einer  sechsten  Kraft  sein  müsste,  was  nach  dem  obigen  unmöglich 
ist.  Daher  liegen  alle  durch  M  gehenden  sechsten  Richtunnen  in  einer 
gewissen  Ebene  und  eine  beliebige  Ebene  v  des  Punktes  M  enthält  nur 
eine  einzige  solche,  nämlich  die  Schnittlinie  von  p  mit  der  Ebene  v.  Der 
Complex  ist  also  vom  1.  Gerade  und  p  ist  die  Polarebene  von  M.  Soll 
umgekehrt  g6  in  einer  Ebene  p  liegen  und  noch  durch  einen  bestimmten 
Punkt  M  derselben  hindurchgehen,  so  überzeugt  man  sich  ähnlich,  dass 
8ämmtliche  der  Ebene  v  angehörige  sechsten  Richtungen  eine  Curve  1.  Classe 
berühren  müssen,  d.  h.  alle  durch  einen  bestimmten  Punkt  gehen  (den  Pol 
von  p).     Wir  erhalten  daher  den  Satz: 

Sechs  Gerade,  welche  die  Richtungslinien  von  sechs  im 
Gleichgewicht  befindlichen  Kräften  sind,  sind  stets  Stralen 
eines  und  desselben  Liniencomplexes  1.  Grades.  Sind  fünf  von 
ihnen  gegeben,  so  kann  zur  sechsten  jeder  Stral  des  durch  sie 
bestimmten  Complexes  gewählt  werden. 

Sind  fünf  Gerade  gx,  g2,  gs,  g±,  gh  zu  bestimmen,  längs  welchen  fünf 
Kräfte  Pi9  P8,  P3,  P4,  P5  sich  Gleichgewicht  halten  können,  so  bleiben 
nach  Elimination  der  4  Intensitätsverhältnisse  der  Kräfte  zwei  Bedingungen 
zu  erfüllen.  Man  kann  daher  4  von  den  Geraden  g  willkührlich  annehmen, 
z.  B.  gtJ  gi%  <fo,  gK  und  die  fünfte  diesen  beiden  Bedingungen  gemäss  be- 
stimmen. Da  zur  vollständigen  Bestimmung  von  g6  noch  zwei  Bedingungen 
fehlen,  so  kann  man  noch  zwei  solche  willkührlich  annehmen.  Es  gibt 
daher  zu  4  gegebenen  Geraden  unendlich  viele  fünfte  Geraden,  sodass   es 

möglich    ist   5    Kräfte    zu    finden,    welche    sich   längs    denselben    Gleich- 
Bcnx.1»,  Mechanik.    II.  3 
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gewicht  halten.  Sie  alle  bilden  eine  doppelte  Mannigfaltigkeit  von  Geraden 
im  Räume  oder  eine  Liniencongruenz.  -  Denn  alle  Geraden,  welche  einer 
Bedingung  zu  genügen  haben,  bilden,  weil  zur  vollständigen  Bestimmung 
der  Geraden  drei  Bedingungen  fehlen,  einen  Complex,  alle,  welche  einer 
andern  Bedingung  genügen  sollen,  einen  zweiten  Complex,  alle  Geraden 
also,  welche  beide  Bedingungen  zugleich  erfüllen,  sind  die  gemeinsamen 
Stralen  zweier  Complexe,  d.  h.  sie  bilden  eine  Congruenz.  Die  Congruenz 
ist  im  vorliegenden  Falle  von  der  ersten  Ordnung,  d.  h.  es  gibt  durch 
jeden  Punkt  M  des  Raumes  nur  eine  Gerade  und  liegt  in  jeder  Ebene  (i 
nur  eine  solche,  welche  den  Bedingungen  der  Aufgabe  genügt.  Denn  es 
seien  #5,  gl  zwei  verschiedene  fünfte  Kraftrichtungen,  welche  durch  M 
gehen  und  Pi,  P2,  Pi,  Pi,  P5;  Pj',  P2',  P3',  Pi',  Pö'  die  zwei  Systeme 
von  Kräften,  welche  längs  gly  #>,  gz,  gi}  g'*,  und  gu  g%1  #,,  g^  gi  Gleich- 
gewicht halten.  Dann  würden  auch  P[  +  Pi\  Pi  +  Pi',  Pi  +  P3',  Pi  +  Fi' 
und  [P5]  -f-  [P&]  längs  gu  g2,  <73,  g±  und  der  Richtung  der  Resultanten 
von  Pi  und  P*>'  im  Gleichgewicht  sein  müssen.  Da  aber  sowohl  P5,  als  P$ 
ihrer  Intensität  nach  willkührlich  angenommen  werden  können,  so  wäre 
auch  die  Richtung  ihrer  Resultanten  in  der  Ebene  g*>gl  durch  M  willkührlich 
und  wäre  jede  Linie  dieser  Ebene  eine  fünfte  Kraftrichtung,  was  aber  nicht 
möglich  ist,  da  eine  Congruenz  nur  eine  bestimmte  Anzahl  Stralen  eines 
Punktes  zulässt.  Mithin  gibt  es  durch  M  nur  eine  einzige  fünfte  Rich- 
tung. Ebenso  zeigt  man,  dass  es  in  jeder  Ebene  nur  eine  einzige  solche 
Richtung  gibt.     Die  Congruenz  ist  also  vom  1.  Grade.    Daher: 

Fünf  Gerade,  welche  die  Richtungslinien  von  fünf  im  Gleich- 
gewicht befindlichen  Kräften  sind,  sind  Stralen  einer  und  der- 
selben Liniencongruenz  1.  Grades.  Sind  vier  von  ihnen  gegeben, 
so  kann  jeder  Stral  der  durch  diese  vier  bestimmten  Congruenz 
zur  fünften  Geraden  gewählt  werden. 

Um  vier  Gerade  gx,  g2>  g5i  g±  zu  bestimmen,  längs  welchen  vier 
Kräfte  Pt,  P2,  P8,  P4  sich  Gleichgewicht  halten  können,  sind  nach  Elimi- 
nation der  Kräfte  drei  Bedingungen  zu  erfüllen.  Es  bleibt  daher  zur  Be- 
stimmung der  vierten  Geraden  blos  eine  Bedingung  willkührlich  annehmbar. 
Die  vierten  Geraden  bilden  daher  eine  Mannigfaltigkeit  erster  Ordnung, 
d.  h.  sie  liegen  alle  auf  einer  geradlinigen  Fläche  als  dem  Inbegriff  aller 
gemeinsamen  Stralen  dreier  Complexe.  Diese  Fläche  ist  ein  einfaches 
Hyperboloid,  welches  gx,  g2)  gs  enhält.  Nach  Elimination  der  3  Verhält- 
nisse der  Kräfte  aus  den  Bedingungen  des  Gleichgewichts  bleiben  nämlich  noch 
drei  Bedingungen-  zu  erfüllen  und  kann  zur  vollständigen  Bestimmung  der 
Geraden  g4  blos  noch  eine  einzige  weitere  Bedingung  willkürlich  zugefügt 
werden.  Eine  solche  ist  z.  B.,  dass  gA  eine  gegebene  Gerade  y  schneiden 
solle.    Wegen  des  Gleichgewichts  der  Kräfte  P  muss  jede  Gerade  a,  welche 
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9u  &«  9*  schneidet,  auch  gA  schneiden.  Denn  eine  beliebige  Strecke,  welche 
man  auf  a  annimmt,  bildet  mit  Pl9  P2,  Ps,  PA  vier  Pyramiden,  deren 
Summe  verschwinden  muss.  Schneidet  nun  a  die  drei  Geraden  gx,  g2,  gs, 
so  sind  die  Pyramiden,  welche  mit  P19  P2,  P8  gebildet  werden,  einzeln 
Null;  ea  muss  mithin  auch  die  letzte  Pyramide,  welche  jene  Strecke  mit 
PA  bildet,  Null  sein.  Damit  dies  eintrete,  muss  aber  a  die  Richtungslinie 
gA  von  P4  schneiden.  Aus  demselben  Grunde  muss  überhaupt  eine  Gerade, 
welche  n  —  1  Richtungslinien  von  n  im  Gleichgewicht  befindlichen  Kräften 
schneidet,  auch  die  Richtungslinie  der  w*611  Kraft  schneiden.  Alle  Geraden  a, 
welche  glf  gt,  g$  schneiden,  gehören  dem  Hyperboloid  an,  welches  durch 
die  Bewegung  von  a  längs  gt,  g%,  g9  erzeugt  wird.  Da  a  in  allen  Lagen 
gA  schneiden  muss,  so  folgt,  dass  gA  auf  dem  Hyperboloid  liegen  muss  und 
mit  g1,  g2,  gz  zu  derselben  Schaar  gehört.*)     Daher: 

Vier  Gerade  g1}  g2,  g3,  gA,  welche  Richtungslinien  von  vier 
im  Gleichgewicht  befindlichen  Kräften  Px,  Pa,  Ps,  PA  sind,  ge- 
hören stets  zu  einer  und  derselben  Schaar  eines  einfachen  Hyper- 
boloids. Sind  -drei  von  ihnen  gegeben,  so  kann  jede  Erzeu- 
gungslinie,  welche  derselben  Schaar,  wie .  sie,  angehört,  zur 
vierten  gewählt  werden. 

Um  die  Gerade  gA  so  zu  bestimmen,  dass  sie  eine  gegebene  Gerade  y 
schneide,  suchen  wir  die  Durchschnittspunkte  Dn  D2  von  y  mit  dem 
Hyperboloid  (gl}  gt,  g9)]  durch  jeden  von  ihnen  geht  eine  der  Schaar 
9i>  9%*  9s  ungehörige  Erzeugungslinie  gAJ  welche  der  Forderung  genügt. 
Die  Aufgabe  hat  also  2,  1,  0  Lösungen,  je  nachdem  Du  7>2  von  einander 
verschieden  sind,  zusammenfallen  oder  ideell  werden.  Um  aber  die  Durch- 
schnittspunkte von  y  mit  dem  Hyperboloid  zu  suchen,  construiren  wir 
die  beiden  Transversalen  i,  k  der  vier  Geraden  gt,  g2>  g9,  y\  ihre  Schnitt- 
punkte mit  y  sind  Di,  D2.  Denn  t,  k  liegen  auf .  dem  Hyperboloid  und 
ihre  Schnittpunkte  mit  y  also  gleichfalls.     Je  nachdem  »,  k  getrennt  exi- 


*)  Ohne  den  Satz  über  die  Pyramidensumme  zu  Hülfe  zu  nehmen,  kann  man 
folgendennassen  zeigen,  dass  eine  Gerade  a,  welche  die  n — 1  ersten  Richtungs- 
linien gx ,  g% . . .  £„_!,  gH  von  n  im  Gleichgewicht  befindlichen  Kräften  P, ,  P, ,...  P* 

schneidet,  auch  die  nu  schneiden  muss.  Man  reducire  die  Kräfte  für  den  Schnitt- 
punkt  0   der  Geraden   a  mit   gHmm_1.    Die  Ebenen  der  hiebei  auftretenden  von 

P,,  P,, .  .  .  P«_»  herrührenden  Paare  gehen  sämmtlich  durch  die  Gerade  a  hin- 
durch, d.  h.  die  Axenmomente  dieser  Paare  stehen  auf  a  senkrecht.  Daher  ist 
auch  das  aus  ihnen  resultirende  Axenmoment  senkrecht  zu  a.  Das  Axenmoment 
des  von  Pn  herrührenden  Paares  muss  mit  diesem  wegen  des  Gleichgewichts 
aller  Kräfte  sich  tilgen;  es  ist  dieses  gleichfalls  senkrecht  zu  a.  Daher  geht  die 
Ebene  dieses  letzten  Paares  durch  a  hindurch,  d.  h.  a  schneidet  gH.  (Diesen  Be- 
weis gab  Chelini  (Sulla  composizione  geometrica  de  sistemi  di  rette  ecc,  Mem. 
delT  Accad.  di  Bologna,  Ser.  2da,  T.  X,  p.  367). 
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stiren,  oder  zusammenfallen  oder  ideell  werden,  ist  dies  mit  Du  D2  ebenso 
der  Fall. 

Als  Specialfalle  sind  zu  erwähnen:  a)  zwei  Gerade  glf  g2  liegen  in 
einer  Ebene.  Jede  durch  den  Schnittpunkt  ißi9%)  gehende,  gs  schneidende 
Gerade  a  muss  auch  g±  schneiden;  daher  fallen  alle  vier  Geraden  in  eine 
Ebene.  Das  Hyperboloid  degenerirt  in  diese  Ebene,  b)  Die  drei  Geraden 
9n  9n  ffs  gehen  durch  einen  Punkt  (ft^^s)*  ^6^e  Gerade  a,  welche  sie 
schneidet,  muss  auch  g±  schneiden;  daher  geht  g4  ebenfalls  durch  gxg%g$. 
Das  Hyperboloid  wird  unbestimmt. 

Sollen  drei  Gerade  gt,  g%,  g9  gefunden  werden,  so  dass  drei  Kräfte 
Plf  P2,  P8  sich  längs  ihnen  wirkend  Gleichgewicht  halten  können,  so  muss 
jede  Gerade  a,  welche  zwei  von  ihnen  schneidet,  auch  die  dritte  schneiden, 
weil  die  Summe  der  Pyramiden,  welche  eine  beliebige  Strecke  auf  a  mit 
den  drei  Kräften  bildet,  verschwinden  muss.  Hieraus  folgt,  dass  alle  drei 
in  eine  Ebene  fallen  müssen.  Da  die  Pyramidensumme  auch  für  jede 
durch  den  Durchschnittspunkt  zweier  hindurchgehende,  nicht  in  diese  Ebene 
fallende  Axen  verschwinden  muss,  so  folgt  weiter,  dass  sie  alle  drei  sich 
in  einem  Punkte  schneiden  müssen. 

Drei  Gerade g^g^g^  welcheßiohtungslinien  dreier  im  Gleich- 
gewicht befindlicher  Kräfte  Plf  P2,  P3  sind,  sind  drei  Stralen 
eines  ebenen  Stralenbüschels.  Sind  zwei  Gerade  gegeben,  so 
kann  jeder  durch  ihren  Schnittpunkt  gehende  Stral  zur  dritten 
gewählt  werden. 

Sind  zwei  Gerade  parallel,  so  ist  jede  mit  ihnen  parallele  Gerade 
ihrer  Ebene  ein  der  Forderung  genügender  Stral. 

Die  Richtungslinien  gl%  g2  zweier  im  Gleichgewicht  befind- 
licher Kräfte  Px,  P2  fallen  in  eine  Gerade  zusammen.  Denn  jede, 
die  eine  von  ihnen  schneidende  Gerade  muss  auch   die  andere  schneiden. 

§.  7.  Wir  wollen  jetzt  die  Verhältnisse  der  Kräfte  P  bestimmen, 
welche  längs  2,  3,  4,  5,  6  Geraden  wirkend  im  Gleichgewichte  sind, 
die  den  im  vorigen  §  entwickelten  Bedingungen  genügen,  unter  welchen 
dies  Gleichgewicht  überhaupt  möglich  ist.  Wir  schicken  einige  allgemeine 
Betrachtungen  voraus  über  die  Bestimmtheit  solcher  Aufgaben. 

Aus  der  Homogenität  der  Gleichungen  des  Gleichgewichtes  folgt,  wie 
mehrfach  erwähnt,  dass  das  Gleichgewicht  fortbesteht,  wenn  alle  Kräfte  in 
demselben  Verhältniss  sich  ändern.  Gesetzt,  es  gebe  nun  zwei  Systeme 
von  Kräften  Px,  P21 . . .  Pn  und  Pi,  P£, . . .  P»,  welche  sich  längs  den  w 
Geraden  gu  ^2, . . .  gn  Gleichgewicht  halten.  Dann  bilden  auch  APX  +  A'Pi, 
kP2  -f-  A'Pi, . . .  kPn  +  k'Pn  ein  System  von  Kräften  im  Gleichgewicht  längs 
9\i  9%^  •  •  •  ffny   welchen   Werth    man   immer    dem    Verhältnisse  X:X'  bei- 
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legen  möge.  Setzt  man  daher  AP»  +  A'P«  «=  0,  d.  h.  A'  =  —  AP*  :  P«, 
so  folgte  dass  die  Kräfte  XPX  +  X'P'U  AP2  +  A'P*\...  XPn-X  +  JL'Pi_i  ein 
System  von  w  —  1  Kräften  bilden,  welche  sich  längs  gx,  g$, . . .  ^Ä—i 
Gleichgewicht  halten.     Also: 

Gibt  es  zwei  Systeme  von  Kräften  Plf  P2l . . .  P„  und  Pj, 
Pif  • . .  P«,  von  denen  jedes  längs  der  Geraden  gu  &,...£»  wir- 
kend für  sich  im  Gleichgewicht  ist,  so  kann  man  für  jede  n  —  1 
dieser  Geraden  ebenfalls  Kräfte  finden,  welche  im  Gleich- 
gewicht sind;  und  umgekehrt: 

Gibt  es  unter  den  n  Geraden  glf  #3,...#*  kein  System  von 
n —  1  Geraden,  längs  welchen  Kräfte  sich  Gleichgewicht  halten 
können,  so  gibt  es  keine  zwei  von  einander  verschiedene  Kräfte- 
systeme, welche  sich  längs  gxi  &,...£»  im  Gleichgewicht  befin- 
den können. 

Wenn  andrerseits  n  —  1  Gerade  gt1  g2, .  - .  gn—i  die  Richtungslinien 
von  »  —  1  im  Gleichgewicht  befindlichen  Kräften  Pn  P2, . . .  P»_ i  sind 
und  man  fügt  eine  nto  Gerade  gn  willkührüch  hinzu,  so  dass  es  zwischen 
den  n  Geraden  g1}  £2, . . .  £n— i»  gn  keine  weitere  Gruppe  von  n  —  1  Ge- 
raden gibt,  längs  welchen  Kräfte  im  Gleichgewicht  sein  können,  so  ist 
ausser  Pt,  P2,  ...P„— i,  0  kein  zweites  Kräftesystem  möglich,  welches 
längs  gXJ  gi9 . .  ,gn  im  Gleichgewicht  sein  kann,  d.  h.  gH  kann  nicht  Rich- 
tungslinie einer  weiteren  Kraft  sein,  welche  mit  den  n  — 1  andern  Gleich- 
gewicht hält.  Ist  daher  n  so  beschaffen,  dass  es  im  Allgemeinen  nicht  möglich 
ist,  Kräfte  zu  finden,  welche  sich  längs  n  —  1  Geraden  Gleichgewicht 
halten,  soll  es  dagegen  möglich  sein,  dass  zwischen  n  Graden  n  Kräfte, 
welche  alle  von  Null  verschieden  sind,  sich  Gleichgewicht  halten,  so  darf 
unter  diesen  n  Geraden  keine  Gruppe  von  n  —  1  Geraden  sich  finden, 
längs  welchen  Gleichgewicht  zwischen  n  —  1  Kräften  bestehen  kann. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  es  gebe  zwei  verschiedene  Systeme  von  Kräften, 
welche  längs  n  Geraden  im  Gleichgewichte  sind  und  es  stimmen  die  Kräfte, 
welche  längs  r  Geraden  wirken  in  beiden  überein,  nicht  aber  weitere, 
so  erhält  man  durch  Subtraction,  d.  h.  für  X :  A'  =  —  1  ein  Kräftesystem 
von  n  —  r  Kräften  längs  n  —  r  Geraden  ein  Gleichgewicht.  Ist  daher 
zwischen  n  —  r  Kräften  längs  n  —  r  Geraden  Gleichgewicht  nicht 
möglich,  so  gibt  es  längs  den  n  Geraden  keine  zwei  im  Gleich- 
gewicht befindliche  Systeme,  in  welchen  r  Kräfte  überein- 
stimmen. 

§.  8.  Zwei  Kräfte,  welche  sich  Gleichgewicht  halten  sollen,  müssen 
entgegengesetzt  gleich  sein.  Um  drei  Kräfte  P1?  P2,  Ps  zu  finden,  welche 
längs  drei  in  einer  Ebene  liegenden,  sich  in  einem  Punkte  schneidenden 
Geraden  gx ,  g% ,  gz  Gleichgewicht  halten,  nehme  man  Px  längs  gx  willkührlich 
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nach  Sinn  und  Intensität  an,  construire  zn  ihr  die  ihr  entgegengesetzt 
gleiche  Kraft  —  Pt  und  zerlege  diese  in  Componenten  nach  den  Richtungen 
von  gt  und  g3,  so  werden  diese  Componenten  P2  und  P3  sein.  Sind  die 
drei  Gefaden  t^,  g2,  g3  parallel,  so  findet  man  Pu  P2,  P3  mit  Hülfe  des 
Satzes,  dass  für  irgend  einen  Reductionspunkt  0  auf  gi  die  Bedingungen 
bestehen  [PJ  +  [P2]  +  [P3]  =  0  und  [P2p2\  +  [P3ft,]  =0,  d.  h.  es  muss 
eine  der  drei  Kräfte  den  beiden  andern  entgegengesetzt  und  ihrer  Summe 
gleich  sein  und  müssen  die  Momente  von  P2  und  P3  in  Bezug  auf  0  eben- 
falls entgegengesetzt  gleiche  Werthe  haben. 

Wenn  bei  4  Kräften  P,,  P2,  P8,  P4  die  Bedingung  (§.  7)  für  ihre 
Richtungslinien  g{,  g2,  g3,  gA  erfüllt  ist,  so  findet  man  die  Intensitätsver- 
hältnisse so.  Man  ziehe  durch  irgend  einen  Punkt  0  vier  Gerade  parallel 
den  vier  Richtungslinien  und  nehme  auf  gx  die  Kraft  Px  willkührlich  an; 
indem  man  die  ihr  entgegengesetzt  gleiche  Kraft  —  Pt  nach  den  Rich- 
tungen #2,  #3,  gA  zerlegt,  liefern  die  Componenten  sofort  P2>  P3,  P4.  Auch 
kann  man  folgendermassen  verfahren«  Da  die  Resultante  von  Pt  und  P2 
der  Resultanten  von  P3  und  P4  entgegengesetzt  gleich  sein  muss,  erstere 
aber  in  die  Ebene  (#i#*)i  letztere  in  die  Ebene  (ß^)  fällt,  so  ist  die 
Schnittlinie  beider  Ebenen  des  Punktes  0  ihre  gemeinsame  Richtungslinie. 
Nimmt  man  also  in  dieser  Schnittlinie  von  0  zwei  entgegengesetzt  gleiche 
Kräfte  beliebig  an  und  zerlegt,  die  eine  nach  den  Richtungen  gx,  g2f  die 
andere  nach  den  Richtungen  gs,  #4,  so  erhält  man  ebenso  Plt  P2,  Ps,  P4. 
Bei  fünf  Kräften  Plt  P2,  P3,  P4,  P5,  welche  sich  längs  fünf  Geraden 
0n  9*i  0s»  04?  05  Gleichgewicht  halten  sollen,  unterscheiden  wir  zwei  Fälle; 
nämlich  den  Fall,  dass  vier  von  den  Geraden  #,  z.  B.  gi}  g2,  #3,  g4  von 
zwei  reellen  Transversalen  a,  a   geschnitten  werden  und  den,  bei  welchem 

diese  Transversalen  imaginär  sind.  Diese 
Transversalen  sind  die  Directricen  der 
Liniencongruenz,  deren  Stralen  die  Ge- 
raden g5  sind;  jede  Gerade,  welche  beide 
i  Directricen    schneidet,    ist   ein  Stral    der 

W   Congruenz  und  also  eine  Gerade  #ft. 

Sind  a,  a  reell,  so  ziehe  man  (Fig.  3), 
um  die  Kraftintensitäten  zu  bestimmen, 
&'  durch  den  Schnittpunkt  von  a  mit  g&  die 
Erzeugende  g\  des  Hyperboloids  (ßi9%g$), 
sowie  die  Erzeugende  gl  des  Hyperboloids  (#2080i)>  beide  von  der  gleichen 
Schaar,  wie  gl}  g2,  £3,  resp.  g2,  g3,  gA.  Beide  Erzeugende  ^i,  gl  werden 
von  der  andern  Transversale  a  geschnitten,  da  diese  beiden  Hyperboloiden 
angehört.  Nun  bestimme  man  vier  Kräfte  Pn  P*,  P$,  Pl,  welche  sich 
längs  g{,  g2,  g3l  g't  Gleichgewicht  halten,  was  möglich  ist,  da  diese  Geraden 
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Erzeagende  derselben  Schaar  eines  Hyperboloids  sind.  Hierauf  suche  man 
eine  Kraft  P*'  auf  gl  so  zu  bestimmen,  dass  die  Resultante  P5  von  ihr 
und  Pi  in  gb  fallt  Dies  ist  möglich,  weil  die. drei  Linien  g\,  gl,  g6  durch 
den  Punkt  (ag6)  gehen  und  in  einer  Ebene  mit  a  liegen.  Weiter  suche 
man  zu  P±'  längs  g2,  g3,  gA  die  Kräfte  P%  ,  P3',  P4,  welche  mit  P5  längs 
ff 21  9$->  9n  ff'l  *m  Gleichgewicht  sind,  was  angeht,  weil  diese  Geraden  gleich- 
falls einem  Hyperboloid  angehören.  Dann  bilden  Plf  P*,  P3,  PJ  und  P*', 
Ps',  P4,  P5  zwei  Systeme  von  4  Kräften  im  Gleichgewicht,  von  denen 
Pi,  P£';  Pi,  Ps'  in  dieselben  Geraden  fallen  und  mithin  2  Kräfte  P2  =  Pi 
-f-  Pa',  Ps  =  P3  +  P«'  liefern.  Daher  ist  auch  das  durch  Vereinigung 
beider  Systeme  gebildete  neue  System  Pn  P2,  P3,  P4,  P5  im  Gleichgewicht 
längs  ^rlf  «72,  fl>,  £4>  #>. 

Sind  die  Transversalen  a,  a 
imaginär,  so  ziehe  man  (Fig.  4) 
eine  Gerade  A,  welche  gu  g2f  g3 
schneidet,  d.  h.  eine  Ergän- 
zungslinie des  Hyperboloids 
(&&&)>  welche  mit  diesen 
Geraden  nicht  zu  derselben 
Schaar  gehört;  ebenso  eine 
Gerade  A',  welche  gif  g37  g± 
schneidet,  also  dem  Hyper- 
boloid (g2g9gD  angehört;  end- 
lich ziehe  man  eine  Gerade  7, 
welche  h  und  ti  begegnet.  Die  Gerade  l  trifft  das  Hyperboloid  (gtg2g9) 
in  einem  Punkte  H  auf  A  und  einem  weiteren  Punkte  J;  sie  trifft  das 
Hyperboloid  (g2g^gA)  ebenso  in  einem  Punkte  H'  auf  ti  und  einem  wei- 
teren Punkte  J\  Zieht  man  nun  durch  J  die  Erzeugungslinie  i  des  Hyper- 
boloids (ßiffsQz)  und  durch  J'  die  Erzeugungslinie  *'  des  Hyperboloids  (g2g$g^)i 
so  hat  man  zwei  Geraden  A,  i  gewonnen,  welche  gl}  g21  #s,  l  und  zwei 
andere  Geraden  ti,  i7,  welche  #2,  ^3,  #4,  l  schneiden.  Wir  ziehen  nun 
noch  zwei  Gerade  ft,  ti  so,  dass  k  die  Geraden  A,  i  und  ti  die  Geraden 
V,  i'  schneidet  und  unterwerfen  sie  der  Bedingung  entweder,  dass  sie  durch 
einen  gegebenen  Punkt  M  gehen  oder  in  eine  gegebene  Ebene  p  fallen. 
Da  die  Geraden  gly  g2,  gS)  l  zwei  reelle  Transversalen  A,  *  besitzen  und 
k  diese  Transversalen  schneidet,  so  können  wir  nach  dem  vorigen  Falle 
5  Kräfte  Pu  P2,  Ps,  Ph  Pk  finden,  welche  im  Gleichgewichte  sind  längs 
diesen  Geraden.  Ebenso  können  wir  längs  g2,  g3)  #4,  ly  ti  5  Kräfte 
Pi,  Ps',  P4,  P«,  P/  finden,  welche  gleichfalls  im  Gleichgewicht  sind.  Beide 
Systeme  zusammen  bilden  ein  neues,  ebenfalls  im  Gleichgewicht  befind- 
liches Kräftesystem.     Da  es   hiebei  nur    auf  die  Verhältnisse  der  Kräfte 


Fig.  4. 
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ankommt,  so  können  wir  Pj  und  P/  wülkührlich  wählen.  Nehmen  wir  sie 
entgegengesetzt  gleich,  so  erhalten  wir,  da  Pi  und  P%\  P$  und  P»  zwei 
Kräfte  P2  und  Ps  längs  g2  und  gz  zu  Resultanten  haben,  als  das  neue 
System  PtJ  P2,  P8,  P4,  P*,  P*  und  hiebei  gehen  Pk,  P*,  weil  sie  in  einer 
Ebene  liegen,  in  eine  Resultante  P6  zusammen,  längs  einer  Geraden  g5l 
welche  in  die  Ebene  (kJc)  fällt.  Das  System  Plf  P2,  Ps,  P4,  P6  ist  daher 
im  Gleichgewicht  längs  gu  g2,  gs,  gA1  gs.  Die  ö  Geraden  glf  g2,  g9}  g^  l 
bestimmen  einen  linearen  Complex  und  Je  ist  ein  Stral  desselben,  weil  er 
die  Directricen  ä,  i  einer  Congruenz  schneidet,  welche  von  den  vier  Stralen 
9\%  9ti  0s>  *  bestimmt  wird.  Demselben  Complex  gehört  auch  Je  an,  weil 
diese  Gerade  die  Directricen  h\  %  der  von  den  Stralen  g2,  g3i  g±,  l  be- 
stimmten Congruenz  schneidet.  Die  Gerade  gb  gehört  diesem  Complex  an, 
weil  sie  durch  den  Schnittpunkt  zweier  Complexstralen  geht  und  in  die 
Ebene  derselben  fällt.  Denkt  man  sich  an  die  Stelle  von  Ä,  h'  zwei  an- 
dere Erzeugungslinien  der  Hyperboloide  (ft^s)  uud  (&&&)>  80  ern&^ 
man  eine  andere  Gerade  l  und  zwei  neue  Gerade  i,  t,  sowie  zwei  neue 
Stralen  &,  Jcy  welche  einem  neuen  Complexe  angehören,  bestimmt  durch 
9n  9*1  9z  >  9a  un^  die  neue  Gerade  l.  Mit  Hülfe  dieses  Complexes  kann 
man  ebenso,  wie  mit  Hülfe  des  vorigen  die  Gerade  gb  bestimmen.  Daher 
ist  g6  gemeinsamer  Stral  zweier  Complexe  oder  aber  ein  Stral  der  durch 
9n  9%y  9a*  9a  bestimmten  Congruenz. 

Für  die  Bestimmung  von  6  Kräften  Pu  P2,  P3>  P4,  P5,  P6,  welche 
sich  längs  6  Geraden  gt1  g2l  g$>  g^  gh1  g6  Gleichgewicht  halten  sollen, 
kann  man  zwei  Systeme  von  je  fünf  Kräften  suchen,  von  denen  jedes  für 
sich  im  Gleichgewicht  ist  und  die  zusammen  das  System  der  6  Kräfte 
bilden.  Man  bilde  nämlich  aus  #l7  g2y  gs,  #4>  gb  zwei  Gruppen  9ly  9%,  9$,  g± 
und  g29  #3,  g4,  gh  zu  vier  Geraden  und  bestimme  nach  dem  Vorigen 
5  Kräfte  Px,  P«,  Ps,  P*,  P;,  welche  sich  längs  gx,  g2,  £3,  g±  und  einem 
bestimmten  Strale  l  der  durch  diese  Geraden  bestimmten  Congruenz  Gleich- 
gewicht halten,  wobei  l  der  Bedingung  genüge,  durch  einen  gegebenen 
Punkt  M  zu  gehen  oder  in  einer  gegebenen  Ebene  p  zu  liegen.  Ebenso 
bestimme  man  5  Kräfte  Pi',  Ps',  Pi',  P5>  P*1,  welche  längs  g2,  gS}  #4,  gh 
und  einem  Strale  t  der  durch  sie  bestimmten  Congruenz  sich  Gleich- 
gewicht halten,  wobei  X  derselben  Nebenbedingung  genüge,  wie  J,  nämlich 
durch  jenen  bestimmten  Punkt  M  zu  gehen  oder  in  der  bestimmten  Ebene 
(i  zu  liegen.  Indem  man  beide  im  Gleichgewicht  befindlichen  Systeme  zu 
einem  neuen  Systeme  vereinigt,  gehen  Pg  und  Ps',  welche  längs  g2  ge- 
richtet sind,  in  eine  Kraft  P2  =  Pi  -f-  P*'  zusammen  und  ebenso  erhält 
man  P8  =  Ps  -f-  Ps'  und  P4  =  Pi  -f-  P'i  längs  gs  und  g^  Die  beiden 
Kräfte  P*  und  Pc  liefern,  da  sie  in  einer  Ebene  liegen,  eine  durch  ihren 
Schnittpunkt  hindurchgehende  Resultante  P6;    welche    in   dieselbe   Ebene 
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fallt  Man  erhält  hiedurch  Plf  P2,  P3,  P4,  P5,  P6  als  ein  System  im 
Gleichgewicht  befindlicher  Kräfte,  welche  längs  gx,  g2,  g5l  g±,  gh  und  einem 
Strale  g6  des  durch  diese  Geraden  bestimmten  Complexes  wirken,  welcher 
zugleich  die  Nebenbedingung  erfüllt,  durch  einen  gegebenen  Punkt  M  zu 
gehen  oder  in  einer  gegebenen  Ebene  zu  liegen.  Da  man  die  Intensitäten 
yon  Pf  und  P?  willkührlich  wählen  kann,  so  kann  g9  bei  unveränderter 
Lage  von  J,  X  jede  Lage  in  der  Ebene  (l  V)  erreichen,  während  sie  stets 
durch  deren  Schnittpunkt  geht.  —  Haben  die  Geraden  01?  g2>  03,  g±  zwei 
reelle  Transversalen  a,  b  und  die  Geraden  g2,  g3,  04,  gb  ebenfalls  zwei 
reelle  Transversalen  a',  b',  so  schneidet  l  die  Transversalen  a,  b  und  X 
die  a,  b\  Sollen  J,  X  durch  denselben  Punkt  M  gehen,  so  sind  sie  die 
Schnittlinien  der  Ebenenpaare  (M,a)y  (Myb)  und  (Jf,  o),  (Jf,  &');  sollen 
sie  in  einer  Ebene  p  liegen,  so  sind  sie  die  Verbindungslinien  der  Punkt- 
paare (pa),  (pb)  und  ((icT)y  (f*&')-  Zu  g6  kann  man  jede  Gerade  der  Ebene 
(l  V)  wählen,  welche  durch  deren  Schnittpunkt  geht.  —  Wenn  jede  der 
Combinationen  der  5  Geraden  gly  g2,  gs,  g±,  g5  zu  vieren  zwei  reelle  Trans- 
versalen besitzt,  so  ergeben  sich  5  Gerade  ly  X,  X\  X'\  X"\  welche  alle  in 
einer  Ebene  liegen.     Dies  ist  der  Sylvester'sche  Satz.    Vgl.  B. I,  S.  296. 

Für  7  Kräfte  Px,  P2,  P3, . .  . .  P7;  welche  sich  Gleichgewicht  halten 
sollen,  können  alle  7  Richtungslinien  0O  02,  08,  .  . .  07  willkührlich  ge- 
wählt werden.  Um  die  Intensitätsverhältnisse  der  Kräfte  zu  finden,  nehme 
man  auf  g1  einen  Punkt  M  beliebig  an  und  construire  seine  Polarebene  fi 
in  dem  Nullsystem,  welchem  der  Complex  0102^30405  angehört;  ebenso 
construire  man  die  Polarebene  p'  .von  M  in  dem  Nullsystem ,  welches  den 
Complex  02  030*0506  enthält;  endlich  lege  man  durch  g7  eine  beliebige 
Ebene  a  und  bestimme  die  Schnittlinien  a  und  a  von  p  und  (i  mit  a. 
Sucht  man  nun  6  Kräfte  Pt,  Pi,  P3,  P4,  P5,  Pa,  welche  längs  gu  02,  g3, 
gA,  gby  a  im  Gleichgewicht  sind  und  ebenso  6  andere  Kräfte  Pi',  P3',  P[', 
Ps\  P6,  Pa'  längs  02,  #,,  04,  05,  06,  a  im  Gleichgewicht,  so  bilden  beide 
Systeme  ein  neues  im  Gleichgewicht  befindliches  Kräftesystem,  in  welchem 
Pa  und  Pa'  so  gewählt  werden  können,  dass  sie  eine  Resultante  P7  längs 
g1  haben.  Man  erhält  dann  offenbar  die  7  Kräfte  Plt  P2  =  P2  +  P2', 
P8  =  H  +  P8',  P<  =  P*  +  Pi\  P5  =  P*  +  Pö',  P6,  P7  längs fc,02,  .  .  .07 
im  Gleichgewicht. 

Für  »  Kräfte  P1}  P2,  ...  P„,  welche  sich  Gleichgewicht  halten 
sollen,  sind  alle  Richtungslinien  gu  02, . .  .  gn  willkührlich  wählbar.  Be- 
stimmt man  7  Kräfte  Pu  P*,  Pi,  Pi\  P5,  Pe,  P7  längs  gl%  02,  0S,  04,  05, 
0e,  07,  ferner  7  Kräfte  P{\  Pi',  j£,  PT,  P5',  Ps',  P8  längs  9^  9%,  9z,  9  1, 
9s,  9b,  9s  *•  s-  fM  endlich  7  Kräfte  P<»-7\  Z*«"7',  I*-7>,  Pj»-7\ 
2*»- 7>,  Pj"-7),  Pn__7    längs   0lf  02,  03,  gA,  06,  0fl,  0,-7    im    Gleich- 
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gewicht,  so  bilden  P,  =  P[  -f  P?  +  Pf  H 1-  P{n-7\  P2=*P*  +  Pi' 

+  P2"  H h  ^f  ~7)> ...  P«  =  I*  +  K'  +#"  +  •••  +  Pi"-7),    P7, 

Pg> . . .  Pn  ein    Kräftesystem,    welches   längs  glf  g3}  g$  . .  .  gn  im  Gleich- 
gewicht ist. 

§.  9.  Im  Anschlüsse  an  den  §.  4  am  Schlüsse  entwickelten  Satz  folgt 
aus  dem  vorigen  §.: 

1.  Zwischen  den  Momenten  eines  Kräftesystems  in  Bezug 
auf  zwei  Axen  findet  nur  dann  eine  Abhängigkeit  statt,  wenn 
diese  Axen  in  dieselbe  Bichtungslinie  fallen.  Die  beiden  Mo- 
mente sind  gleich  und  von  gleichem  oder  von  entgegengesetztem 
Zeichen,  je  nachdem  der  Sinn  der  Axen  derselbe  oder  entgegen- 
gesetzt ist. 

2.  Zwischen  den  Momenten  eines  Kräftesystems  für  drei 
Axen,  von  denen  keine  zwei  zusammenfallen,  findet  nur  dann 
Abhängigkeit  statt,  wenn  die  drei  Axen  in  einer  Ebene  liegen 
und  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  der  aber  auch  im  Unend- 
lichen liegen  kann,  so  dass  die  Axen  parallel  werden. 

3.  Zwischen  den  Momenten  für  vier  Axen  findet  dann  eine 
Abhängigkeit  statt,  so  dass  das  Moment  für  die  vierte  Axe  aus 
den  Momenten  für  die  drei  ersten  gefunden  werden  kann,  wenn 
die  vier  Axen  Erzeugungslinien  derselben  Schaar  eines  ein- 
fachen Hyperboloids  sind,  d.  h.  also,  wenn  jede  Gerade,  welche 
drei  von  ihnen  schneidet,  auch  die  vierte  schneidet. 

Vier  in  einem  Punkte  M  sich  schneidende  Axen  MA,  MB,  MC,  MD 
von  denen  drei  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  genügen  diesen  Bedingungen 
(das  Hyperboloid  degenerirt  in  zwei  Ebenen)  und  liefert  ein  Parallelepiped 
über  MA,  MB,  31 C  durch  seine  Diagonale  die  Kraft  MD  als  Resultante 
der  Kräfte  MA,  MB,  MC;  halten  sich  also  MA,  MB,  MC,  —MD 
Gleichgewicht.  Bezeichnet  daher  Mab  das  Moment  eines  Kräftesystems 
in  Bezug  auf  AB  als  Axe,  so  folgt 

MA  -  MAB  +  MB  .  MMB  +  MC .  MMC  —  MD  •  MMd  —  0 

oder  MD  •  MMd  =  MA  •  MMA  +  MB  •  MMB  +  MC  •  MMa 

Ist  AB  CD  ein  Parallelogramm,  so  sind  vier  Kräfte  gleich  den  Seiten, 
nämlich  AB}  BC,  CD,  DA  im  Gleichgewicht,  mithin  ist  (AB,  AD) 
3~  (BC,  DC)  und  folglich 

AB  •  Mab  +  ÄD  •  MAd  =  BC  ■  MBC  +  DC  •  MDC. 
Ist  insbesondere  D  der  Pol  oder  Nullpunkt  der  Ebene  des  Parallelogramms, 
so    ist    MAd  =  Mdc  =  0,    also   Mab  =  Mbc  =  BC  :  AB   und    da   das 
Verhältniss  BC'.AB  gleich  dem  Verhältniss   der  Perpendikel  ist,   welche 
von  D  auf  die  Axen  AB  und  BC  gefällt  werden  können,  so  folgt  der  Satz: 
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Die  Momente  eines  Kräftesystems  in  Bezug  auf  die  Axen 
einer  Ebene  sind  den  Abständen  der  Axen  von  dem  Pole  der 
Ebene  proportional.  Die  Momente  für  die  Axen  der  Ebene,  welche 
gleichen  Abstand  vom  Pole  haben,  sind  einander  gleich. 

Hiemit  kann  man  den  Pol  der  Ebene  finden,  wenn  die  Momente  für 
drei  Axen  derselben  gegeben  sind. 

4.  Zwischen  den  Momenten  für  fünf  Axen  besteht  Abhängig- 
keit und  kann  das  Moment  für  die  fünfte  Axe  ans  den  Momen- 
ten für  die  vier  übrigen  gefunden  werden,  wenn  die  fünf  Axen 
Stralen  einer  Congruenz  1.  Grades  sind.  Es  kann  also  durch 
jeden  Punkt  des  Baumes  eine  fünfte  Axe  gezogen  werden,  deren 
Moment  aus  den  Momenten  der  vier  ersten  Axen  folgt.  Gibt  es 
zwei  reelle  Transversalen  für  vier  Axen,  so  kann  das  Moment  für  jede  Axe 
gefunden  werden,  welche  beide  Transversalen  schneidet. 

5.  Zwischen  den  Momenten  für  sechs  Axen  findet  eine  Ab- 
hängigkeit statt,  vermöge  welcher  das  Moment  für  die  sechste 
Axe  aus  den  Momenten  für  die  fünf  übrigen  gefunden  werden 
kann,  wenn  die  sechs  Axen  Stralen  eines  und  desselben  Linien- 
complexes  ersten  Grades  sind.  Es  gibt  daher  für  jeden  Punkt  des 
Raumes  eine  durch  ihn  hindurchgehende  Ebene  und  in  jeder  Ebene  des 
Baumes  einen  Punkt,  so  dass  aus  den  Momenten  für  die  5  ersten  Axen  das 
Moment  für  jede  durch  den  Punkt  gehende  und  in  die  Ebene  fallende  Axe 
erhalten  werden  kann. 

6.  Sind  die  Momente  für  sechs  Axen  gegeben,  zwischen  denen 
keine  weitere  Abhängigkeit  besteht,  so  kann  aus  ihnen  das  Mo- 
ment für  jede  7.  Axe  gefunden  werden.  Sind  daher  die  Momente 
für  6  solche  Axen  gleich  Null,  so  ist  auch  das  Moment  für  jede  7.  Axe 
Null  und  ist  das  Kräftesystem  im  Gleichgewicht.  In  B.  I,  S.  33  wurde 
gezeigt,  dass,  wenn  das  Moment  eines  ebenen  Systems  für  drei  nicht  in 
gerader  Linie  liegende  Punkte  Null  ist,  das  System  äquivalent  Null  ist. 
Ebenso  kann  bei  einem  räumlichen  System  die  Aequivalenz  mit  Null  oder 
das  Gleichgewicht  geschlossen  werden,  sobald  das  Verschwinden  des  Mo- 
mentes für  6  unabhängige  Axen  constatirt  ist  Dies  folgt  auch  aus  dem 
B.  I,  S.  59  gegebenen  Ausdrucke  für  das  Moment  eines  Systems  von  Strecken 
(oder  Kräften).  Denn  wenn  dasselbe  für  6  Axen,  d.  h.  für  6  verschiedene 
Gruppen  zusammengehöriger  Werthe  von  xXl  #n  zl}  a,  ß,  y,  verschwindet, 
so  folgen  aus  diesen  6  Bedingungen  die  Gleichungen  A  =  B  =  C  «=  0, 
L  =  M  =  N  =  0,  welche  das  Gleichgewicht  des  Systems  bedingen. 

Wenn  das  Moment  eines  nicht  im  Gleichgewicht  befindlichen  Systems 
für  5  Axen  Null  ist,  so  ist  es  auch  Null  für  jede  6.  Axe,  welche  dem 
durch  die  6  Axen  bestimmten  Complexe  angehört,   aber  für  keine  andere. 
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Alle  6ten  Axen  eines  Punktes,  für  welche  also  das  Moment  verschwindet, 
liegen  in  einer  Ebene  und  alle  Axen  einer  Ebene,  für  welche  dasselbe  der 
Fall  ist,  gehen  in  ihr  durch  einen  Punkt. 

§.  10.  Die  in  den  §§.  5.  und  6.  entwickelten  Bedingungen  für  die 
Existenz  von  Kräften,  welche  längs  gegebenen  Geraden  wirkend  einander 
Gleichgewicht  halten,  sind  zugleich  die  Bedingungen  dafür,  dass  ein  Kräfte- 
system einer  Einzelresultante  (ohne  zugehöriges  Paar)  äquivalent  sei.  Denn 
halten  sich  n  Kräfte  P  längs  n  Geraden  wirkend  Gleichgewicht,  so  ist  jede 
von  ihnen,  im  entgegengesetzten  Sinne  genommen,  die  Resultante  der  n  —  1 
übrigen.  Sind  daher  diese  Bedingungen  für  n  Richtungslinien  erfüllt,  so 
kann  auch  umgekehrt  eine  Kraft,  welche  längs  einer  derselben  wirkt,  in 
n  —  1  Kräfte  zerlegt  werden,  welche  längs  den  übrigen  gerichtet  sind. 
Wir  wollen  dies  für  einige  specielle  Fälle  näher  ausführen« 

1.  Drei  Kräfte  können  nur  dann  im  Gleichgewicht  sein,  wenn  ihre 
Richtungslinien  in  eine  Ebene  fallen  und  sich  in  einem  Punkte  schneiden, 
der  übrigens  auch  im  Unendlichen  liegen  kann.  Daher  kann  jede  Kraft 
in  2  andere  zerlegt  werden,  deren  Richtungen  sich  auf  ihrer  Richtung 
schneiden  oder  ihr  parallel  sind  (mit  Hülfe  des  Parallelogramms  der  Kräfte 
und  des  Satzes  über  die  Momente). 

2.  Bei  vier  Kräften  kann  nur  dann  Gleichgewicht  stattfinden ,  wenn 
die  vier  Richtungslinien  einem  Hyperboloid  als  Erzeugungslinien  derselben 
Schaar  angehören.  Daher  kann  eine  Kraft  nur  dann  nach  drei  gegebenen 
Richtungen  zerlegt  werden,  wenn  diese  drei  Richtungen  mit  ihrer  eigenen 
Richtung  einem  Hyperboloid  als  solche  Erzeugungslinien  angehören.  Da 
diese  Bedingung  z.  B.  für  4  in  einer  Ebene  liegende  Geraden  erfüllt  ist, 
so  folgt,  dass  jede  Kraft  P  nach  den  Seiten  eines  Dreiecks  ABC  zerlegt 
werden  kann,  dessen  Ebene  durch  ihre  Richtungslinie  hindurchgeht«  Denn 
man  verlege  P  an  den  Durchschnitt  D  ihrer  Richtung  mit  BC  und  zer- 
lege sie  doii;  in  zwei  Kräfte  Q  längs  BC  und  T  längs  DA.  Die  Kraft  T 
zerlege  maiv weiter  in  A  nach  den  Richtungen  AB  und  AC  in  die  Com- 
ponente  B  und  S,  so  ist  P=  (Q,  Ä,  S). 

Drei  Kräfte,  längs  den  Seiten  eines  Dreiecks  wirkend,  können  nicht 
im  Gleichgewicht  sein,  da  die  Resultante  von  zweien  der  dritten  nicht  ent- 
gegengesetzt gleich  werden  kann.  Ist  ihre  geometrische  Summe  nicht  Null, 
so  sind  sie  äquivalent  einer  einzigen  Kraft,  die  man  findet,  indem  man  die 
Resultante  zweier  mit  der  dritten  zusammensetzt.  Im  andern  Falle  sind 
sie  äquivalent  einem  Paare,  dessen  Moment  der  doppelte  Inhalt  des  Drei- 
ecks ist,  wie  sich  durch  Reduction  der  Kräfte  für  irgend  eine  Ecke  des 
Dreiecks  ergibt. 

Man  kann  die  drei  Strecken  Q,B,S  in  den  Seiten  des  Dreiecks  ABC 
als  Coordinaten  der  Richtungslinie  von  P  ansehen,  indem  sie  diese  bestim- 
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meiL  Dabei  wird  man  dem  Umfang  des  Dreiecks  einen  bestimmten  Sinn 
als  den  positiven  beilegen  und  jede  der  Coordinaten  als  positiv  oder  als 
negativ  betrachten,  je  nachdem  ihr  Sinn  mit  dem  Sinne  der  betreffenden 
Seite  harmonirt  oder  nicht  harmonirt.  Sind  q,  r,  s  die  von  einem  Punkte 
M  der  Richtungslinie  von  P  auf  Q,  R,  S  gefällten  Perpendikel,  so  ist 
qQ  +  rR  -f-  *£  —  0  als  die  Summe  der  Momente  der  Kräfte  Q,  R,  S, 
oder  also  als  Moment  von  P.  Diese  Gleichung  ist  daher  die  Gleichung 
der  Richtung  von  P. 

3.  Für  7  Kräfte,  welche  längs  7  gegebenen  Geraden  wirken  sollen, 
ist  das  Gleichgewicht  möglich,  mithin  kann  jede  Kraft  nach  6  gegebenen 
Richtungen  zerlegt  werden.  Unter  allen  in  diesem  Sinne  möglichen  Zer- 
legungen einer  Kraft  P  ist  die  einfachste  die  nach  den  6  Kanten  eines 
gegebenen  Tetraeders  AB  CD.  Bestimmt  man  den  Schnittpunkt  E  von  P 
mit  der  Seitenfläche  ABC,  so  kann  man  P  in  zwei  Kräfte  zerlegen,  von 
denen  die  eine,  S,  in  die  Ebene  ABC  fallt,  während  die  andere,  T}  längs 
ED  gerichtet  ist.  Die  Kraft  8  zerfällt  nach  2.  in  drei  Componenten 
Qlf  Rlf  &l  längs  den  Kanten  BCy  CA,  AB,  die  Kraft  T  in  drei  andere 
Q%,  R^,  8t  längs  den  Kanten  DA,  DB,  DC  und  sind  folglich  die  6  Kräfte 
Qu  Qi\  Ru  Äs5  $1  8i  der  Kraft  p  äquivalent. 

Die   6  Grössen  -^     "^ »    p »    'p  i     p  ?  "p  können  als  Coordinaten  der 

Richtungslinie  von  P  gebraucht  werden.  Sie  dienten  Cayley  (Cambridge 
Philosoph.  Transactions  Vol.  IX)  und  Zeuthen  (Mathem.  Annalen,  B.  I) 
zu  ihren  Untersuchungen  über  Complexe. 

§.  11.  Im  Anschlüsse  an  das,  was  wir  B.  I,  S.  59  —  72  und  S.  297  u.  298 
mitgetheilt  haben,  fügen  wir  noch  einiges  weitere  Über  Complexe  und  Congruenzen 
1.  Grades  hinzu,  was  insbesondere  die  analytische  Behandlung  derselben  betrifft. 

In  §.  3.  fanden  wir  für  die  Momentensumme  zweier  Streckensysteme  Px ,  P, , . . . 
und  Qx ,  Q%  . . .  in  Bezug  auf  einander 

%ZZPyr.  (PH,  Qv)  —  RG'  cos  (R&)  +  KG  cos  {KG).  (1) 

Nun  ist  in  Bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem,  dessen  Ursprung  O 
der  gemeinsame  Reductionepunkt  der  Strecken  beider  Systeme  ist,  wenn 
[*]  -  [X]  +  [Y]  +  [Z],    [ff]  =.  [L]  +  [Jf]  +  [tf], 
[X]  =  [X]  +  [T]  +  [tf],   [CT]  -  [Jf]  +  [JT]  +  [JTJ, 
also  mit  X,  Y,  Z,  .  .  .  abkürzend  die  Summen  2X,  ZY,  £Zy  .  .  .  bezeichnet 
werden,  wofür  wir  früher  die  Bezeichnung  A%  B,  C  gebrauchten: 

._  _N       XL'  +  YM  +  Z2T           ,-,„,       XL  +  Y'M+ZN 
cob  (RG)  — RG'  '    C08(#G)  =      —       KG~ 

und  mithin 

6££Pyr.  (Ptt,  Qv)  —  LX'  +  MT  +  NZ'  +  XL'  +  YM*  +  ZK. 

Reduciren  wir  das  System  (Q)  auf  eine  Einzelstrecke  R\  deren  Moment  in  Bezug 
auf  das  System  (P)  verschwindet,  so  geht  die  Gleichung  über  in 

St  7    LX  +  MT  +  NZ'  +  XL'  +  YM'  +  ZN*  =  0.  (2) 
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Da  das  System  (P)  auf  anzahlige  Arten  durch  zwei  conjngirte  Strecken  r,  q  er- 
setzt werden  kann,  so  ist  diese  Bedingung  aequivalent  der,  dass  die  Richtungs- 
linie von  S  die  Richtungslinien  zweier  solcher  conjugirter  Strecken  zugleich 
schneide,  dass  sie  also  eine  doppelt  conjngirte  Gerade  des  durch  das  System  (P) 
bestimmten  Nullsystems  sei. 

Neben  derselben  besteht  die  Bedingung  L'X*  +  MT  +  N'Z'  —  0  oder 
G'Q  am  o ,  weil  das  zweite  System  sich  auf  eine  Einzelstrecke  reducirt.  Die  Grössen 
X',  Y\  2*,  L\  M\  N'  können  als  Coordinaten  der  Strecke  22'  angesehen  werden 
und,  indem  wir  sie  variabel  denken,  stellt  die  Gleichung  die  Gesammtheit  der 
Richtungslinien  aller  Strecken  22'  dar,  deren  Moment  in  Bezug  auf  das  Strecken- 
system  (P)  verschwindet,  d.  h.  sie  ist  die  Gleichung  des  durch  das  System  (P) 
bestimmten  Complexes  1.  Grades.  In  dieser  Gleichung  spielen  X,  F,  Z,  L,  M,  N 
die  Rolle  von  Constanten,  mit  deren  Hülfe  nach  den  früheren  Lehren  auch  die 
Centralaze  und  der  Parameter  G0  :  R  des  Complexes  gefunden  werden  kann.  Die 
Richtungslinie  von  22'  erhält  man,  indem  man  auf  die  Ebene  der  Strecken  22*,  G' 
im  Ursprünge  0  die  Normale  errichtet,  auf  ihr  die  Strecke  G' :  B  nach  links  von 
G'  aus  gesehen  aufträgt  und  durch  deren  Endpunkt  eine  Parallele  mit  22'  legt. 
Denn  da  B  und  G'  zu  einander  rechtwinklig  sind,  so  folgt,  dass  durch  die  Ueber- 
tragung  von  B  an  jenen  Endpunkt  entstehende  Paar  das  Paar  G'  ist. 

§.  12.  Wir  können  die  Gleichung  (1)  vereinfachen,  indem  wir  die  beiden 
Systeme  durch  ihre  Reductionen  (22,  G0)  und  (B,  G'Q)  auf  ihren  Centralaxen  ver- 
treten lassen.  Es  sei  CC  =  z  der  kürzeste  Abstand  der  Centralaxen  22,  B  und 
wählen  wir  den  Fusspunkt  C  zum  Reductionspunkt  für  B,  G'0 .  Indem  wir  B  in 
seinem  und  im  entgegengesetzten  Sinne  an  den  Punkt  C  verlegen,  entsteht  das 
Paar   (22*,  —  22'),  dessen  Moment  Hz  mit  G'0  zusammengeht  in  das  Moment  G' 

=  (ö'0*  4.  K*z%)\.    ffiemit  wird  G*  cos  (RG')  —  G'0  cos  (222T)  —  Sz  sin  (RR) 
und  hiermit  die  Gleichung  (1) 

G22Pyr.  (Ptt,  Q9)  —  (RG'0  +  S  G0)  cos  (2220  —  RS*  sin  (RS) 
oder 


622  Pyr.  (Ptt,  Qv)  -  fj  +  J  -  z  tg  (RR')1  RS  cos  (RS). 


(3) 


Im  Falle  dass  das  System  (Q)  sich  auf  die  Einzelkraft  R'  reducirt,  wie  in 
§.11,  ist  G'0  =  0  und  ergibt  sich,  wenn  S  ein  Stral  des  Complexes  (22,  G0)  ist 

|°  -  z  tg  (RS)  -  0 

als  die  einfachste  Gleichung  dieses  Complexes.  Sie  spricht  die  B.  I,  S.  71  be- 
wiesene Eigenschaft  desselben  ans. 

§.  13.  Die  gemeinsamen  Stralen  zweier  Complexe  1.  Grades  bilden  eine 
lineare  Congruenz  (B.  I,  S.  297).  Sie  stellt  eine  doppelte  Mannigfaltigkeit 
von  Geraden  dar.    Sind 

fl  - ;  LX  +  MY*  +  NZ?  +  XL'  +  YM'  +  ZN'  =  0 

ßx  --  Z,X'  +  M1  r  +  NXZ  +  XtL'  +  YtM*  +  ZXK  =  0 

die  Gleichungen  beider  Complexe,  so  stellt  das  System  derselben  die  Congruenz 
dar,  nämlich  alle  Stralen  (IT,  G'),  deren  Coordinaten  X',  T,  Z \  V,  üT,  N'  bei- 
den Gleichungen  zugleich  genügen.  Die  Congruenz  ist  der  Durchschnitt  der  beiden 
Complexe  (22,  G)  und  (221}  (?,).  Wenn  die  Coordinaten  eines  Strales  den  Glei- 
chungen &=-0,  ßj  =0  genügen,  so  genügen  sie  auch  der  Gleichung  ß  +  Z^  =»0, 
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^welche  gleichfalls  einen  Complex  darstellt.  Die  Congruenz  gehört  also  unendlich 
vielen  Complexen  zugleich  an,  welche  man  erhalt,  indem  man  die  willkührliche 
Constante  X  variiren  lässt.  Ein  Complex  ist  durch  5  Stralen  bestimmt,  4  bestim- 
men daher,  wenn  man  den  5.  Stral  variiren  lässt,  das  ganze  Complexbüschel, 
welches  durch  die  Congruenz  hindurchgeht.  Zwei  conjugirte  Gerade,  welche  meh- 
reren Complexen  angehören,  die  sich  paarweise  in  der  Congruenz  schneiden,  heissen 
die  Directricen  der  Congruenz;  ihr  kürzester  Abstand  ist  die  Axe,  und  die 
Ebene  senkrecht  zur  Axe  in  deren  Mittelpunkt  errichtet,  die  Centralebene  der- 
selben. Die  Axe  der  Congruenz  schneidet  die  Centralaxen  aller  Complexe  recht- 
winklig. 

Die  Aufgabe,  die  Centralaxen  und  die  Parameter  aller  Complexe 
zu  finden,  welche  eine  gegebene  Congruenz  mit  zwei  Directricen 
Fr,  Dq  gemein  haben  (Fig.  5),  wurde  bereits  B.  I,  S.  297  gelöst,  jedoch  ohne 
bestimmt  ausgeprägte  Formeln  zu  liefern;  wir  kommen  daher  nochmals  auf  sie 
zurück.    Es  sei  FD  —  d  der  kürzeste  Abstand  und  a  der  Winkel  beider  Directricen; 

ein  Complex,  welcher  aus  einem  Streckensystem  ent- 
springt, welches  zwei  Strecken  r,  <?  auf  den  Directricen 
äquivalent  ist,  deren  Verhältniss  gegeben  ist,  hat 
eine  bestimmte  Centralaxe  mit  bestimmtem  Para- 
meter G0  :  R,  wo  [R]  =  [r]  +  [q]  ißt,  und  trifft  die 
Centralaxe  den  kürzesten  Abstand  der  Directricen  in 
einem  bestimmten  Punkte  C.  Indem  man  das  Ver- 
hältniss r  i  q  variiren  lässt ,  ergeben  sich  alle  Com- 
plexe, um  deren  Bestimmung  es  sich  hier  handelt. 
Indem  man  die  Beduction  der  Strecken  für  den  Punkt 
F  ausführt,  erhält  man 

- =  -r-—-  —  -! „,  R*  —  Q*  +  r*  +  2qt  COS  0. 

sin  o        sin  Rr        sin  qR 

Das  Axenmoment  G  des  bei  der  Reduction  entstehenden  Paares  ist  G  =  qd  und 

senkrecht  zu  q  .    Daher  ist  seine  Projection  G0  auf  R ,  nämlich 

G0  =  G  cos  (RG)  —  G  cos  {&n  +  Rq)  —  —  G  sin  Rq  —  —  gd  sin  Rq 

und  hiemit  wird  wegen  q  :  R  —  sin  Rr  :  sin  a  der  Parameter  des  Complexes 

GL  ,  sin  Rr  sin  Ro  ,   sin  (a  —  Rq)  sin  Rq       .  ,  cos  (*  -—  2  Rq)  —  cos  a 

-£  =  —  d .  : =  —  o  .  : =  i  a . 

R  am  6  sin  a  sin  a 

Für  die  Lage  C  des  Schnittpunktes  der  Centralaxe  mit  dem  kürzesten  Abstände 
d  ist  R .  FC  =  G  sin  (RG)  —  G  cos  Rq  =  Qd  cos  Rq,  also 

FC  _      sin  Rr  cos  Rq 
*in  a 
und  wenn  für  die  Mitte  M  von  d  der  Abstand  MC=*  FC  —  \d=*z  gesetzt  wird 

sm(a-2Rr) 

Z  =  +  ö -; • 

*  sina 

Es  gibt  4  Complexe,  deren  Centralaxe  gleichen  Abstand  +  z  von  der  Mitte  M 

des  kürzesten  Abstandes  d  haben.    Setzt  man  nämlich  a  —  2Rr  =  +  w,   so  ist 
für  zwei  derselben  Rr  =  ^(<r  +  u),  für  die  beiden  andern  Rr  =  \  «  +  \  {a  ±  u). 
Will  man  die  Formeln  fflr  G0  :  R  und  z  rein  durch  q,  r,  o,  d  darstellen,  so 
hat  man  in 

^.=-d.  £  sinÄ<>,    FC^d.j;  cos  qR 
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zu  substituiren 

f 
sin  JRq  =  ~-  sin  <r,    R  cos  Rq  =  o  -(-  r  cos  ff, 

wodurch  man  erhält 

?• irf *r±*±L g  =  ia.- -S*-^- 

R  *      r8  +  G2  +  r9  cos  *'  r*  +  Q*  +  %rQ  cos<* 

Wir  behandeln  auch  noch  die  weitere  Aufgabe:  Wenn  zwei  Complexe 
ß,  ßj  durch  ihre  Centralaxen  und  die  Reductionen  (Ä,  £r0),  (#,  G'0) 
gegeben  sind,  die  Directricen  Fr,  Dq  der  ihnen  gemeinsamen  Con- 
gruenz  zu  finden. 

Da  die  Axe  der  Congruenz  die  Centralaxen  der  beiden  Complexe  rechtwinklig 
schneidet,  so  ist  sie  die  Linie  kürzesten  Abstand  es  CC  dieser  Centralaxen.  Als  ge- 
gebene Grössen  sind  daher  anzusehen  der  kürzeste  Abstand  CC  =-  2d  der  Central- 
axen, ihr  Neigungswinkel  (RR')  =—  4r  und  die  Parameter  G0  :  R  «-  j),  G'0:R'  =»  p 
der  Complexe.  Indem  wir  für  den  Punkt  F  (S.  Fig.  5)  reduciren,  folgt,  wie  beim 
vorigen  Problem :  G0  =  —  G  sin  Rq  ,  R  .  FC «—  (r  cos  2fy ,  mithin  2*  .  FC 
=  —  G0  cotg  Ify  und  ebenso  K .  FC  =  —  G'0  cotg  iJ'p.    Hiermit  erhält  man: 

A     x>              FC         .     „              FC 
cotg  ity  ■— ,    cotg  Kq  = 7-  • 

P  .P 

Indem  wjr  die  Mitte  0  von  CC  zum  Ursprung  der  Abstände  auf  CC  wählen, 
hat  man  d  =-  OC  «=  —  OC  und  wenn  0F  =  —  z  gesetzt  wird,  FC  «  s  —  *, 
FC  —  *  +  d,  mithin 

COtg  2fy  « — -  ,     COtg  ify  —  ~^r— 

P  P 

und  da  Rq  ■=»  2?e  +  ÄÄ',  so  wird 

.     D         1  —  cotg  &  cotg  Ä^ 

cotg  J2p  «  — z — ^ .     n     • 

^     *         cotg  &  -f  cotg  Äp 

Diese  Gleichung  liefert  nach  Einsetzung  des  Werthes  für  cotg  Rq  nach  leichten 
Transformationen: 

[2*  sin  -fr  —  (p  —  p)  cos  fr]8  =  [2$  sin  &  —  (p  +  !>')  cos  -fr]8  —  4  pp. 
Die  Wurzeln -dieser  Gleichung  für  z  sind  reell,  imaginär  oder  einander  gleich,  je 

nachdem  [2 d  sin  -fr  —  (p  +  p)  cos  -fr]8  —  4pp  ^  0  ist.  Für  die  Mitte  M  von 
FD  wird  ~ 

0M=i(0F+  02>)=  Kp'  - p)  cotg  -fr. 

§.  14.    Als  Hauptsätze  über  die  lineare  Congruenz  führen  wir  an: 

1.  Jede  der  beiden- Directricen  ist  der  Ort  des  Mittelpunktes  eines  Büschels 
von  Stralen  der  Congruenz,  dessen  Ebene  durch  die  andere  Directrice  hindurch- 
geht Jede  der  Directricen  ist  die  Axe  eines  Ebenenbüschels,  von  dessen  Ebenen 
jede  Congruenzstralen  enthält,  welche  alle  in  dem  Schnittpunkt  derselben  mit  der 
anderen  Directrice  zusammenlaufen.  Denn  die  Directricen  sind  conjogirte  Gerade 
in  jedem  Complexe,  welchem  die  Congruenz  angehört;  daher  sind  alle  Geraden, 
welche  beide  Directricen  schneiden,  gemeinsame  Stralen  aller  dieser  Complexe, 
also  Stralen  der  Congruenz. 

2.  Durch  einen  Punkt  M  ausserhalb  der  Directricen  geht  nur  ein  Stral  der 
Congruenz;  man  kann  denselben  ansehen  als  die  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen, 
welche  in  zwei  Complexen,  denen  die  Congruenz  angehört,  den  Punkt  M  zum  Pol 
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haben  oder  auch  als  die  Schnittlinie  zweier  Ebenen,  welche  von  M  aus  durch 
die  Directricen  gelegt  werden  können. 

3.  Jede  Ebene  enthält  nur  einen  Congruenzstral;  man  kann  denselben  ansehen 
als  die  Verbindungslinie  der  beiden  Pole,  welche  diese  Ebene  in  zwei  Gomplexen 
besitzt,  denen  die  Congruenz  angehört,  oder  auch  als  die  Verbindungslinie  der 
Schnittpunkte  der  Ebene  mit  den  beiden  Directricen. 

4.  Alle  Stralen  der  Congruenz,  welche  eine  gegebene  Gerade  schneiden,  liegen 
auf  einem  Hyperboloid.  Denn  sie  schneiden  zugleich  beide  Directricen  der  Con- 
gruenz. 

5.  Nach  B.  I,  S.  74  liegen  zwei  Paar  conjugirte  Gerade  eines  Complexes  auf 
einem  Hyperboloid.  Einer  Geraden  ist  in  jedem  der  Complexe  A-f  Iß,  »  0, 
welchen  eine  Congruenz  angehört,  eine  bestimmte  Gerade  conjugirt  und  da  die 
Directricen  in  allen  Complexen  sich  conjugirt  sind,  so  folgt,  dass  alle  Geraden, 
welche  einer  gegebenen  Geraden  in  den  verschiedenen  Complexen 
conjugirt  sind,  die  eine  bestimmte  Congruenz  gemein  haben,  mit 
ihr  auf  einem  Hyperboloid  liegen,  welches  auch  die  Directricen  der 
Congruenz  enthält,  und  die  eine  Schaar  dieser  Fläche  bilden.  Die 
andere  Schaar  wird  von  allen  Stralen  der  Congruenz  gebildet,  welche 
die  gegebene  Gerade  schneiden. 

6.  Dreht  sich  eine  Gerade  in  einer  Ebene  um  einen  ihrer  Punkte,  so  erfüllen 
alle  Stralen,  welche  sie  und  die  beiden  Directricen  schneiden,  in  jeder  Lage  ein 
veränderliches  Hyperboloid,  dessen  Erzeugungslinien  der  Schaar,  welche  die  Gerade 
schneidet,  die  Congruenz  bilden.  Denn  jeder  Stral  der  Congruenz  trifft  die  Ebene 
in  einem  Punkte  und  durch  diesen  geht  eine  Lage  der  beweglichen  Geraden. 


Einige  Literatur  über  Kräftesysteme. 

Das  Verdienst,  die  von  §.  3  dieses  Capitels  an  durchgeführten  Untersuchungen 

zuerst  entwickelt  zu  haben r  gebührt  Möbius  (Lehrbuch  der  Statik  [1838],  B.  1, 

Cap.  VI  und  „Ueber  die  Zusammensetzung  unendlich  kleiner  Drehungen11,   Crelle 

Journ.  T.  XVIII,   S.  189).    Er  wurde   damit  zugleich  der  eigentliche  Begründer 

der  von  Plücker  eingeführten  Theorie  der  Complexe  und  Congruenzen. 

Sylvester,  Sur  l'involution  des  lignes  droites  dans  l'espace,  considerees  comme 

des  axes  de  rotation.    (Comptes  rendus  T.  LH  [1861],  p.  741.)    (Entwickelt 

die  Bedingungen,   unter  welchen  6,  5,  4  Geraden   die  Richtungslinien   von 

Kräften  oder  die  Axen  von  Winkelgeschwindigkeiten  Bein  können,  welche  sich 

im  Gleichgewicht  befinden.)   Note  sur  l'involution  de  six  lignes  dans  1'espace 

(Comptes  r.  T.  LH,  p.  815.) 

Cayley,   Note  relative  aux   droites  en  Involution  de  M.  Sylvester,  (Comptes  r. 

T.  LH,  p.  1039.)  —  Theoreme  relatif  a  Te'quilibre  de  quatre  forces.    (Comptes 

r.  LXI  [1865],  p.  829.    Führt  zuerst  den  Begriff  des  Momentes  zweier  Geraden, 

nämlich  des  Produktes  ihres  kürzesten  Abstandes  und  des  Sinus  des  von  ihnen 

gebildeten  Winkels  ein.) 

An  die  Sylvester'schen  und  Cayley  'sehen  Noten  schliessen  sich  an: 
Chasles,  Observations.  Comptes  rend.  T.  LH,  p.  745,  zur  Sylvester'schen  Abhand- 
lung Cr.  T.  LH,  p.  741  gehörig  und  Observation  (Comptes  r.  T.  LH,  p.  1042f 
zur  Cayley  "sehen  Abhandlung  T.  LII,  p.  1039  gehörig).  —  Sur  les  six  droites 
qui   peuvent   etre   les  directions  de    six    forces   en   eqnilibre.    Proprie'te's   de 
Schell,  Mechanik.  II.  4 
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l'hyperboloide  a  une  nappe   et  d'une  certaine  surface  du  quatrieme  ordre. 

(Comptes  r.  T.  LII,  p.  1094—1104.) 
Spottiswoode,  Note  aar  lMquilibre  des  forcesdans  l'espace.  (Comptes  r.  T.  LXVI 

[1868],  p.  97.) 
Chelini,  Sulla  compoaizione  geometrica  de  «iatemi  di  rette,   di  aree  e  di  punti. 

Memorie  dell'Accad.  di   Bologna,  Ser.  2d*,  T.  X,  p.  343  (1870)  und  Nuova 

geometria  de1  complessi.  Mem.  deir  Accad.  di  Bologna,  Ser.  3",  T.  I,  p.  125 

(1871). 
Sturm,  R.,  Sülle  forze  in  equilibrio.    Annali  di  matematica,  diretti  da  Brioschi  e 

Cremona,  Ser.  2<**,  T.  VII,  p.  217  (1875—76). 
Lindemann,   Ueber   unendlichkleine  Bewegungen   und   über  Kräftesysteme  bei 

allgemeiner   projectivischer   Massbestimmung.     Mathem.    Annalen,   Bd.    VII, 

S.  56  (1874). 
Somoff,  theoretische  Mechanik  II,  Statik,  Cap.  IV. 


IV.  Capitel. 

Aequivalenz  und  Gleichgewicht  der  Kräftesysteme  am  unveränder- 
lichen Punktsysteme   bei  beschränkter  Beweglichkeit  und  am  ver- 
änderlichen Punktsysteme  y  welches  in  unveränderliche  Systeme 

zerlegt  werden  kann. 

§.  1.  Das  unveränderliche  System,  an  welchem  ein  Kräftesystem  an- 
greift, kann  Bedingungen  unterworfen  sein,  welche  seine  Beweglichkeit  be- 
schränken. Sie  bestehen  darin,  dass  das  System  gezwungen  wird,  mit 
anderen  unveränderlichen  Systemen  in  gewisser  bestimmter  Verbindung  zu 
bleiben.  Diese  Verbindung  kann  sehr  mannigfach  sein;  sie  kann  z.  B.  darin 
bestehen,  dass  gewisse  Punkte  des  Systems  auf  gewissen  Flächen  oder 
Curven,  die  den  anderen  Systemen  angehören,  bleiben,  oder  dass  gewisse 
Flächen  desselben  durch  Punkte  jener  Systeme  hindurchgehen  sollen,  oder 
dass  Flächen  mit  Flächen  in  Berührung  zu  bleiben  genöthigt  sind  u.  s.  w. 
Dabei  können  die  Systeme,  mit  welchen  das  gegebene  verbunden  sein  soll, 
unbeweglich  (fest)  oder  beweglich  sein.  Man  kann  das  gegebene  System 
und  alle  anderen  Systeme,  mit  welchen  es  verbunden  ist,  als  ein  einziges  ver- 
änderliches System  ansehen,  dessen  Theile  ihre  Beweglichkeit  gegenseitig 
so  beschränken,  dass  eine  Bewegung  des  einen  auf  die  Bewegung  der  an- 
deren Einfluss  hat.  Dabei  können  an  allen  einzelnen  Systemen  Kräfte  an- 
greifen, oder  nur  an  einzelnen.  Es  kann  somit  das  Studium  der  Wirkung 
eines  Kräftesystems  an  einem  unveränderlichen  Punktsystem,  welchem  Be- 
dingungen seiner  Beweglichkeit  auferlegt  sind,  als  ein  specieller  Fall  des 
allgemeinen  Problems  der  Wirkung  von  Kräften  auf  ein  aus  unveränder- 
lichen, mit  einander  nach  bestimmten  Normen  verbundenen  Systemen  ge- 
bildetes   veränderliches   Gesammtsystem    aufgefasst    werden.     Wir   werden 
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diesen  Weg  betreten  und  zunächst  allgemeine  Sätze  über  das  Gleichgewicht 
von  Kräften  an  solchen  Systemen  aufstellen. 

§.  2.  Ein  im  Gleichgewicht  befindliches  Kräftesystem  kann  den  Ge- 
schwindigkeitszustand des  Kräftesystems,  an  welchem  es  angreift,  nicht 
ändern,  welches  derselbe  auch  immer  sei.  Der  Geschwindigkeitszustand 
kann  daher  verändert  werden,  ohne  dass  das  Gleichgewicht  der  Kräfte  zer- 
stört wird,  so  lange  dadurch  an  der  Intensität,  Richtung  und  Lage  der 
Kräfte  nichts  geändert  wird.     Hieraus  folgt  insbesondere: 

Findet  Gleichgewicht  zwischen  den  Kräften  statt,  welche 
an  einem  veränderlichen  System  angreifen,  so  besteht  dasselbe 
fort,  wenn  das  System  in  Ganzem  oder  in  einzelnen  Theilen  un- 
veränderlich wird  (erstarrt).  Denn  dadurch  wird  blos  die  Beweglich- 
keit beschränkt  und  werden  gewisse  früher  mögliche  Geschwindigkeits- 
zustände  ausgeschlossen.     Hieraus  folgt  weiter: 

Die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  von  Kräften  am  un- 
veränderlichen System  gelten  auch  für  das  Gleichgewicht  von 
Kräften  am  veränderlichen  System  als  nothwendige  (aber  nicht 
hinreichende)  Bedingungen. 

Ebenso  ergibt  sich  weiter: 

Das  Gleichgewicht  von  Kräften  an  einem  beliebig  verän- 
derlichen System  besteht  fort,  wenn  Theile  desselben  unbeweg- 
lich werden.  Denn  auch  hiedurch  wird  blos  der  Umfang  der  Beweglich- 
keit und  der  möglichen  Geschwindigkeitszustände  eingeschränkt.  Man  darf 
diesen  Satz  nicht  umkehren.  Denn  das  Gleichgewicht  von  Kräften  an 
einem  zum  Theil  unbeweglichen  System  kann  der  Art  sein,  dass  es  nur 
mit  Hülfe  von  Hindernissen  des  Beschleunigungszustandes  zu  Stande  kommt, 
welche  aus  der  Unbeweglichkeit  entspringen.  Da  aber  Hinderungen  von 
Beschleunigungen  selbst  durch  Beschleunigungen  dargestellt  werden  können, 
so  sieht  man,  dass  die  Hindernisse,  welche  sie  hervorrufen,  durch  Kräfte 
ersetzbar  sind.     Daher  kann  man  den  Satz  aufstellen: 

Sind  Theile  eines  Systems,  auf  welches  Kräfte  einwirken, 
unbeweglich  und  findet  zwischen  den  Kräften,  welche  an  den 
beweglichen  Theilen  angreifen,  Gleichgewicht  statt,  so  ist  es 
immer  möglich,  an  den  unbeweglichen  Theilen  solche  Kräfte 
anzubringen,  dass  das  Gleichgewicht  am  Gesammtsystem  zwi- 
schen ihnen  und  den  ursprünglichen  Kräften  fortbesteht,  wenn 
die  unbeweglichen  Theile  gleichfalls  beweglich  werden. 

§.  3.  Das  veränderliche  Gesammtsystem  bestehe  aus  einem  unver- 
änderlichen Systeme  £  und  einem  Punkte  A,  welcher  blos  auf  einer  Fläche 
S  von  £  beweglich  sei.    An  A  wirke  eine  Kraft  P,  an  £  ein  Kräftesystein. 

Reducirt  man  die  Kräfte  an  £  für  den  Punkt  AQ  der  Fläche  &,  mit  welchem 

4* 
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A  zusammenfallt  und  läset  das  Gesammtsystem  unveränderlich  werden,  so 
folgt,  dass  das  Kräftesystem  an  £  einer  durch  A^  gehenden  Einzelresul- 
tante  R  äquivalent  und  dass  diese  der  Kraft  P  entgegengesetzt  gleich  sein 
mus8.  Beide  Kräfte  müssen  aber  zugleich  normal  zu  S  sein.  Denn  zer- 
legt man  P  in  zwei  Componenten  Plf  P2,  ebenso  R  in  Rly  R2  normal  und 
tangential  zu  &,  so  halten  sich  Pl  und  Rx  Oleichgewicht,  da  A  in  die 
Fläche  S  nicht  eindringen  kann,  allein  P,  an  A  und  R2  an  dem  Flächen- 
punkte A0  angreifend  nicht,  obgleich  sie  entgegengesetzt  gleich  sind,  da 
der  Punkt  A  in  der  Tangentenebene  beweglich  ist  und  über  den  Punkt  A0 
hingleiten  kann.  Daher  müssen  die  tangentiellen  Componenten  für  sich 
verschwinden,  d.  h.  P  und  R  müssen  normal  zu  8  sein. 

Zum  Gleichgewicht  eines  Kräftesystems,  welches  an  einem 
unveränderlichen  System  £  und  einer  Einzelkraft,  welche  an 
einem  Punkte  A  angreift,  welcher  auf  einer  Fläche  S  von  £ 
beweglich  ist,  ist  nothwendig,  dass  das  Kräftesystem  einer 
Einzelresultante  äquivalent  und  dass  diese  jener  Einzelkraft 
entgegengesetzt  gleich  und  zur  Fläche  8  normal  sei. 

Wird  £  fest,  so  halten  sich  die  Kräfte  an  £,  welches  sie  auch  immer 
seien,  Gleichgewicht  und  bleibt  für  die  Kraft  P,  welche  an  dem  auf  der 
festen  Fläche  S  frei  beweglichen  Punkte  A  angreift,  blos  die  Bedingung, 
dass  sie  normal  zu  S  sei. 

Wird  der  Punkt  A  fest,  so  fällt  P  hinweg  und  bleibt  für  das  Kräfte- 
system, welches  an  dem  System  2  angreift,  von  welchem  eine  Fläche  8 
an  dem  festen  Punkte  A  gleiten  kann,  als  die  Bedingung  des  Gleichgewichts, 
dass  es  äquivalent  einer  durch  diesen  Punkt  gehenden  Einzelresultante  sei. 

Sind  A,  B, .  . .  Punkte,  welche  in  der  Fläche  S  des  Systems  £  be- 
weglich sind  und  auf  welche  Kräfte  P,  Q,  .  . .  wirken,  während  £  von  einem 
Kräftesystem  weiter  afficirt  wird,  welches  mit  P,  Q, ...  an  dem  Gesammt- 
system im  Gleichgewicht  ist,  so  ist  das  Kräftesystem  äquivalent  dem  System 
der  Kräfte  —  P,  —  Q, .  . .  d.  h.  es  müssen  sich  dem  Kräftesystem  Kräfte 
substituiren  lassen,  welche  den  an  A,  P,  . . .  angreifenden  Kräften  einzeln 
Gleichgewicht  halten.  Lässt  man  nun  £  und  damit  auch  S  fest  werden 
während  die  Punkte  A?  B, . . .  in  S  beweglich  bleiben,  so  folgt,  dass  P,  <?,... 
normal  zu  S  in  diesen  Punkten  sein  müssen. 

Werden  A}  J5, .  . .  unbeweglich,  während  £  beweglich  bleibt,  so  fallen 
P,  Qy\  .  .  hinweg  und  folgt,  dass  die  Bedingung  deB  Gleichgewichts  von 
Kräften  an  einem  unveränderlichen  System,  welches  mit  einer  Fläche  S  an 
festen  Punkten  A}  P, .  . .  hingleiten  kann,  die  ist,  dass  das  System  dieser 
Kräfte  durch  Kräfte  ersetzt  werden  könne,  welche  in  den  festen  Punkten 
normal  zur  Fläche  S  sind. 

Ist  die  Fläche  8  des  Systems  £  an  einem  oder  mehreren  festen  Punkten 
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verschiebbar  und  sind  in  der  Fläche  S  Punkte  beweglich,  auf  welche  Kräfte 
wirken,  während  an  2  für  sich  ein  Kräftesystem  angreift,  so  ist  zum  Gleich- 
gewicht aller  Kräfte,  der  an  den  beweglichen  Punkten  und  der  an  2  an- 
greifenden, nothwendig,  dass  alle  zusammen  durch  Kräfte  ersetzbar  sind, 
welche  in  den  festen  Punkten  normal  zur  Fläche  8  sind. 

§.  4.  Die  Möglichkeit  das  Kräftesystem  durch  ein  ihm  äquivalentes  zu 
ersetzen,  dessen  Kräfte  die  Richtung  der  Normalen  an  die  Fläche  S  in  den 
gegebenen  Punkten  A,  2?,  . .  .  haben,  hängt  von  der  Zahl  n  dieser  Punkte 
ab.  Denn  wenn  A,  B,  <7,  L,  M,  2\T;  A\  ff,  C\  £',  M ',  N\  die  Reductions- 
elemente  des  Systems  der  gesuchten  n  Kräfte  und  des  gegebenen  Kräfte- 
systems sind,  so  müssen  die  6  Gleichungen  bestehen 

A*=*A',       L  =  L', 
B  =  B',      M=M', 
C=C\        N=N\ 

Für  n  =  6  folgen  hieraus  die  Intensitäten  der  gesuchten  Kräfte  eindeutig; 
für  n  >  6 ,  kann  man  n  —  6  Kräfte  willkührlich  annehmen  und  die  6  übrigen 
bestimmen;  für  n  <  6  aber  kann  man  die  Intensitäten  der  n  Kräfte  elimi- 
niren  und  bleiben  dann  6  —  n  Bedingungen  übrig,  denen  die  Richtungs- 
linien dieser  Kräfte  genügen  müssen.  Für  n  >  6  ist  es  also  immer  mög- 
lich ein  dem  gegebenen  äquivalentes  System  von  n  Kräften  zu  finden,  welche 
normal  zu  S  in  -4,  J5,  . . .  sind  und  zwar  sind  diese  Kräfte  für  n  =  6  völlig 
bestimmt^  während  sie  für  n>6  zum  Theil  willkührlich  bleiben;  für  w<6 
ist  es  nicht  immer  möglich,  solche  Kräfte  zu  finden.  Für  w  ^>  6  herrscht 
also  immer  Gleichgewicht,  welches  auch  das  gegebene  Kräftesystem  sein 
möge.  In  der  That  ist  das  System,  an  welchem  die  Kräfte  angreifen,  un- 
beweglich, sobald  die  Fläche  S  durch  6  gegebene  Punkte  hindurchgehen 
soll,  während  f Ür  «  <  6  Beweglichkeit  verschiedener  Grade  stattfindet. 
Wir  wollen  gegenwärtig  diesen  Gegenstand  nicht  ausführlich  besprechen, 
sondern  ihn  nur  andeuten,  weil  wir  bei  Gelegenheit  des  Princips  der  vir- 
tuellen Geschwindigkeiten  ohnehin  tiefer  auf  ihn  eingehen  müssen. 

§.  5.  Das  Gesammtsystem  bestehe  aus  zwei  unveränderlichen  Systemen 
2,  2f,  welche  sich  mit  zwei  Flächen  S,  S'  in  einem  Punkte  berühren,  so 
dass  in  diesem  Punkte  eine  bestimmte  Tangentenebene  und  ^Normale  existirt. 
An  jedem  System  2,  2?  wirken  Kräfte,  welche  zusammen  ein  Kräftesystem 
bilden,  welches  an  dem  veränderlichen  Gesammtsystem  im  Gleichgewicht 
ist.  Die  Berührung  der  Flächen  kann  man  sich  so  denken,  dass  ein  Punkt 
A  vorhanden  ist,  welcher  in  beiden  Flächen  S,  S'  zugleich  beweglich  ist. 
Es  steht  nichts  im  Wege,  diesen  Punkt  als  eine  verschwindende,  zwischen 
beiden  Flächen  an  der  Berührungsstelle  befindliche  Kugel  anzusehen.  Indem 
man  dieselbe  unbeweglich  macht,  wird  das  Gleichgewicht  nicht  gestört  und 
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folgt,  dasB  die  Kräfte  an  £  sowohl,  als  auch  die  Kräfte  an  £? 
einer  Einzelresultante  .R,  Bf  äquivalent  sein  müssen,  welche  in 
die  Richtung  der  gemeinsamen  Normale  der  Flächen  S,S'  fallen. 
Diese  Resultanten  müssen  ferner  entgegengesetzt  gleich  sein, 
weil  das  Gleichgewicht  fortbestehen  muss,  wenn  2?,  £'  zu  einem  Gesammt- . 
System  erstarren.  Diese  beiden  Bedingungen  sind  auch  hinreichend  zum 
Gleichgewicht.  Denn  sind  sie  erfüllt,  so  bringe  man  an  der  Zwischen- 
kugel die  beiden  entgegengesetzten  Kräfte  —  B  und  —  B'  an  den  Berüh- 
rungspunkten mit  &,  S'  an.  Dieselben  halten  sich  an  der  Kugel  Gleich- 
gewicht und  stören  daher  die  Wirkung  der  übrigen  Kräfte  nicht.  Es  sind 
aber  B  und  —  B  an  S  und  Bf,  —  Bf  an  &y  jedes  Paar  für  sich  im  Gleich- 
gewicht, mithin  ist  auch  das  ganze  Kräftesystem  im  Gleichgewicht. 

Von  den  beiden  Kräften  i?,  Bt  drückt  die  erstere  die  Wirkung  des 
Kräftesystems  an  £  auf  das  System  2'  oder  den  Druck  auf  2*    aus;  ebenso 

die  zweite  den  Druck  des  Kräftesystems  an  2f  auf  £.     Die  Kraft  —  22, 

» 

welche  an  £  angreifend  mit  den  Kräften  an  £  Gleichgewicht  hält,  heisst 
auch  der  Widerstand  von  £'  gegenüber  der  Einwirkung  der  Kräfte  von  £ 
auf  £>;  ebenso  ist  — Bf  der  Widerstand  von  £  gegenüber  2f. 

Im  Falle  des  Gleichgewichts  von  Kräften,  welche  an  zweien, 
mit  zwei  Flächen  in  einem  Punkte  berührend  verbundenen 
Systemen  wirken,  ist  es  immer  möglich,  im  Berührungspunkte 
längs  der  gemeinschaftlichen  Normale  zwei  entgegengesetzt 
gleiche  Kräfte,  an  jedem  System  eine,  derart  anzubringen,  dass 
an  jedem  Systeme  für  sich  zwischen  den  an  ihm  wirkenden 
Kräften  und  der  zugefügten  Kraft  Gleichgewicht  besteht. 

Berühren  sich  die  Flächen  S,  S'  in  mehreren  Punkten,  so  kann  man 
an  jeder  Berührungsstelle  eine  unendlichkleine  Zwischenkugel  einschalten, 
welche  auf  beiden  Flächen  beweglich  ist.  Indem  man  sich  sämmtliche  Zwi- 
schenkugeln unbeweglich  denkt,  erkennt  man,  dass  das  Kräftesystem,  welches 
an  £  angreift,  äquivalent  sein  muss  einem  Kräftesystem  P,  Q,  . . .  dessen 
Kräfte  längs  den  gemeinsamen  Normalen  a,  /3, .  .  .  in  den  Berührungs- 
punkten der  Flächen  S,  S'  wirken  und  dass  ebenso  das  Kräftesystem  an 
£'  äquivalent  sein  muss  einem  anderen  Kräftesystem  P*,  (?',...  dessen  Kräfte 
gleichfalls  in  die  Richtungen  der  Normalen  a,  /3, . . .  fallen.  Indem  man 
hierauf  die  Systeme  £,  2?  zu  einem  Gesammtsystem  erstarren  lässt,  sieht 
man,  dass  P  +  P',  Q  -f-  Qf, .  .  .  ein  an  diesem  im  Gleichgewicht  befind- 
liches Kräftesystem  bilden  müssen. 

Es  kann  sein,  dass  das  System  der  Kräfte  P,  Q, . .  .  welches  dem 
Kräftesystem  an  £  äquivalent  ist,  eindeutig  bestimmt  ist;  dann  folgt  aus 
dem  Gleichgewicht  von  P  -f-  P',  Q  +  (jf,  .  . .  dass  das  System  — P',  —  (f, . . . 
äquivalent  P,  Q, . .  .  und  von  diesem   nicht  verschieden  sein  kann  (weil  es 
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nur  ein  System  P,  Qy . .  .  gibt).  Daher  ist  P  +  V  =  0,  Q  +  Qf  —  0, . . . 
d.  h.  es  halten  sich  die  Kräfte  P,  P*\  Q,  Qf, . .  .  längs  den  Normalen 
er,  0, ...  an  jeder  Berührungsstelle  für  sich  Gleichgewicht.  Es  kann  aber 
auch  der  Fall  eintreten,  dass  von  den  Kräften  P,  Q, . . .  einige  willkührlich 
angenommen  werden  können  und  erst  dann  die  übrigen  eindeutig  bestimmt 
sind.  In  diesem  Falle  folgt  ebenso,  dass  für  jede  einzelne  willkührliche  An- 
nahme solcher  Kräfte  an  allen  Berührungsstellen  P+P,  =  0,  Q-\-Qf=0,... 
sein  müsse. 

Halten  sich  an  zweien,  mit  zwei  Flächen  in  mehreren 
Punkten  berührend  verbundenen  Systemen  Kräfte  Gleichgewicht, 
so  ist  es  immer  möglich,  längs  den  gemeinschaftlichen  Normalen 
der  Berührungspunkte  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte,  die  einen 
am  einen,  die  anderen  am  anderen  System,  derart  anzubringen, 
dass  an  jedem  System  für  sich  zwischen  den  an  demselben  an- 
greifenden und  den    zugefügten  Kräften   Gleichgewicht  besteht. 

Berühren  sich  die  Systeme  mit  1 ;  2 ,  3 , ...  6  Punkten,  so  sind  diese 
zuzufügenden  Kräfte  oder  Widerstände  bestimmt;  bei  7,  8, .  .  .  und  mehr 
Berührungsstellen  bleiben  sie  unbestimmt.  Bei  1,  2,  3,  4,  5  Berührungs- 
stellen findet  Beweglichkeit  der  Systeme  an  einander  statt,  bei  6,  7, .  . . 
Berührungen  aber  bilden  die  Systeme  im  Allgemeinen  ein  unveränderliches 
Gesammtsystem  und  findet  das  Gleichgewicht  als  an  einem  solchen  statt. 
Sind  S,  S'  Ebenen,  Kugeln  oder  Schraubenflächen,  so  kann  auch  bei  mehr 
als  6  Berührungspunkten  Beweglichkeit  stattfinden,  da  solche  Flächen  in 
unendlich  vielen  Lagen  in  Coincidenz  sich  befinden  können.  Erhalten  die 
Normalen  er,  0,  . . .  der  Berührungsstellen  die  Bedingungen  des  Cap.  TU; 
so  dass  längs  ihnen  Kräfte  im  Gleichgewicht  sein  können,  so  werden  die 
Widerstände  gleichfalls  unbestimmt,  denn  man  kann  einem  solchen  System 
von  Widerständen  ein  System  von  Kräften,  welches  sich  längs  den  Nor- 
malen wirkend  Gleichgewicht  hält,  hinzufügen  und  dadurch  die  einzelnen 
Widerstände  ihrer  Intensität  nach  modificiren.  Auch  die  Richtung  der 
Widerstände  kann  unbestimmt  werden,  wenn  nämlich  die  gemeinschaftlichen 
Normalen  a}  /S,  .  . .  es  werden.  Dies  tritt  ein,  wenn  die  Flächen  S,  S' 
sich  beide  mit  singulären  Punkten  oder  Linien  (Spitzen,  Kanten  etc.)  be- 
rühren. Solche  Fälle  bedürfen  einer  besonderen  Untersuchung.  Man  muss 
die  besonderen  Elemente  als  Fälle  von  Einschnürungen,  Zusammenschrum- 
pfungen etc.  der  Flächen  S%  S'  ansehen  und  erst  den  allgemeinen  Fall  be- 
handeln, um  durch  einen  Grenzenübergang  aus  der  Lösung  desselben  den 
speciellen  abzuleiten. 

Wird  das  System  £'  fest,  während  2  mit  der  Fläche  S  dasselbe  in 
verschiedenen  Punkten  der  Fläche  S'  berührt,  so  ist  das  Kräftesystem  an 
E  mit  den  Kräften  JP',  Qf, .  .  .  unter  allen  Umständen  im  Gleichgewicht 
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und  kann  dasselbe  auch  fehlen,  indem  die  Festigkeit  die  Drucke  des  Systems 
Z  auf  27'  tilgt.  Dann  brauchen  also  blos  die  Gleichgewichtsbedingungen 
für  das  bewegliche  System  2  erfüllt  zu  sein,  nämlich: 

Halten  sich  an  einem  beweglichen  unveränderlichen  System, 
welches  ein  anderes  unbewegliches  System  an  verschiedenen 
Stellen  berührt,  Kräfte  Gleichgewicht,  so  können  längs  den  Nor- 
malen derBerührungsstellen  stets  weitereKräfte(Widerständedes 
unbeweglichen  Systems)  gefunden  werden  derart,  dass  sie  mit 
den  gegebenen  Kräften  Gleichgewicht,  wie  an  einem  freien  System 
halten. 

§.  6.  Wir  wollen  einige  hieher  gehörige  Fälle  näher  untersuchen. 

1.  Es  sei  das  bewegliche  System  S  mit  dem  unbeweglichen  System 
blos  in  einem  Punkte  0  und  zwar  so  verbunden,  dass  dieser  mit  einem 
bestimmten  Punkte  desselben  fortwährend  vereinigt  bleibt,  d.  h.  das  be- 
wegliche System  besitze  einen  festen  Punkt,  um  welchen  es  rotiren  kann. 
Die  Keduction  der  Kräfte  für  0  liefere  eine  Resultante  R  und  ein  Paar 
vom  Axenmomente  G.  Der  Widerstand  N  des  festen  Punktes,  nach  dessen 
Einführung  das  bewegliche  System  als  ein  freies  behandelt  werden  kann, 
muss  mit  beiden  Gleichgewicht  halten,  d,  h.  es  ist  \R]  +  [JV]  =  0,  [G]  =  0. 
Zum  Gleichgewicht  eines  Kräftesystems,  welches  an  einem  un- 
veränderlichen, um  einen  festen  Punkt  beweglichen  System  an- 
greift, ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  dasselbe  einer  durch 
den  festen  Punkt  hindurchgehenden  Einzelresultante  äquivalent 
sei.  Der  Widerstand  des  festen  Punktes  ist  dieser  Resultanten 
.geometrisch  gleich  und  entgegengesetzt. 

Sind  in  Bezug  auf  irgend  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  A, 
B,  C,  NXt  iVy,  JV,,  X,  üf,  N,  a,  &,  c  die  Componentensummen  der  Kräfte 
parallel  den  Axen,  die  Componenten  des  Widerstandes,  die  Componenten 
des  resultirenden  Axenmomentes  in  Bezug  auf  den  Coordinatenursprung  und 
die  Coordinaten  des  festen  Punktes  0,  so  sind  die  6  Gleichgewichtsbedingungen : 

A  +  Nx  =  Qy     £  +  Ary  =  0,     6y+Ars=0, 


L  + 


b    c 

NyNs 


=  0,     M  + 


c    a 


=  0,     N  + 


a    b 


y 


=  0. 


Es    bleiben    daher    nach    Elimination    des   Widerstandes    als    eigentliche 
Gleichgewichtsbedingungen : 


L  — 


bc 
BC 


=  0,     M  — 


c  a 
CA 


=  0,     N  — 


a  b 
AB 


=  0, 


oder,   wenn    man   den    Ursprung   in    den   festen   Punkt   verlegt:    L  =  0, 
M  =  0,  #=0,  d.  h.  \G]  =  0. 

2.    Ist  das  System  27  der  Bedingung  unterworfen,  dass  ein  Punkt  0 
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desselben  auf  einer  festen  Curve  ohne  Reibung  zu  bleiben  oder  auch,  dass 
eine  Curve  des  Systems  durch  einen  festen  Punkt  hindurchzugehen  ge- 
zwungen ist,  so  ist  zum  Gleichgewicht  des  an  2  angreifenden  Kräfte- 
systems nothwendig  und  hinreichend,  dass  dasselbe  einer  Einzelresultante 
äquivalent  sei,  deren  Richtung  die  Curve  rechtwinklig  schneidet.  Sind 
x,  y,  z  die  Coordinaten  von  0,  welche  also  den  Gleichungen  der  gegebenen 
Curve  genügen  müssen,  so  sind  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  unter 
Beibehaltung  der  bisherigen  Bezeichnungen,  wenn  x\  y\  z  Differentiationen 
nach  dem  Bogen  s  der  Curve  bedeuten: 


£  + 


y  * 


! 


N,N, 


=  0,     M  -f 


x    y 

NxNy 


=  0, 


z    x 

N.X.   =°'    N  + 
Ax  +  By  +  Cz  —  0, 

aus    welchen    nach    Elimination   des    Widerstandes    als    eigentliche   Gleich- 
gewichtsbedingungen übrig  bleiben: 


l 


y  * 

BC 


=  0,     M  — 


=  0,    n  — 


x  y 
AB 


=  0, 


z  x 
CA 
Ax  +  By  +  Cz  =  0. 

Für  0  als  Ursprung  werden  dieselben,  wenn  man  die  Tangente  der  Curve 
in  0  zur  x-Axe  wählt,  d.  h.  %  =  1,  y  =  z  —  0  sezt: 

Z  =  0,     Jtf=0,     2V=0,     A  =  0. 

Die  vorliegende  Frage  ist  einer  Ent Wickelung  fähig,  wie  die  analoge  ein- 
fachere in  Cap.  II,  §.  3. 

3.  Ist  der  Punkt  0  auf  einer  Flache  beweglich,  oder  ist  eine  Flache 
von  2  durch  einen  festen  Punkt  zu  gehen  genöthigt,  so  muss  das  Kräfte- 
system einer  zur  Fläche  normalen  Einzelresultanten  äquivalent  sein.  Ist 
U  «s  0  die  Gleichung  der  festen  Fläche  und  sind  x,  y,  z  die  Coordinaten 
von  O  in  ihr,  so  sind  die  Gleichgewichtsbedingungen 

A  +  NX  =  Q,     B  +  NtJ  =  Q,     (7+tf,  =  0 


L  + 


y  * 

N,jNa 

=  0,     Jf  + 

z   x 

N,NX 

=  0,    i*r  + 

x   y 

NxNy 

N.         Ny         N, 

ul~ 

u; 

u: 

=  0 


Für   0  als   Ursprung  und  die   Normale  in  0  als  z-Axe  werden  sie  nach 
Elimination  des  Widerstandes 

A  =  Q,     5  =  0,     Z  =  0,     Jf=0,     i\T=0. 
4.    Sind    zwei    Punkte   0,  0'   des    Systems  2  und    mithin    auch    die 
Gerade  OCf  fest,  so  halten  die  Widerstände  derselben  dem  an  2  angrei- 
fenden  Kräftesystem   Gleichgewicht.     Ihre  Richtungen  sind  ein  Paar  con- 
jugirter   Geraden   in   dem   durch   das  Kräftesystem  bestimmten  Complexe, 
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welche  die  Axe  Off  schneiden.  Sind  Nx,  Ny,  Nt;  N*,  N"9,  Nl  die  Com- 
ponenten  der  Widerstände  A,  B,  C,  L,  M,  N  die  Beductionselemente  des 
Kräftesystems  für  0  als  Ursprung  und  00"  =  h  als  «-Axe  eines  recht- 
winkligen Coordinatensystems,  so  bestehen  die  Gleichgewichtsbedingungen: 

U  o  oh 

L  + 


A  +  N.  +  K  —  O, 


B  +  Nt  +  lT,  —  Q,     M  + 

c  +  n,  +  n:  =  o,    N  + 


NVN, 

o  o 

N,NX 

I  o  o  | 
\NxNy 


+ 


+ 


+ 


o 

KIT, 
h   o 

0    o 


=  o, 


=  0, 


=  0, 


oder 


L  —  htfj^  0, 
M  +  hN'x  =  0, 
N=0. 


A  +  Ns  +  K-=0, 

b  +  n,  +  n;=*o, 

0+^  +  ^  =  0, 

Die  letzte  dieser  sechs  Gleichungen  ist  die  einzige  von  dem  gegebenen 
Kräftesystem  für  sich  zu  erfüllende  Bedingung,  die  fünf  anderen  liefern  die 
Componenten  der  Widerstände,  welche  die  festen  Punkte  leisten  müssen 
und  mithin  auch  der  Pressungen,  welche  das  Kräftesystem  auf  sie  ausübt. 
Aus  der  4.  und  5.  Gleichung  erhält  man  JV*,  N*y  und  hiemit  aus  der  1. 
und  2.  Nx,  Nyy  während  die  3.  N.  -f-  N*t  gibt,  wie  natürlich  ist,  da  die 
Kräfte  Ng  und  N'z  längs  derselben  Geraden  wirken.  Man  kann  daher  eine 
von  ihnen  willkührlich  annehmen.  Die  von  den  Widerständen  unabhängige 
Gleichung  drückt  aus,  dass  zum  Gleichgewicht  des  um  eine  feste 
Axe  beweglichen  Systems  blos  erforderlich  ist,  dass  das  Moment 
des  Kräftesystems  in  Bezug  auf  diese  Axe  Null  sei. 

5.  Ist  von  den  beiden  Punkten  0,  ff  in  Nr.  4  blos  0  fest,  dagegen 
ff  auf  einer  festen  Curve  beweglich  und  sind  <*,  jJ,  y  die  Neigungswinkel 
der  Tangente  dieser  Curve  in  ff  gegen  die  Coordinatenaxen,  so  muss  der 
Widerstand  von  0'  normal  zur  Curve  sein,  tritt  zu  den  Gleichgewichts- 
bedingungen der  vorigen  Nr.  noch  die  weitere 

N'x  cos  a  +  N'y  cos  ß  +  &*  cos  y  =  0 
hinzu  und  hört  jetzt  die  Unbestimmtheit  von  N.  und  N',  auf.  Nur  in  dem 
Falle,  dass  die  Curve  die  Axe  Off  rechtwinklig  schneidet-,  d.  h.  cos  y  =  0 
ist,  besteht  diese  Unbestimmtheit  dennoch  fort,  indem  die  hinzutretende  Be- 
dingung N's  dann  nicht  enthält.  Um  die  Betrachtung  zu  vereinfachen, 
wollen  wir,  was  wegen  der  willkührlichen  Lage  der  rc-Axe  immer  möglich 
ist,  annehmen,  dass  die  Tangente  der  Curve  parallel  der  #-Axe,  d.  h. 
cos  a  =  1  und  cos  ß  =  0  sei.  Dann  folgt  noch  N'x  =  0  und  wird  mithin 
M  =  0  sein  müssen.  Das  Gleichgewicht  der  Kräfte  verlangt  also  in  diesem 
Falle  M  =  0  und  N  =  0,  d.  h.  das  Verschwinden  des  Momentes  der  Kräfte 
für  die  Axe  Off  und  die  zu  der  Ebene  senkrechte  Axe,  welche  Off  mit 
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der  Tangente  der  Cnrve  in  Cf  bestimmt.  Die  Bedingung  N  *=*  0  schliesst 
die  Drehung  des  Systems  um  OCfy  die  Bedingung  M  =  0  eine  unendlich 
kleine  Verrückung  des  Punktes  Cf  auf  der  Curve  aus. 

6.  Sind  beide  Punkte  0,  Cf  auf  gegebenen  Curveo  beweglich  und 
sind  a,  0,  y\  a,  /f,  y  die  Richtungswinkel  der  Tangenten  dieser  Curven 
in  0,  Cf  gegen  die  Coordinatenaxen,  so  treten  zu  den  6  Bedingungen  von 
Nr.  4  die  beiden  neuen 

Nx  cos  et  -f-  Ny  cos  ß  -f-  N,  cos  y  =  0, 

•Nx  cos  a  +  Ny  cos  j^  -f-  ^  cos  /  ==  0 

hinzu,  wodurch  die  Unbestimmtheit  von  Ns  und  N'8  gehoben  wird,  zugleich 
aber  ausser  N=0  noch  eine  neue  von  den  Widerständen  unabhängige  Be- 
dingung eingeführt  wird,  die  man  durch  Elimination  der  Widerstandscompo- 
nenten  findet.  Ist  z.  B.,  um  den  einfachsten  Fall  zu  erwähnen,  die  #-Axe 
die  (doppelt  gedachte)  Linie,  in  welcher  0,  Cf  beweglich  sind,  so  ist  cosa 
=  cos  ß  =  0,  cesa'  =  cos  ff  =  0,  also  N3  =  0,  N*s  =  0,  also  C  =  0  die 
hinzutretende  Bedingung,  d.  h.  ein  um  eine  Axe  drehbares  und  zu- 
gleich parallel  derselben  verschiebbares  System  erfordert  zum 
Gleichgewicht  von  Kräften,  welche  an  ihm  angreifen,  dass  das 
Moment  derselben  in  Bezug  auf  diese  Axe  und  ihre  Projections- 
summe  auf  sie  zugleich  verschwinde.  Beide  Bedingungen  zusammen 
bindern  jede  Schraubenbewegung  um  die  Axe. 

7.  Berührt  das  System  £  mit  zwei  Punkten  0,  Cf  eine  feste  Ebene 
und  wählt  man  0  zum  Ursprung,  OCf  zur  #-Axe  und  die  feste  Ebene  zur 
xy- Ebene,  so  sind  NX1  Nu,  NXi  N,f  Null  und  bleiben  als  Bedingungen  des 
Gleichgewichts  4  =  0,  JB  =  0,  0  +  ^  +  ^  =  0,  X  =  0,  M  —  Nvh  =  0, 
tf  =  0,  d.  h.  als  eigentliche  von  den  Widerständen  unabhängige  Bedingungen 
A  =  0,  5  =  0,  L  =  0,  N  =  0. 

8.  Besitzt  das  System  Z  drei  feste  Punkte  0,  Cf,  0",  so  ist  dasselbe 
unbeweglich  und  gibt  es  keine  von  den  Widerständen  unabhängige  Be- 
dingung des  Gleichgewichts,  vielmehr  ist  jedes  Kräftesystem  an  £  im  Gleich- 
gewicht. Wählt  man  0  zum  Ursprung,  OCf  zur  x-Axe  und  die  Ebene  OCf  0" 
zur  xy- Ebene,  so  erhält  man,  wenn  a,  o,  o;  a",  6",  o  die  Coordinaten  von 
Cf  und  Cf'  sind,  die  Gleichungen  für  die  Componenten  der  Widerstände 

A  +  Nx  +  Nx  +  Nx'  =  Oy     B  +  Ny  +  N'y  +  Ny'  =  0, 

c  +  n,  +  m  +  n:  =  o 


L  + 


o   o 


+ 


0    o 

N  + 


+ 


K'ir; 


=  0,   M  + 


o   o 

N,NZ 


o   o 


+ 


a    o 


+ 


a 


tt 


+ 


f/ 


o  a 


+ 


o  a 

r"  ■»■»•" 


n:ns 


=o, 


Mir: 


y 


0 


woraus  sich  nicht  alle  Widerstände  bestimmen  lassen. 
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Sind  die  drei  Punkte  auf  der  festen  Ebene  beweglich,  so  sind  JV«, 
N,Jy  ^?x,  N'v,  N'x%  Ny  Null  und  bleiben  blos  NZ1  N*9,  N','  zu  bestimmen, 
wozu  die  Bedingungen 

A  =  0,  B  —  0,    C  -f  Na  +  N'z  +  N?  =  0,    L  +  b"N','  —  0, 

Jlf  —  a'#:  —  «'jy;  =  0,    N  =  0 
ausreichen. 

Berührt  aber  das  System  mit  n  Punkten  eine  feste  Ebene,  so  können 
für  n  >  3  die  Widerstände  nicht  mehr  aus  den  in  diesem  Falle  geltenden 
Gleichungen 

A  =  o,  b  =  o,  (7  -f  n,  +  iv;  h 1-  yw  =  o, 

Jf  —  a'N'  —  aTA*" „<«)#(••>  =  0,  N=  0 

bestimmt  werden,  da  dieselben  nur  in  dreien  von  ihnen  vorkommen.  Selbst 
bei  drei  Punkten  tritt  schon  eine  Unbestimmtheit  ein,  wenn  sie  in  gerader 
Linie  liegen.  Vgl.  hierüber  Abel  und  Crelle  in  Crelle's  Journal  B.  I, 
S.  117, 

9.  Andere  hieher  gehörige  Fälle  sind:  drei  Punkte  des  Systems  £ 
sind  auf  drei  festen  Flächen  beweglich,  oder  zwei  sind  auf  festen  Curven, 
der  dritte  auf  einer  festen  Fläche  beweglich  oder  ein  Punkt  ist  fest,  die 
beiden  anderen  -sind  auf  zwei  Flächen  beweglich  u.  s.  w. 

§.  7.  Kann  das  System  blos  parallel  einer  Axe,  z.  B.  parallel  der 
a-Axe  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  eine  Translationsbewegung 
annehmen,  so  ist  die  von  den  Widerständen  unabhängige  Bedingung  des 
Gleichgewichts  des  an  ihm  angreifenden  Kräftesystems  A  =  0.  Ebenso 
sind  5»0,  C'=äO  die  Bedingungen,  entsprechend  den  möglichen  Trans- 
lationen parallel  den  Axen  der  y  und  e.  Bestehen  alle  drei  Gleichungen 
«4  =  0,  B  =  0,  C  ™  0  zugleich,  so  ist  jede  Translation  des  Systems  aus- 
geschlossen, da  eine  solche  sich  aus  drei  Translationen  parallel  den  Axen 
zusammensetzen  lässi  Bestehen  nur  zwei  derselben,  so  sind  blos  Trans- 
lationen parallel  der  Ebene  beider  unmöglich. 

Kann  das  System  blos  eine  Rotation  um  die  #-Axe  annehmen,  so  ist 
die  von  den  Widerständen  unabhängige  Bedingung  des  Gleichgewichts  2V==  0. 
Ebenso  stellen  X  =  0 ,  M  =  0  die  entsprechenden  Bedingungen  bezüglich 
der  anderen  Axen  dar.  Das  gleichzeitige  Bestehen  der  Gleichungen  L  =  0, 
M  =  0,  N=0  zeigt  an,  dass  das  System  um  keine  durch  den  Ursprung 
gehende  Axe  rotiren  kann.  Da  jede  Rotation  um  eine  Axe  äquivalent  ist 
einer  Rotation  um  eine  parallele  Axe  um  dieselbe  Amplitude  in  Verbin- 
dung mit  einer  gewissen  Translation  und  Rotationen  und  Translationen  Bich 
gegenseitig  nicht  tilgen  können,  so  folgt,  dass  das  System  alsdann  auch 
um  keine  Axe  des  Raumes  rotiren  kann, 
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Aus  dem  Gesagten  erhellt,  welche  Bedeutung  jede  der  Gleichgewichts- 
bedingungen A  =  0,  B  =  0,  0  =  0,  L  =  0,  M  =  0,  N=  0  des  freien 
Systems  einzeln  und  in  Verbindung  mit  anderen  von  ihnen  hat  in  Bezug 
auf  das  System,   wenn  es  hinsichtlich   seiner  Beweglichkeit  beschränkt  ist 

§.  8.  Dieselben  Betrachtungen,  welche  in  den  letzten  §§.  für  zwei 
sich  gegenseitig  hinsichtlich  ihrer  Beweglichkeit  beschränkende  Systeme 
durchgeführt  wurden,  lassen  Bich  auch  für  mehrere  solche  durchführen.  Es 
ist  allein  erforderlich,  dass  zwischen  den  auf  einander  influirenden  Systemen 
die  gegenseitigen  Widerstände  eingeführt  werden,  nach  deren  Einführung 
man  das  Gleichgewicht  der  Kräfte  an  jedem  einzelnen  System  für  sich, 
wie  das  an  einem  freien  System  untersuchen  kann. 


V.  CapiteL 

Probleme  über  Kraftesysteme  an  unveränderlichen  und 
veränderliehen  Punktsystemen. 

§.  1.  Einige  Aufgaben  über  die  Gleichgewichtslage  eines  unter- 
stützten schweren  cylindrischen  Stabes  (ebenes  Kräftesystem  im  Gleich- 
gewicht). 

1.  Ein  homogener  schwerer  Kroiscylinder  (Fig.  6)  von  der  Länge 
2J  und  dem  Radius  des  Querschnitts  gleich  r  stützt  sich  mit  zwei 

Punkten  A,  B  seiner  Basiskreise  gegen  eine 
horizontale  und  eine  vertikale  Wand,  so  zwar, 
dass  die  Verbindungslinie  AB  der  Berührungs- 
punkte in  eine  Vertikalebene  senkrecht  zur 
Durchschnittslinie  derWände  fällt  und  mit  dem 
Horizonte  den  Winkel  <o  bildet;  man  sucht  eine 
am  unteren  Stützpunkte  A  angreifende  hori- 
zontale Kraft  X,  welche  das  Ausgleiten  des  Cy- 
linders  hindert,  sowie  die  Pressungen,  welche 
die  W-ände  in  den  Punkten  A  und  B  erleiden 
oder  die  Widerstände,  welche  sie  in  diesen 
Punkten  zu  leisten  haben. 
Das  System  ist  zwei  Bedingungen  unterworfen,  nämlich  mit  zwei  Punkten 
zwei  feste  Ebenen  zu  berühren;  die  Normalwiderstände  dieser  Ebenen  in  Af  B 
seien  JV,  JV;  da  der  Cy linder  homogen  ist,  so  liegt  der  Mittelpunkt  sämmtlicher 
paralleler  Schwerkräfte  im  Mittelpunkte  S  des  Cy  linders,  in  welchem  wir  ihre 
Resultante,  das  Gewicht  G,  statt  ihrer  angreifend  denken.  Es  muss  zwischen  den 
vier  Kräften  ö,  N,  K,  X  Gleichgewicht  bestehen;  reduciren  wir  also  die  Kräfte 
für  irgend  einen  Punkt  des  Raumes,  z.  B.  für  A,  so  muss  die  Resultante  und  das 
resnltirende  Paar  verschwinden.  Diese  Reduction  gibt  in  horizontaler  Richtung 
X  —  N'  und  in  vertikaler  G  —  N  und  da  die  Resultante  dieser  nur  verschwinden 
kann,  wenn  sie  einzeln  verschwinden,  so  folgt  N  =  G,  AT  =  X,  d.  h.  der  Druck 
auf  die  horizontale  Wand  ist  gleich  dem  Gewichte  des  Cylinders,  der  Druck  auf 
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die  vertikale  gleich  der  gesuchten  Kraft,  welche  das  Gleichgewicht  herbeiführt. 
Ferner  ergeben  sich  zwei  Kräftepaare  (N\  —  N')  und  (ö,  —  G)  von  parallelen 
Axen,  aber  entgegengesetztem  Sinne  mit  den  Momenten  X  •  21  sin  to  und 
—  G  •  (l  cos  co  —  r  sin  co),  deren  resultirendes  Paar  verschwinden  muss.    Man  hat 

daher  2JX  an  co  —  ö  (I  cos  co  —  r  sin  co), 

f 
woraus  folgt:  X  =  2V"  —  \  G  cotg  co  —  \  ~j  G.  —    Die  gesuchte  Kraft  X  wird 

Null,  wenn  die  Dimensionen  des  Cylinders  oder  der  Winkel  co  so  beschaffen  sind, 
dass  —  —  cotg  co ;  in  diesem  Falle  geht  nämlich  G  durch  den  Punkt  A  und  liegt 

der  Cylinder  ohne  Druck  an  der  vertikalen  Wand. 

Um  die  Aufgabe  rein  analytisch  zu  lösen,  wählen  wir  die  Ebene  der  Kräfte 
zur  -xy- Ebene,  ihren  Schnittpunkt  mit  der  Durchschnittslinie  der  Wände  zum 
Ursprung;  da  alle  £-Coordinaten  der  Angriffspunkte  der  Kräfte  und  alle  Z-Com- 
ponenten  Null  sind,  so  sind  blos  die  Gleichungen  A  —  27X  =»  0,  2?  =  2?  Y  =  0, 
N  =»  2  (xY —  yX)  =  0  zu  bilden,  für  die  wir  folgende  kleine  Tafel  entwerfen: 


Kräfte 

X     1 

Y 

X 

y 

xY  —  yX 

G 

0 

-G 

l  cos  co  -f-  r  ein  co 

l  sin  co  +  r  cos  co 

—  (^(JcoBCD  +  r  sinco) 

X 

—  X 

0 

2 1  cos  co 

0 

0 

N 

0 

N 

21  008  CO 

0 

21  cos  co. N 

N' 

N* 

0 

0 

22  sin  co 

—  21  sin  co  .N' 

Demnach  sind  die  Gleichgewichtsbedingungen:  —  X-f  J-0,  —  6r  +  .ZV'  =■  0, 
—  G  (l  cos  co  +  t  sin  a)  +  2Z2V  cos  m  —  2 IN'  sin  co  «■  0 ,  woraus  sich  dieselben 
Folgerungen  ergeben,  wie  vorher. 

2.  Der  Cylinder  soll  unter  denselben  Bedingungen  wie  in  der 
vorigen  Aufgabe  nicht  durch  eine  neu  einzuführende  Kraft  X,  son- 
dern durch  die  Reibung  an  den  Punkten  A  und  B  im  Gleichgewicht 
erhalten  werden  (Fig.  7):  man  sucht  die  äusserste  Lage  desselben,  cL  h. 

den  kleinsten  Winkel  co,  bei  welchem  das 
Gleichgewicht  noch  möglich  ist.  Zu  den  Kräften 
6r,  AT,  N'  treten  jetzt  noch  die  Reibungskräfte  bei  A 
und  B  hinzu;  dieselben  wirken  den  Beschleunigungen 
des  Ausgleitens  der  Berührungspunkte  A  und  B  ent- 
gegen und  sind  proportional  den  daselbst  stattfinden- 
den Pressungen  N,  iV*.  Bezeichnen  p,  p'  die  Reibungs- 
coefficienten  zwischen  dem  Material  des  Cylinders  und 
der  horizontalen  und  vertikalen  Wand,  so  sind  die 
Intensitäten  der  beiden  Reibungskräfte  p,N  und  p'iV"; 
die  Reduction  der  Kräfte  für  den  Punkt  A  ergibt  da- 
her ähnlich  wie  bei  der  vorigen  Aufgabe  die  Gleichgewichtsbedingungen: 

pN-N'~0,    N  +  i>N'  -G  =-0, 

2  JV'Z  (sin  co  +  f*'  cos  co)  —  G(l  cos  a  —  r  sin  co)  ™  0. 

G  _.  pG 


Fig.  7. 


Aus  den  beiden  ersten  folgen  die  Drucke  N  = 


der   letzten  erhält  man   tg  co 


1  _  pp' 


1  +  pp 


» » 


JT  = 


1  +  pp 


?• 


aus 


2p  +  (1  +  pp')  -J- 
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3.  Die  vorige  Aufgabe  soll  dahin  verallgemeinert  werden,  dass 
der  Cylinder  zwischen  zwei  Ebenen  mit  Reibung  aufliegt,  welche 
eine  Rinne  mit  horizontaler  Kante  bilden  und  gegen  die  Horizontal- 
ebene nach  rechts  und  links  unter  den  Winkeln  a  und  ß  geneigt  sind- 
Die  Aze  des  Cylinders  kreuzt  die  Kante  der  Rinne  rechtwinklig.   Man 

sucht  die  beiden  äussersten  Grenz- 
lagen, d.  h.  die  Winkel  #,  welche 
die  Axe  des  Cylinders  mit  der  Ho- 
rizontalebene im  Falle  des  äusser- 
sten Gleichgewichtes  bildet  und 
die  Normalwiderstände  N,  N'  der 
Ebenen  n  in  A  und  JB.   (Fig.  8.) 

Da  die  Richtungen  von  N  und  N' 
den  Winkel  a  +  ß  und  N'  und  pN  den 
Winkel  \  n  —  (a  +  ß)  bilden ,  so  liefert 
die  Reduction  für  den  Punkt  2?,  wenn 
man  die  Richtungen  von  N'  und  fi'N'  zu 
Projectionsazen  wählt,  für  die  eine  Lage 
Fig.  8.  des  äussersten  Gleichgewichts: 

JV'  +  N  cos  («  +  0)  —  p N  (Bin  a  +  (J)  —  G  cos  ß, 
pN'  +  N  sin  («  +  ß)  +  (iN  cos  (a  +  0)  —  G  sin  ß, 
—  21N  cos  («  -f  &)  +  2lNft  sin  (a  +  ß)  —  G  (I  cos  &  +  r  sin  &), 

oder  indem  man  zusammenzieht 

N*  +  N  [cos  (a  +  ß)  —  i*  sin  («  +  (3)]  _  0cos  0, 

p'tf'  +  N  [sin  («  +  (3)  +  p  cos  («  +  ßj]  —  tf  sin|J, 

22^  [cos  (a  +  -fr)  —  p  sin  («  +  #)]  =  0  (Z  cos  fr  +  r  sin  -fr). 

Diese  Gleichungen  wird  man  durch  Einfuhrung  der  Reibungswinkel  q,  q\  wo- 
für tg  q  =»  fi  und  tg  q'  *=  p  ist ,  vereinfachen,  so  dass  man  erhält 

N'  cos  q  +  •#"  cos  (a  +  ß  +  q)  =»  6r  cos  ß  cos  $, 

N*  cos  ^  tg  q'  +  -Y  sin  (a  -f-  0  +  p)  =  6r  sin  ß  cos  ?, 

2ZJV  [cos  (a  +  q)  cos  fr  —  sin  (a  +  p)  sin  fr]  =»  G  cos  ?  (/  cos  fr  -f-  r  sin  fr). 

Aus  den  beiden  ersten  folgt 

N  ^_      sin  (ß  —  ?')  cos  q 


G,    N' 


sin  (a  +  p)  cos  p' 


sin  (a  +  ß  +  q  —  *') 


ö 


sin  fa  +  ß  +  9  -  9  ) 
und  hierzu  liefert  die  dritte 

.    0, Jjinja  —  ß  +  £_+V) 

*      S       rsin(a+ß-H  —  ^')+ 2Zsin(a+p)  sin(^-p') ' 
Für  die  andere  änsserste  Lage  des  Gleichgewichts  wechseln  die  Reibungen  den 
Sinn.    Es   genügt   daher   —  p  und  —  p    für  p ,  p'  zu  setzen ,   wodurch  ?  und  $' 
gleichfalls  in  —  q  und  —  q  übergehen. 
Sind  die  Reibungen  Null,  so  wird 

8in  ß       n      -kt  _       8in  «       /^      A_Ä  __  *  »in  («  +  ß) 


IV 


ö,    JV' 


G,    tgfr 


sm(a  +  ß)~'    "         sin  («  +  (3)  ~  '     "°  "  rsin(a  +  p)  +  2Uin«8in|J 

4.    Der   cylindrische    Stab,    der  jetzt  anf  eine  homogene  schwere 
Linie^.B  von  der  Länge  ?  und  dem  Gewichte  G  reducirt  werden  möge, 
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stütze 


ch   mit   dem 


ontale 


untere 


Ende   Ä    kann 


;    Reibung 


iren  Ende  A  (Fig.  9)  auf  eine  h< 
i  oberen  Ende  B  an  eine  vertice 
iente-n    p    schräg    angelehnt.      Di 

»efficienten  p  längs  einer  mr 
Schnittlinie  OX  beider  Ebenen  senkrech- 
ten Geraden  OY  gleiten.  Welches  sind 
die  äussersten  Gleichgewichtslagen  des 
Stabes  nnd  welches  sind  die  Widerstände, 
welche  bei  A  and  B  von  den  Ebenen  nnd 
der  Gleitnngslinie  cn  leisten  sind/ 

Es  seien  OX,  OY  nnd  dieVerticale  OZ  die 
rechtwinkligen   Coordinatenaxen    nnd    bilde    der 
.Stab  AB  mit  AO  den  Winkel  0  nnd  seine  Pro 
jectiöii  OB  auf  die  verticale  Wand  mit  OX  den 
Winkel  *.    Es  sei  ferner  N  der  normale  Wider- 
stand  der   verticalen  Wand  bei  B   nnd  folglich 
/1J1'  die  Reibung  bei  B,  senkrecht  in  OB,  näm- 
lich tangential  an  einen  mit  OB  um  O  in  dieser 
Wand  beschriebenen  Kreis.    Der  normale  Wider- 
stand der   horizontalen  Ebene  bei  4  sei  Z,   der  der  Gleitnngslinie    OY  sei  X 
und  folglich  die  Reibung  Y  an  der  Gleitnngslinie  Y  —  p'  YX* -J-  ü',  im  Sinne 
jIO  gerichtet. 

Als  Bedingungen  des  Gleichgewichts  ergeben  sich 

1.  X  —  pN  sin  9  —  0  4.     2  —  2V  tg  ff  sin  #  =-  $  G 

2.  Y-N  —  0  5.    piV  =iGcos* 
8.     Z  +  pN  cos  &  —  O                6.    —  ■X+JVtgtfCOs»— 0 

Die    Gleichungen    1.  und  6.    liefern    t#  tf  =  —  tg  o    und    hiermit    gibt    0. 
Hiesu  liefern  sodann  1.,  2.,  3.  die  Grössen 


Fig.  9. 


'-^^s 


c'+tg'fl'  Vf'  +  V«'  «■*  +  <«'« 

Die  Bedingung  n-''  (X'  +  #*)  —  Y*  gibt  für  c  die  Gleichung 

tg«  „  +  J  ^5p*  -  ^  tg»*  +  i  p*  (V  -  A\  =  0. 

Von  den  .beiden  reellen  Werthen  für  tg  o, 
welche  hieraus  folgen,  ist  nur  der  positive 
brauchbar.    Ihm  entspricht  ein  Werth  von  », 

welcher  aus  tg  #  ■—  ■ —  tg  o  folgt.  Uebrigens 

kann  9  diesseits  und  jenseits  OZ  construirt 
werden.  Für  alle  Winkel  0,  grosser  als  der 
Minimalwerth  bis  bi  «  =  |  u,  findet  Gleich- 
gewicht statt,  aber  für  verschiedene  Winkel  #. 

3 5.  Ein  homogener,  schwerer  Cylin- 

der  (Fig.  10)  von    der    L&nge    21,    dem 
d  dem  Gewichte  O  liege    im   Innern  einer  festen 
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Geneigte  Fallthür. 
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Hohlkugel  vom  Radius  B  mit  Reibung  vom  Coefficienten  fi  in  einer 
äussersten  Gleichgewichtslage  bei  A  und  B  auf.  Welches  sind  die 
Widerstände  N,  N'  der  Kugel  in  diesen  Punkten  und  unter  welchem 
Winkel  fr  ist  die  Axe  des  Cylinders  gegen  die  Horizontalebene  ge- 
neigt? 

Wenn  2  a  der  zu  2 1  in  der  Kugel  gehörige  Centriwinkel  ist  und  die  Rich- 
tungen der  Cylinderaxe  und  der  Halbirungslinie  des  Winkels  2  a  zu  Projections- 
azen  gewählt  werden,  so  sind  die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes,  welche  iV,  JV,  fr 
liefern : 

(2V  +  N')  cos  a  -  p  (N  —  JV")  sin  a  —  G  cos  fr, 
•    (jl  (N  +  N')  cos  a  +  (N  —  N')  sin  a  =.  #  sin  fr, 
fi(N+N')B=>  0  c  sin  fr, 

wo  c  =  OS  den  Abstand  des  Massenmittelpunktes  5  des  Cylinders  vom  Kugel- 
mittelpunkte bedeutet    Aus  den  beiden  ersten  folgt,  wenn  (i  =  tg  g  gesetzt  wird 


N  +  N' 
und  hiemit 


~,  cos  (fr  —  g)  cos  ^ 


cos  a 


N—  N' 


G  sin  (a  —  g  -f  fr)  cos  g       ^ 
sin  2  a  ' 


G 


n  sin  (* 

-?) 

cos  p 

— »   vT    ■ 

sin  a 

sin  (a  +  9 

-•) 

C08  ^ 

sin  2  a 


Hiezu  liefert  die  dritte  der  Gleichungen 


,    Ä       2c  cos  a 
cotgfr  =»  ^7  -.- tg  g. 

^  A  sin 2g        ^  x 

Für  die  entgegengesetzte  äusserste  Gleichgewichtslage  ist  — p  an  die  Stelle  von 
p  zu  setzen.  Dadurch  wird  tg  g  durch  —  tg  g  und  sin  2  g  durch  —  sin  2  g  ver- 
treten. Hieraus  folgt,  das  cotg  fr  für  die  zweite  Lage  einen  Werth  annimmt, 
welcher  mit  dem  der  ersten  Lage  Entsprechenden  Werthe  zusammen  Null  gibt. 
Daher  stehen  die  Azenrichtungen  des  Cylinders  für  beide  Lagen  auf  einander 
senkrecht.    Jede  Zwischenlage  ist  gleichfalls  eine  Gleichgewichtslage. 

6.     Der  Cylinder  liege  mit  Reibung   auf  der  festen  Kugelfläche 

auf  (Fig.  11)  und  sei  am  unteren  Ende 
mit  einem  Gewichte  P  beschwert;  man 
soll  die  äussersten  Gleichgewichtslagen 
finden  und  den  Widerstand  N  der  Kugel 
bestimmen.  Man  hat,  wenn  x  der  Abstand 
des  Massenmittelpunktes  S  von  der  Normalen 
des  Berührungspunktes  M  ist,  die  Bedingungen: 

N—  (G  +  P)  cos  fr  —  0, 
HN—(G  +  P)  sin  fr  —  0, 
G  [x  cos  fr  —  r  sin  fr]  —  P  (l  —  x)  cos  fr  =■  0 , 

woraus 

G+P  Pl  +  pGr 


Fig.  11. 


tg* 


f>,    N 


j/l  +  p»'   -  G+P 

folgt.  Die  Berührungspunkte  der  äussersten  Gleichgewichtslagen  liegen  auf  einem 
Kreise,  den  eine  Gerade  auf  der  Kugel  bestimmt,  die  unter  dem  Winkel  fr  gegen 
den  verticalen  Kugeldurchmesser  geneigt,  um  diese  rotirt. 

§.  2.    Geneigte  Fallthür  (räumliches  Kräftesystem  im  Gleichgewicht  an 
einem  unveränderlichen  Punktsystem  mit  fester  Axe). 

Schill,  Mechanik.    II.  5 
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Eine  homogene,  schwere,  parallelepipedische  Platte  (Fig.  12)  von 
der  Länge  2Z,  der  Breite  26  nnd  der  Dicke  2d  ist  um  eine  gegen  den 
Horizont  unter  einem  Winkel  n  geneigte,  die  Mitten  der  zwei  Gegen- 
seiten von  der  Länge  2d  einer  parallelogrammatischen  Seitenfläche 
verbindende  Aze  drehbar;  sie  ist  aus  der  Gleichgewichtslage  um  den 
Winkel  <p  herausgedreht  und  soll  durch  eine  zur  Seitenfläche  462  senk- 
rechte, in  der  Mitte  der4Jängendimension  im  Abstände  c  von  der  Aze  an- 
greifende Kraft  P  im  Gleichgewichte  erhalten 
werden.  Wie  gross  ist  P,  wenn  das  Gewicht 
der  Platte  G  beträgt?  Die  Schwerkräfte  der  Platte 
ersetzen  wir  durch  ihre  Resultante,  das  am  Schwer- 
punkte S  angreifende  Gesammtgewicht  G  derselben;  der 
Schwerpunkt  der  Platte  ist  der  geometrische  Mittel- 
punkt derselben.  Die  Widerstände  der  Aze  denken 
wir  an  den  Enden  der  Aze  wirkend  und  bezeichnen 
den  am  höher  gelegenen  Ende  wirkenden  mit  Ny  den 
anderen  mit  N'.  Wählen  wir  eine  durch  die  Mitte 
der  Länge  21  senkrecht  zur  Aze  gelegte  Ebene  zur 
x y -Ebene  und  ihre  Schnittlinie  mit  der  Gleichgewichts- 
lage der  Platte  zur  #-Aze,  senkrecht  dazu  die  y-Axe 
und  die  feste  Aze  zur  2 -Aze,  so  erhalten  wir  behufs 
der  Beduction  der  Kräfte  für  den  Goordinatenursprung  die  Tabelle : 


Fig.  12. 


Kräfte 

X 

Y 

Z 

X 

V 

• 

yZ—*Y       |    »X—xZ 

xY—yX 

G     : 

P 

i 
N 

G  cos* 
—  P  sin  g> 

i       X 

0 

Poo»(p 

Y 

Y' 

—  G  sin  n 

•o 

Z 
Z' 

ÖCOBip 

coot<p 
0 
0 

6  Bin  9 
Clin  (p 

0 

0 

0 
0 

l 
—  1 

—  b  G  sin  9  sin  n 
0 
•      -IT 
IY' 

bG  cob  (p  Bin  n 
0 

IX 
—  IX' 

—  6  (?  Bin  9»  cos* 
PC  (008*^1  +  ■h|,vO 

0 

0 

und  mit  Hülfe  derselben  die  Gleichgewichtsbedingungen: 

1.  G  cos  n  —  P  sin  tp  +  X  +  X'  =■  0 

2.  P  cos  <p  +  Y  +  Y'  =  0 

3.  —  G  sin  n  +  Z  +  Z'  _  0 

4.  —  bG  sin  9  sin  n  —  l  (Y  —  T)  =  0  ' 
6.         bG  cos  tp  sin  n  +  *  (X  —  -X')  =■  0 
6.  —  6 G  sin  tp  cos  n  +  «Pc  =0. 

Die  sechste  Gleichung  löst  die  Hauptfrage  der  Aufgabe,  indem  sie  P  liefert.  Man 
findet  diese  Gleichung  unmittelbar,  indem  man  G  parallel  und  senkrecht  zur 
festen  Aze  zerlegt;  äa  G  mit  der  xy-Ehene  den  Winkel  n  bildet,  so  ist  die  letz- 
tere Componente,  welche  der  2 -Aze  parallel  läuft,  G  cos  n  und  da  der  Arm  des 
G  cos  n  entsprechenden  Paares  &  sin  9  ist,  so  erhält  man  für  das  Moment  dieses 
Paares,  dessen  Aze  parallel  der  #-Aze  ist,  —  bG  sin  tp  cos  «;  Pc  ist  das  Moment 
des  anderen  Paares,  welches  diesem  Gleichgewicht  halten  muss.  P  wird  ein 
Maximum  für  tp  »  \n%  es  wird  Null  für  tp  =  0  oder  it.  Für  n  «  \n  ist  P  stets 
gleich  Null  bei  jedem  tp  (die  offenstehende  Thüre  mit  vertikaler  Aze).  Je  grösser 
*»,  desto  kleiner  wird  P,  für  n  =*  0  wird  P  ein  Maximum.  Pur  n  =»  0  und 
9=i«  tritt  das  absolute  Maximum  von  P  ein  (horizontale  Fallthür). 
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Die  übrigen  Gleichungen  liefern  X,  X';  Y,  Y' ';  Z  +  Z\  nämlich: 


Z  +  7/  =»  G  Bin  n. 


X  =*       i  #  { ( —  »in2  9  —  l]  cos  n -  cos  9?  sin  w  J  , 

X'  =       \  G  { ( —  ßin8  9  —  1 J  cos  n  +  -y-  cos  9  sin  n  J  , 
Y  =  —  £  tf  { —  cos  9  cos  n  +  -y-  sin  n  1  sin  9 , 

Y'=*  —  \G  { —  cos  9  cos  w y  sin  n J  sin  9, 

j?  und  £'  können  nicht  getrennt  werden,  da  sie  längs  derselben  Geraden  wirken. 
Für  n  =■  \  *,  wofür  P  =  0  ist,  erhält  man  bezüglich  der  Widerstände: 


x  +  x'  =  o,  y+ y'  =  o,  z  +  z'  =  g,  x- 

mithin 

X=--X'=*-  %\g,     Y——Y' 


Y,  bG 

X  = —  cos  9, 


y  -  r  =  0 


0,    Z+Z'*=G, 


da  man  9  =  0  setzen  kann.  Bei  einer  vertikalen  Thüre  wird  also  der  obere 
Kloben  herausgedrückt,  der  untere  hineingedrückt.  Ueber  die  *-Componenten  der 
Widerstände  ist  hinsichtlich  ihrer  Vertheilung  auf  die  Kloben,  welche  hier  als 
absolut  fest  gelten,  nichts  zu  ermitteln. 

§.  3.    Sauveur  und  de  l'Hospital's  Zugbrücke. 

Es  sei  AB  (Fig.  13)  die  Breite  einer  homogenen,  schweren  Platte 
vom  Gewichte  G,  welche  um  eine  horizontale  Axe  A  drehbar  ist;   in 

B  ist  ein  gewichtloser  Faden  befestigt 
und  über  den  Punkt  C.  welcher  in  der  Höhe 
AC=*h  vertikal  über  A  liegt,  hinweg- 
gespannt; am  anderenEnde  Jf  der  Länge  a 
des  Fadens  wirkt  das  Gewicht  Q  einer 
grossen  Masse,  deren  Schwerpunkt  Jf  sich 
auf  einer  gewissen  Curve  GM  bewegen 
kann.  Welches  ist  die  Beschaffenheit  der 
Curve,  wenn  das  System  für  jede  Lage 
von  M  auf  ihr  im  Gleichgewichte  sein 
soll? 
Die  Aufgabe  ist  von  einiger  Bedeutung  für  die  Conatraction  der  Zugbrücken, 
wenn  AB  die  Brückenbahn,  BCM  die  Zugkette  ist,  deren  Gewichtrhier  gegenüber 
den  grossen  Gewichten  der  Bahn  und  der  Masse  Q  nicht  in  Betracht  kommt,  und 
die  «Kette  über  eine  Rolle  C  läuft,  deren  Dimensionen  ebenfalls  unbedeutend  sind. 
Die  Figur  stellt  einen  Vertioalschnitt  der  Zugbrücke  dar,  durch  die  Mitte  der 
Axe  der  Brückenbahn  senkrecht  zu  dieser  Axe  geführt.  Statt  der  Zugkette  und 
der  Laufcurve  der  Figur  gibt  es  in  Wirklichkeit  zwei  symmetrisch  gegen  den 
Vertical schnitt  liegende  congruente  solche  Ketten  und  Curven  und  ist  Q  die  Re- 
sultante aus  den  Gewichten  zweier  gleich  grosser  Massen,  deren  Massenmittelpunkte 
auf  beiden  Curven  laufen.  Die  Aufgabe  wurde  dem  Marquis  de  l'Hospital  von 
Sauveur  1695  gestellt,  welcher  erstere  eine  Lösnng  in  den  Actis  eruditorum 
Lipsiensium  von  1695  (Februar)  S.  56  gab.  Joh.  Bernoulli  schrieb  gleichfalls 
hierüber,  ebendas.  S.  59. 

Denkt  man  sich  den  Faden  zwischen  B  und  (7,  sowie  zwischen  C  und  M 
durchgeschnitten,  so  sind  an  der  enteren  Stelle  zwei  gleiche  Kräfte  T  und  an 

5* 
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der  letzteren  ebenfalls  zwei  gleiche  Kräfte  T  in  entgegengesetztem  Sinne  längs 
der  Richtung  des  Fadens  anzubringen,  um  den  Zusammenhang  des  Systems  an 
diesen  Stellen  durch  Kräfte  auszudrücken.  Dadurch  zerfällt  aber  das  Gesammt- 
system  in  drei  Partialsysteme,  von  denen  jedes  für  sich  im  Gleichgewichte  ist, 
nämlich:  1.  das  System  der  Platte,  welches  um  die  feste  Axe  A  drehbar  ist  und 
an  welchem  das  Gewicht  G  der  Platte  am  Schwerpunkte  S  derselben  angreifend 
und  die  Kraft  T  (Spannung  des  Fadens)  wirkt,  2.  das  System  des  festen  Punktes 
C  mit  den  Kräften  T,  T'  und  3.  das  System  des  auf  der  gesuchten  Curve  beweg- 
lichen Punktes  M  mit  den  Kräften  T'  und  Q. 

Wir  zerlegen  das  Gewicht  G  in  zwei  Parallelkräfte  P  und  P',  in  B  und  A 
angreifend  und  P  weiter  in  zwei  Componenten,  die  eine  in  der  Richtung  des 
Fadens  CB,  die  andere  in  der  Richtung  BA.  Die  letztere  wird,  an  A  verlegt, 
mit  P'  zusammen  den  Druck  auf  die  Axe  der  Platte  bestimmen,  welcher  von 
dem  Widerstände  dieser  getilgt  wird;  das  Gleichgewicht  des  Systems  der  Platte 
verlangt,  dass  die  erstere  Componente  gleich  T  sei.    Man  hat  daher: 

BG  ~~  AC 

Hinsichtlich  des  zweiten  Systems  ergibt  sich  T'  =  T.  Denn  der  Punkt  C 
kann  angesehen  werden  als  eine  unendlich  kleine  Rolle  mit  dem  festen  Mittel- 
punkte C  und  wenn  der  Radius  derselben  a  ist,  so  findet  man  durch  Reducidon 
der  Kräfte  auf  C:  Ta  —  Ta  —  0,  d.  h.  T  —  T\ 

Zerlegt  man  im  dritten  System  das  Gewicht  Q  nach  den  Richtungen  CM 
und  der  Normalen  der  Curve,  so  folgt,  dass  die  erstere  von  diesen  Componenten 
gleich  21,  die  letztere  aber  dem  Normalwiderstande  N  der  Curve  gleich  sein 
müsse.  Ist  daher  K  der  Schnittpunkt  der  Normalen  mit  AC,  so  folgt  aus  dem 
Parallelismus  der  Linien  der  Figur  weiter: 

T  Q  N         .       CM  CK  MK 

—  —  und  —  — 


CM       CK       MK sin  KM Q       zinKMT'       sin  KCM 

Beziehen  wir  nun  die  unbekannte  Curve  auf  Polarcoordinaten,  mit  C  als  Pol 
CA  als  Polaraxe  (Fig.  13a)  und  setzen  den  Radiusvector  CM  =  q  und  den  Polarwinkel 
KOM  —  &,   so   wird   sin  KMQ  =  cos  QMM'  =  GG' :  MM'  —  d.  CG  :  MM' 

=*  d  (q  cos  #)  :  ds  und  sin  KMT'  =  cos  TM M'  =  d$ :  ds, 
sowie  sin  KCM  =  sin  &.   Hiemit  gewinnt  man  die  Proportion : 

T  Q  N 

d .  p  cos  &        d$        ds .  sin  & 

Eliminirt  man  aus 


T-  «    *-  und  T         -  -9- 

BC       AC  d.jcosd*^ 

die    Spannung   Tt   so   ergibt   sich   zur   Bestimmung   der   ge- 
Fig.  13a.  suchten  Curve,  wenn  AC  *=  Ä,  -p-  h  ==»  b  gesetzt  und  berück- 

sichtigt wird,  dass  BC  =  a  —  ?  ist,  die  Differentialgleichung 

(a  —  q)  dg  =  b  d .  q  cos  #, 

deren  Integration  zu  der  Gleichung  der  Curve  in  9,  #  führt,  nämlich: 

Const.  —  (a  —  q)*  =  2b q  cos  &. 
Um  die  Constante  zu  bestimmen,  muss  die  Curve  noch  einer  weiteren  Be- 
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dingung  unterworfen  werden.  Fügen  wir  die  Bedingung  hinzu,  dass  sie  durch 
den  Punkt  C  hindurchgehen  soll,  so  muss  für  jeden  Werth  von  d  die  Gleichung 
einen  Werth  des  Radiusvectors  p  gleich  Null  liefern,  d.  h.  sie  muss  p  als  Factor 
besitzen.  Dies  führt  zu  Gonst.  —  a2  =  0,  womit  die  Gleichung  der  Curve  nach 
Ausscheidung  des  Factors  p  die  Form  annimmt 

p  ==  2a  —  2b  cos  ff. 


6« 


Um  die  Gurre  zu  construiren,  suchen  wir  zunächst  die  Bedeutung  der  Grösse 

Q 


h  auf. 


Trägt  man  auf  der  Richtung  des  Radiusvectors  CM  (Fig.  13b) 

die  Strecke  CD  =  a,  nämlich  gleich  der  Länge  des  Fadens  auf 
und  zieht  DE  parallel  AC  bis  zum  Schnittpunkt  E  mit  der 
Normalen  KM  der  Curve,  so  wird  MD  =  a  —  q=*BC.  Aus 
den  obigen  Proportionen 

BC 


AC  Und  CM 


CK 


folgt  aber 


CK 


Fig.   18  b. 


Weiter  ist  -^-=-^  == 


CK 
CM  ' 
DE 


T-,    mithin  b  --h-^-BC. 

DE 
=  ^ttt  und  hiermit  wird  b  =  DE. 


CM  ""  MD~  BC 

Die  Gurve  hat  daher  die  Eigenschaft,  dase  ihre 
Normale  von  der  Verticalen  des  Punktes  D,  in  welchem  die  Rich- 
tung des  Radiusvectors  einen  um  den  Pol  C  mit  dem  Radius  a  be- 
schriebenen Kreis  trifft,  die  constante  Länge  b  abschneidet. 

Die  Länge  b  kann  übrigens  grösser,  gleich  oder  kleiner  als  a  sein.  Für  den 
Fall,  dass  AB  =  AC  ist,  wird  p  =  a  der  längste  Radiusvector,  welcher  der 
mechanischen  Aufgabe  entspricht.  Der  Kreis  um  C  vom  Radius  a  schneidet 
daher  die  Gurve  iu  dem  äussersten  Punkte  27,  welchen  der  Massenmittelpunkt  M 
von  Q  auf  der  Gurve  erreichen  kann  und  bestimmt  den  Bogen  CK  der  Gurve, 
dessen  Punkte  die  Orte  von  M  sind.    In  diesem  Punkte  H  ist  ein  Punkt  M  mit 

dem  zugehörigen  Punkte  D  vereinigt  und 
mithin  die  Normale  HE  vertical  und  die 
Tangente  daselbst  horizontal.  Es  ist  daher 
H  ein  tiefster  Punkt  der  Gurve.  In  dem 
Falle,  dass  AB  <AC  und  AC—AB  =  d 
ist,  bestimmt  ein  Kreis  um  C  mit  dem 
Radius  a  —  d  den  äussersten  Punkt,  wel- 
chen M  erreicht. 

Verlängert  man  AC  über  C  hinaus 
(Fig.  13  c)  um  CB  =  b  und  beschreibt  um 
R  mit  a  als  Radius  einen  Kreis,  so  kann 
man  für  jede  Richtung  des  Radiusvectors 
CM,  der  unter  dem  variabelen  Winkel  & 
gegen  CA  geneigt  ist,  den  ihr  angehören- 
den Gurvenpunkt  M  finden.  Zieht  man 
nämlich  duroh  R  die  Gerade  RS  parallel 
CM  und  legt  in  ihrem  Schnittpunkte  T 
mit  dem  Kreise  die  Tangente  T  V  an  diesen,  so  bestimmt  sie  auf  CM  den  Punkt 
U  so,  dass  CU  —  a  —  6  cos  ft,  also  2  .  CU  =  2a  —  26  cos  &  =  p  —  CM  wird. 


Fig.  ISo. 


70 


Gleichgewicht  am  veränderlichen  Viereck.     III.  Th.,  Cap.  V,  §§.  4.  5. 


Nimmt  man  TS  ebenfalls  gleich  a,  so  bestimmt  die  Gerade  SV,  welche  mit 
SR  den  Winkel  &  bildet  und  also  Seite  des  gleichschenkligen  Dreiecks  BSV 
ist,  den  rankt  M  unmittelbar. 

Da  CM  parallel  RS  und  AR  SV  gleichschenklig  ist,  so  wird  MS  =  CB  =  6. 
Die  Punkte  M  liegen  also  von  den  ihnen  zugehörigen  Punkten  S  um  die  constante 
Strecke  b  ab.  Beschreibt  man  auch  um  S  mit  a  als  Radius  einen  Kreis,  so  ist 
in  diesem  wegen  <$£  MS  V  =  &  der  Bogen  TO  gleich  TÄ.  Dreht  sich  daher 
der  Radiusvector  CM,  so  folgt  ihm  RS  parallel  nach,  rollt  der  Kreis  S  auf  dem 
festen  Kreise  R  und  beschreibt  der  Punkt  M  als  ein  dem  Systeme  des  rollenden 
Kreises  im  Abstände  MS  =  b  von  S  angehörender  Punkt  die  Curve.  Die  Curve 
ist  daher  eine  Epicycloide,  entsprechend  demFalle,  dass  der  Radius  a 
des  rollendenKreises  gleich  dem  des  festenKreises  ist,  auf  welchem  er 
rollt  und  der  beschreibende  Punkt  den  Abstand  b  vom  Mittelpunkte 
des  beweglichen  Kreises  besitzt  Diese  Epicycloiden  sind  die  Pascal'schen 
Schneckenlinien  (S.  B.  I,  S.  238).  Der  Punkt  T  ist  das  Momentancentrum  der  Be- 
wegung des  Kreises,  daher  ist  TM  die  Nor- 
male der  Curve  in  M.  Auch  erhält  man 
sie,  indem  man  die  Radien  vectoren  von  einem 
Punkte  C  eines  Kreises  vom  Radius  b  um 
die  Strecke  2  a  verlängert  (Fig.  13  d).  Der 
Radiusvector  CM'  ist  p'=  2  a  +  26  cos  4r, 
der  andere  CMy  in  dieselbe  Richtungs- 
linie fallende  ^»  =====  2a  —  2b  cos  $.  Auch 
Bind  die  Curve n  Fusspunktcurven  des 
Kreises  vom  Radius  2a,  wenn  2b  der 
Abstand  des  Poles  C  vom  Mittelpunkt  des 
Kreises  ist. 

Die  Curve  unseres  Problems  hat  für  b  =  a  in  C  eine  Spitze,  f ur  b  >  a  eine 
Schleife,  für  b  <  a  kann  sie  nicht  mehr  durch  C  gehen. 


Fig.  13  d. 


Für  die  Spannung  T  erhalten  wir  aus  den  obigen  Proportionen: 


T  =  ?■%  •  P  —  ~  •  P    oder  da  -£-  h  -  b  ist:  T  —  ^ 
AU  h  P  o 


BC. 


Sie  ist  proportional  BC  =  a  —  9  =  —  a  +  2b  cos  #. 

Die  vorige  Aufgabe  werde  dahin  abgeändert,  dass  vom  Punkte  B 
aus  eine  starre,  um  B  drehbare  Linie  von  der  Länge  l  zum  Punkte  M 
führe,  in  welchem  das  Gewicht  Q  wirkt.  Welches  ist  die  Curve  des 
Gleichgewichtes,  auf  welcher  M  1   ufen  muss? 

§.  4.  Ein  homogener  schwerer  Stab  vom  Gewichtet?  und  derLänge 
21  ist  an  beiden  Endend  und  B  mittelst  zweier  gleichlanger  Fäden  an 
zwei  Punkten  a,  b  im  Abstände  21  aufgehangen.  An  A  und  B  wirken 
senkrecht  zum  Stab  und  horizontal  die  beiden  Kräfte  P  eines  Paares 
2 PI.  In  welcher  Lage  findet  Gleichgewicht  statt?  (Bifilare  Auf- 
hängung.) 

§.  6.  Gleichgewicht  von  Kräften  an  den  Ecken  eines  veränder- 
lichen einfachen  Vierecks  von  constanten  Seiten. 

An  den  Ecken  eines  einfachen  Vierecks*)  ABCD  (Fig.  14)  im  Räume, 


*)    n  Punkte  in  der  Ebene  heissen  ein  vollständiges   «Eck,  die  in  (n  —  1) 


»/#* 
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dessen  Seiten  conatante  Längen  haben,  dessen  Winkel  aber  veränder- 
lich sind,  greifen  vier  Kräfte  P,  Q,  J?,  S  an;  es  sind  die  Bedingungen 
des  Gleichgewichts  derselben  aufzustellen. 

Schneidet  man  die  Seiten  AB,  BG,  GD\  DA  durch 
und  führt  längs  ihnen  die  paarweise  entgegengesetzt  glei- 
chen Spannungen  (Pressungen)  T%  —  T\  T\  —  T';  T'\ 
—  jT";  T'",  —  T'"  ein,  so  erfordert  das  Gleichgewicht 
der  Kräfte  T'",  T,  P  am  Punkte  A;  T,  T\  Q  an  B\ 
T\  T",  B  an  C;  T",  T"\  8  an  D,  dass  P  in  in  die 
Ebene  DAB,  Q  in  ABC,  B  in  BCD,  S  in  CDA  falle 
und  ergeben  sich  an  jedem  der  vier  Punkte  zwei  Gleich  - 
ge wichtsbedingungen ,  welche  ausdrücken,  dass  jede  der 
dort  angreifenden  Kräfte  der  Resultanten  der  beiden  anderen  entgegengesetzt  gleich 
ist  und  welche  unter  den  Formen  ausgedrückt  werden  können: 

sin  PAP  tmQBC 

sin  DAB  ™  v  sin  AB  C 

,        _,       n  sin  QBA  sin  BCD 

oder    T  =  #  — — t^TT  «-  -B     .    P/1T, 

sin  .42? C  sin  BCD 

T"       B.  BinBCB         e  «in  ^D.A 
""      Bin  BCD' ^       sm  CDA 

,„  Bin  SDC  sin  PXP 

""      sin  CDJ.  sin  D^i  * 

Durch  Multiplication  des  Gleichungssystems  rechts  ergibt  sich  für  die  Richtungen 
der  Kräfte  P,  Q,  B,  S  die  Bedingung: 

sin  PAB      smQBC      sin  BCD      *mSDA 

sin  P4J9  "  sin  QBA  '  sin  BCB'  '  sin  SDC  =     ; 

geeignete  Combinationen  der  Gleichungen  dieses  Systems  liefern  die  Verhältnisse 
der  Kräfte;  die  letzte  liefert  S  :  P ;  die  Multiplication  der  beiden  letzten  B  :  P> 
der  drei  letzten  Q  :  P  u.  s.  w. 

Ist  die  Gestalt  des  Vierecks  und  sind  die  Richtungen  dreier  Kräfte  P,  Q,  B 
in  den  Ebenen  DAB,  ABC,  BCD  gegeben,  so  kann  mit  Hülfe  der  Bedingungs- 
gleichung  die  Richtung  der  vierten  Kraft  S  bestimmt  und  können  die  Verhält- 
nisse der  Intensitäten  der  vier  Kräfte  gefunden  werden.  Dasselbe  leistet  auch 
folgende   Construction.    Man  nehme   die  Intensität  von  P  in  der  Richtung  AP 


nnPAB^  sin  PAD~ 

sin  DAB 

T                   T' 

Q 

sin  QBC  ^  sin  QBA  ~" 

%inABC 

rp*                                 rpt* 

B 

ran  BCD        sin  BCB  ~ 

sin  BCD 

rp"                              rpf" 

S 

sin  SD A  ~~  sin  SDC  = 

sin  CDA 

Geraden,  welche  durch  sie  bestimmt  werden,  seine  Seiten;  n  Gerade  in  der  Ebene 
heissen  ein  vollständiges  nSeit,  die  $  n  (n  ~  1)  Punkte,  in  welchen  sie  sich 
schneiden,  seine  Ecken,  n  Punkte  in  einer  bestimmten  Aufeinanderfolge  genom- 
men heissen  ein  einfaches  nEck  und  die  n  Geraden,  welche  in  dieser  Ordnung 
die  Punkte  aufeinanderfolgend  verbinden,  seine  Seiten;  n  Gerade  in  bestimmter 
Aufeinanderfolge  heissen  ein  einfaches  nSeit  und  die  n  Punkte,  in  welchen  sie 
sich  in  dieser  Ordnung  aufeinanderfolgend  schneiden,  seine  Ecken.  Das  voll- 
ständige Viereck  hat  sechs  Seiten,  das  vollständige  Vierseit  sechs  Ecken;  das 
einfache  Viereck  hat  vier  Seiten,  das  einfache  Vierseit  vier  Ecken.  Beim  voll- 
ständigen nEck  heissen  Nebenscheitel  die  Schnittpunkte  der  Seiten,  welche  nicht 
Ecken  sind,  beim  vollständigen  nSeit  sind  Diagonalen  die  Verbindungslinien  der 
Ecken,  welche  nicht  Seiten  Bind.  Das  vollständige  Viereck  hat  drei  Nebenscheitel, 
das  vollständige  Vierseit  drei  Diagonalen. 
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willkürlich  an;  da  —  P  die  Resultante  von  T'"  und  T  sein  muss,  so  liefert  die 
Zerlegung  dieser  Kraft  mit  Hülfe  eines  Parallelogramms  nach  den  Seiten  AD, 
AB  die  Spannungen  T"\  T\  Da  —  Q  die  Resultante  von  T'  und  T  ist,  so 
liefert  ein  weiteres  Parallelogramm  die  Intensitäten  von  Q  und  T';  hieran  reiht 
sich  ein  drittes,  aus  welchem  B  und  T"  sich  ergeben.  Aus  T"  und  T"'  am 
Punkte  D  folgt  dann  S  nach  Richtung  und  Intensität. 

Die  Richtung  der  vierten  Kraft  kann  man  auch  direct  finden.  Nach  Cap.  III, 
§.  6,  S.  35  müssen  nämlich  die  Richtungen  der  vier  im  Gleichgewicht  befindlichen 
Kräfte  derselben  Schaar  eines  Hyperboloids  angehören.  Durch  die  Richtungslinien 
der  drei  Kräfte  P,  Q,  B  ist  dasselbe  bestimmt  und  jede  Gerade  £,  welche  sie 
schneidet,  muss  auch  S  schneiden.  Da  S  der  Ebene  CDA  angehört,  so  braucht 
man  bloß  den  Schnittpunkt  einer  solchen  Geraden  L  mit  dieser  Ebene  zu  suchen ; 
die  Gerade,  welche  ihn  mit  D  verbindet,  ist  die  Richtungslinie  von  S.  Alle  Ge- 
raden L  schneiden  die  Ebene  CDA  in  Punkten  von  S.  Die  beiden  Diagonalen 
AC,  BD  sind  Linien,  welche  die  vier  Kraftrichtungen  schneiden  und  gehören 
mithin  der  zweiten  Schaar  des  Hyperboloids  an.  Sie  werden  daher  von  den  vier 
Kraftrichtungen  nach  demselben  Doppel  Verhältnisse  geschnitten,  nämlich  so,  dass, 
wenn  AG  in  Q,  S  von  Q,  S  und  BD  in  P,  B  von  P,  B  getroffen  werden,  die 
Gleichung  besteht: 

A<1    AS_       BP    BB 

QC : SC  =  PD' BD' 

Will  man  die  projectivische  Theilung  der  Erzeugungslinien  des  Hyperboloids  nicht 
als  bekannt  zu  Hülfe  rufen,  so  ergibt  ßich  dieselbe  auch  aus  den  Dreiecken  PAB 
und  PÄD;  QBC  und  QBA\  BGD  und  BCB;  SDC  und  SDA.  Man  hat 
nämlich: 

sin  PAB  :  sin  PÄD  —  ?-?  •  ^ »      8™  QBC  :  sin  QBA  —  ^  :  ^4 , 

A.JS     JLU  jS\j      A.JS1 

-^^.-w^       .     -n^-r.        BD     BB  .     «-r^-r»      .     n *r*  *         CS     S A 

sin  BGD  :  sin  BCB  —  ^  :  ^ ,      sin  SDC  :  ein  SDA  *=  (Tjj  :  jj) 

und  wenn  man  diese  Gleichungen  miteinander  multiplicirt  und  die  oben  entwickelte 
Bedingungsgleichung  für  die  Richtungen  der  vier  Kräfte  berücksichtigt,  so  ergibt 
sich  dasselbe  Resultat. 

Man  kann  die  Verhältnisse  der  Kraftintensitäten  leicht  durch  die  Abschnitte 
ausdrücken,  welche  die  Kraftrichtuogen  auf  den  beiden  Diagonalen  bestimmen. 
Zunächst  hat  man  aus  den  ganz  zu  Anfang  aufgestellten  Gleichungen: 

Bin  PAB    sin  ABC 

tf  —  sin  PÄD  :  sin  QBC' 
Nun  ist  aber 

sin  DAB  :  sin  PÄD  —  ^  :  ^?,      sin  ABC:  Bin  QBC  =  4S  :  77^i 

AB     Air  AB     QB 

mithin 

_  BD- AP     ACQB 

v  PD  QC 

Auf  ähnliche  Weise  ergeben  sich  die  übrigen  Verhältnisse. 

Schneiden  sich  die  beiden  in  zwei  Gegenecken  B,  D  angreifenden  Kräfte  Q 
und  S  auf  der  Diagonale  AC,  so  fallt  S  mit  Q  zusammen  und  löst  sich  die  Glei- 
chung ^|S  ^— y^:g~  *nf  in  AQ:QC=AS:SCun&BP:PD=*BB:BD; 
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aus  letzterer  Gleichung  folgt,  dass  auch  B  und  D  zusammenfallen  und  die  Kräfte 
B  und  D  sich  auf  der  Diagonale  BD  schneiden. 

Sind  vier  Kräfte  P,  Qf  Jß,  S  an  einem  unveränderlichen  System  im  Gleich- 
gewicht, so  kann  man  unendlich  viele  veränderliche  einfache  Vierecke  von  un- 
veränderlichen Seiten  finden,  an  denen  diese  Kräfte,  durch  die  Ecken  gehend, 
ebenfalls  einander  Gleichgewicht  halten.  Denn  da  die  vier  Richtungslinien  der- 
selben Sohaar  eines  Hyperboloids  angehören,  so  kann  man  auf  unendlich  viele 
Arten  zwei  Gerade  finden,  von  denen  jede  sie  alle  vier  schneidet,  die  erste  in 
Punkten  A,  Q}  (7,  Sy  die  zweite  in  Punkten  P,  2?,  B,  B.  Nun  bestimme  man 
willkürlich  eine  Ordnung  der  Kräfte  als  erste,  zweite,  dritte  und  vierte  und  wähle 
zu  Angriffspunkten  der  ersten  und  dritten  ihre  Schnittpunkte  mit  der  einen  Ge- 
raden, zu  Angriffspunkten  der  zweiten  und  vierten  ihre  Schnittpunkte  mit  der 
andern.  Verbindet  man  hierauf  in  derselben  Ordnung,  wie  die  Kräfte,  ihre  An- 
griffspunkte aufeinanderfolgend  durch  unveränderliche  Strecken  zu  einem  einfachen 
Viereck,  dessen  Seiten  in  den  Ecken  gelenkartig  beweglich  mit  einander  ver- 
bunden sind,  so  besteht  das  Gleichgewicht  an  diesem  veränderlichen  Viereck  fort. 
Bei  der  Ordnung  P,  Q,  B,  S  ist  sowohl  AB  CD  als  auch  PQBS  ein  solches  Vier- 
eck, bei  der  Ordnung  P,  B,  Q,  S  sind  ABQD  und  PCBS  solche  Vierecke. 

Ist  das  Viereck  eben,  so  fallen  die  vier  Kräfte  in  dessen 
Ebene,  weil  die  Ebenen  der  Dreiecke  DAB,  ABC,  BCD, 
CDA9  in  welchen  sie  liegen,  zusammenfallen.  Der 
Satz  von  der  hyperboloidischen  Lage  ihrer  vier  Rieh- 
tungslinicn  und  die  sich  daran  knüpfende  Construction 
der  vierten  Kraft  gestaltet  sich  folgendermassen  um. 
Sondern  wir  die  Ecken  A,  B  (Fig.  15)  mit  der  sie 
verbindenden  Seite  AB  ah,  indem  wir  die  anstossen- 
den  Seiten  AD  und  BC  durchschneiden  und  die  Span- 
nungen T"  und  T  an  A  und  B  längs  AD  und  BC 
einführen.  An  der  unveränderlichen  Linie  AB  halten 
sich  sodann  T'" ,  P,  Qt  T'  Gleichgewicht  Daher  sind 
die  Resultante  von  P,  Q  einerseits  und  die  Resultante 
von  T'",  T'  andererseits  entgegengesetzt  gleich  und  fallen  mithin  in  die  Ver- 
bindungslinie der  Schnittpunkte  ß  von  P,  Q  und  H  der  Seiten  DA,  CB.  Gleiches 
gilt  von  den  Kräften  an  der  abgetrennten  Seite  CD.  Nun  halten  sich  aber  auch 
P,  Q,  B,  S  wie  an  einem  unveränderlichen  System  Gleichgewicht;  es  muss  daher 
die  Resultante  von  P,  Q  der  Resultanten  von  B,  S  entgegengesetzt  gleich  sein 
und  der  Schnittpunkt  ß'  der  Richtungslinien  von  B,  S  in  die  Gerade  ß27  fallen. 
Sind  also  die  Richtungslinien  von  P,  Q,  B  gegeben,  wird  aber  die  von  S  ge- 
sucht, so  hat  man  nur  von  D  nach  dem  Schnittpunkte  ß'von  JB  mit  der  Linie  SIS 
eine  Gerade  zu  ziehen.  Dieselben  Betrachtungen  auf  das  andere  Paar  Gegenseiten 
AD,  BC  des  Vierecks  AB  CD  angewandt,  ergibt  sich,  dass  der  Schnittpunkt  £' 
von  CD,  BA  mit  den  Schnittpunkten  $,  $'  von  P,  S  und  Q,  B  in  gerader 
Linie  liegt.    Wir  erhalten  daher  den  Satz: 

Wenn  vier  Kräfte  P,  Qt  B,  S  an  den  Ecken  eines  einfachen  ebenen 
veränderlichen  Vierecks  ABCD  von  unveränderlichen  Seiten  im 
Gleichgewicht  sind,  so  bilden  ihre  Richtungen  in  derselben  Ordnung 
genommen,  wie  die  Ecken,  an  welchen  sie  angreifen,  ein  jenem  um- 
schriebenes einfaches  Vierseit  PQBS  derart,  dass  die  beiden  Diago- 
nalen Äß';  $$'  des  letzteren,  welche  die  Gegeneoken  ß,  ß';  #,  $'  ver- 


Fig.  15. 
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binden,   durch  die  Nebenscheitel  £,  £'  gehen,   in  welchen   sich  die 
Gegenseiten  AD,  BC  und  AB,  DC  deß  ersteren  schneiden. 

Man  kann  den  Inhalt  dieses  Satzes  auch  etwas  anders  fassen.  Die  aufein- 
anderfolgenden Ecken  A,  B,  nämlich  die  1.  und  2.  und  der  Schnittpunkt  ß  der 
in  ihnen  angreifenden  aufeinanderfolgenden  Kräfte  P,  Q  bilden  ein  Dreieck  ABSl, 
die  beiden  andern  Ecken  D,  G,  nämlich  die  4.  und  3.,  bilden  mit  dem  Schnitt* 
punkt  &'  ihrer  Kräfte  B,  S  ein  zweites  Dreieck  DCR',  dessen  Ecken  D,  G,  52', 
wir  den  Ecken  A,  B,  Sl  zuordnen  wollen.  Die  Verbindungslinien  AD,  BC,  &&' 
der  zugeordneten  Ecken  schneiden  sich  im  Punkte  2.  Ebenso  bilden  die  Ecken 
B,  C  und  der  Schnittpunkt  $'  ihrer  Kräfte  das  eine,  die  Ecken  A,  D  und  der 
Schnittpunkt  $  das  andere  von  zwei  zugeordneten  Dreiecken  BC&  und  AD$, 
so  dass  die  Verbindungslinien  AB,  DC,  $$'  in  dem  Punkte  J2'  zusammen- 
laufen. Dreiecke  derart  heisson  perspektivisch  collineare  Dreiecke.  Man  kann  daher 
sagen: 

Wenn  vier  Kräfte  an  den  Ecken  eines  einfachen  ebenen  Vierecks 
im  Gleichgewicht  sind,  so  bilden  die  1.  und  2.  Ecke  mit  dem  Schnitt- 
punkt der  1.  und  2.  Kraft  das  eine,  die  4.  und  3.  Ecke  mit  dem  Schnitt- 
punkt der  4.  und  3.  Kraft  das  andere  von  zwei  perspektivisch  colli- 
nearen  Dreiecken.  Ebenso  sind  die  Dreiecke  gebildet  aus  der  2.  und 
3.  Ecke  und  dem  Schnittpunkt  der  2.  und  3.  Kraft,  und  das  Dreieck 
der.  1.  und  4.  Ecke  mit  dem  Schnittpunkt  der  1.  und  4.  Kraft  per- 
spektivisch collinear. 

Auch  kann  man  die  Figur  noch  folgendermassen  auffassen.  Die  1.  Seite  AB 
bildet  mit  der  1.  und  2.  Kraft  P  und  Q  ein  Dreiseit,  die  dritte  Seite  DG  bildet 
ebenso  mit  der  4.  und  3.  Kraft  S  und  B  ein  anderes  Dreiseit,  dessen  entsprechende 
Seiten  AB  und  DC,  P  und  S,  Q  und  B  sich  in  drei  Punkten  27',  *,  fl'  treffen, 
welche  in  gerader  Linie  liegen.  Ebenso  bildet  die  2.  Seite  BC  mit  der  2.  und 
3.  Kraft  Q,  B  ein  Dreiseit,  entsprechend  dem  Dreiseit  der  4.  Seite  und  der  1. 
und  4.  Kraft,  so  dass  die  Schnittpunkte  S,  &,  &'  in  gerader  Linie  liegen  (per- 
spektivisch collineare  Dreiseite).    Daher: 

Bei  vier  an  den  Ecken  eines  einfachen  Vierecks  angreifenden,  im 
Gleichgewicht  befindlichen  Kräften  bildet  jedes  Paar  Gegenseiten 
mit  den  an  ihren  Endpunkten  angreifenden  Kräften  zwei  perspekti- 
visch collineare  Dreiecke. 

Die  beiden  letzteren  Auffassungen  des  Satzes  sind  nicht  von  einander  unab- 
hängig; es  gilt  nämlich  der  Satz: 

In  zwei  perspektivisch  collinearen  Dreiecken  treffen  sich  die 
homologen  Seitenpaare  in  drei  Punkten,  welche  in  gerader  Linie 
liegen  und  in  zwei  perspektivisch  collinearen  Dreiseiten  laufen  die 
Verbindungslinien  homologer  Ecken  in  einen  Punkt  zusammen;  oder 
perspektivisch  collineare  Dreiecke  sind  stets  auch  perspektivisch 
collineare  Dreiseite  und  umgekehrt.  (S.  Steiner,  systemat.  Entwickelung 
etc.,  I,  S.  78).  . 

Aehnlich,  wie  das  Gleichgewicht  von  4  Kräften  an  den  Ecken  des  veränder- 
lichen Vierecks,  kann  das  Gleichgewicht  von  Kräften  an  den  Ecken  von  veränder- 
lichen Fünfecken,  Sechsecken  etc.  untersucht  werden.  Auf  den  Zusammenhang 
dieser  Untersuchungen  mit  Sätzen  der  neueren  synthetischen  Geometrie  soll  hier 
ganz  besonders  aufmerksam  gemacht  werden. 
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§.  6.  Gleichgewicht  von  Kräften,  welche  in  Punkten  der  Seiten 
eines  einfachen  Vierecks  von  unveränderlichen  Seiten  angreifen. 

Vier  Kräfte  P,  Q,  JR,  S  greifen  an  den  Punkten  F,  Gt  H,  J  der  Sei- 
ten eines  einfachen  Vierecks  ABCD  (Fig.  16)  an,  dessen  Seiten  un- 
veränderlich, dessen  Winkel  aber  veränderlich  sind;  man  soll  die 
Bedingungen  des  Gleichgewichts  aufstellen. 

Löst  man  die  Verbindung  der  Seiten  in  A,  so  sind  statt  dessen  zwei  ent- 
gegengesetzt gleiche  Pressungen  T  längs  einer  gewis- 
sen Richtung  NK  einzuführen;  ähnlich  an  P,  C,  D 
solche  Kräfte  T\  T'\  T"  längs  KL,  LM>  MN.  An 
der  Seite  AB  müssen  dann  T,  T,  Pim  Gleichgewichte 
sein  und  daher  KN  und  KL  sich  auf  der  Richtung 
von  P  schneiden.  Ebenso  folgt,  dass  die  Schnittpunkte 
Lt  M ,  N  in  die  Richtungen  der  Kräfte  Q,  P,  S  fallen 
müssen. 

Zum  Gleichgewichte  der  vier  Kräfte  wird 
also  erfordert,  dass  es  möglich  sei,  ein  Vier- 
seit  KL MN  zu  construiren,  welches  dem  Viereck  ABCD  umschrieben 
und  dem  Vierseit  der  Kräfte  zugleich  eingeschrieben  sei,  dessen  Sei- 
ten alBO  durch  die  Ecken  des  ersteren  gehen  und  dessen  Ecken  in  den 
Seiten  des  letzteren  liegen. 

Zugleich  müssen  die  Richtungslinien  der  vier  Kräfte  P,  Q,  P,  S  derselben 
Schaar  eines  Hyperboloids  angehören,  auf  welchem  also  auch  die  vier  Angriffs- 
punkte .F,  Cr,  if,  J  liegen. 

Ist  das  Viereck  eben,  so  hat  die  Auffindung  des  Vierseits  KLMN  keine 
Schwierigkeiten  und  wurde  diese  Aufgabe,  sowie  die  allgemeinere,  das  Vieleck 
betreffend,  zuerst  von  Servais,  Gergonne  und  Lhuilier  (in  Gergonne's  An- 
nales de  mathematiques ,  T.  II),  später  von  Steiner  (Systematische  Entwickelang 
der  Abhängigkeit  geometrischer  Gestalten  von  einander,  S.  94)  mit  Hülfe  von 
projecti  vischen  Punktreihen  gelöst.  Die  Lösung  hängt  von  den  Doppelpunkten 
zweier  vereinigter  projectivischer  Punktreihen  ab  und  ist  eine  doppelte  oder  ein- 
fache oder  unmöglich,  je  nachdem  diese  Reihen  zwei,  einen  oder  keinen  Doppel- 
punkt besitzen. 

Die  Pressungen  T  ergeben  sich,  indem  man  P,  Q,  R,  S  &n  den  Ecken  K,  Z, 
Jf ,  N  zerlegt  nach  den  Seiten  des  umschriebenen  Vierecks.  Da  dieselben  sich 
paarweise  tilgen,  so  folgt,  dass  die  Kräfte  P,  Q,  P,  S  an  dem  Vierecke 
KLMN  im  Gleichgewichte  sein  müssen,  wenn  dessen  Seiten  unver- 
änderlich, die  Winkel  aber  veränderlich  gedacht  werden.  Hierdurch  ist 
die  Aufgabe  auf  die  von  §.  5  zurückgeführt.  Diese  Reducüon  ist  auch  noch  auf 
eine  andere  Art  möglich,  nämlich  dadurch,  dass  man  die  Kraft  P  in  zwei  ihr 
parallele  Kräfte  auflöst,  welche  in  A  und  B  angreifen,  ebenso  Q  in  zwei  Parallel- 
kräfte an  den  Punkten  B  und  0,  R  in  zwei  desgleichen  an  C  und  D,  S  in  zwei 
solche  an  D  und  A  und  hierauf  je  zwei  dieser  Kräfte ,  welche  an  einer  Ecke  A, 
B,  Cy  D  angreifen,  zu  einer  Kraft  vereinigt. 

Wirken»  an  dem  Viereck  ABCD  (Fig.  17)  nur  die  beiden  Kräfte 
P,  B  in  den  Punkten  jP,  H  zweier  Gegenseiten,  d.  h.  sind  Q  und  S  Null, 
80  halten  die  Pressungen  Ty  T"  an  D,  A  eich  allein  Gleichgewicht,  sind  also  ent- 
gegengesetzt gleich  und  fallen  in  die  Richtung  der  Seite  DA.  Ebenso  T' ,  T" 
längs  BC.    Daher  muss  sowohl  P,  welches  mit  2\  T'  an  AB,  als  auch  P,  welches 
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Fig.  17. 


mit  T'\  T"  an  CD  Gleichgewicht  hält,  durch  den  Schnittpunkt  2  von  AD  und 

GB  gehen.  P  und  E  müssen  aber  auch  am  Viereck,  wie  an 
einer  unveränderlichen  Figur  Gleichgewicht  halten,  also  ent- 
gegengesetzt gleich  sein.  Die  Verbindungslinie  der  Angriffs- 
punkte Fy  H  geht  durch  E.    Das  Viereck  muss  eben  sein. 

Ist  CD  fest  und  wirkt  blos  P,  so  folgt,  dass  nur  dann 
Gleichgewicht  besteht,  wenn  das  Viereck  eben  ist  und  die  Rich- 
tuug  von  P  durch  den  Schnittpunkt  Z  der  beweglichen  Seiten 
BC,  DA  hindurchgeht.  Die  Punkte  A,  B  sind  in  der  Ebene 
auf  Kreisen  um  D  und  C  beweglich  und  beschreibt  F  eine 
Schleifenlinie  (B.  I,  S.  233);  2  ist  das  Momentancentrum  für  die 
Beweglichkeit  des  Systems,  £F  ist  die  Normale  der  Schleifen- 
linie. Die  Bedingung  des  Gleichgewichtes  kommt  also  mit  der 
Bedingung  überein,  dass  der  Punkt  F  auf  der  Schleifenlinie  in  einer  Gleich- 
gewichtslage sich  befinden  muss. 

Sind  BC,  DA  parallel  (Fig.  18),  so  müssen  auch  FH,  die  Verbindungslinie 
der  Angriffspunkte  der  Kräfte  P,  R  und  diese  selbst  mit  ihnen  parallel  sein.   Zwei 

andere  Kräfte  P',  H\  welche  längs  einer  weiteren  Parallelen 
FR'  zu  BC  wirken  und  P,  R  entgegengesetzt  gleich  sind,  halten 
ebenfalls  Gleichgewicht.  Daher  Bind  auch  die  Paare  (P,  P')f 
(R,  iT)  im  Gleichgewicht.  Das  Paar  (P,  P')  ist  mit  den  beiden 
Pressungen  in  A  und  B  im  Gleichgewicht  und  bleibt  es  nach 
einer  beliebigen  Lagenänderung  in  seiner  Ebene;  ebenso  (72,  B'). 
Hieraus  folgt,  dass  an  einem  Trapeze  mit  constanten  Seiten,  aber 
veränderlichen  Winkeln  zwei  Kräftepaare  sich  unter  denselben 
Bedingungen  wie  an  einem  unveränderlichen  System  Gleichgewicht 
halten. 

Es  Bei  eine  Ecke  D  eines  veränderlichen  Vierecks  ABCD  (Fig.  19) 
von  constanten  Seiten,  aber  veränderlichen  Winkeln  fest;  auf 
die  Punkte  F,  G  der  ihr  nicht  anliegenden  Seiten  AB,  BC  wirken  die 
Kräfte  P,  Q;  man  soll  die  Bedingungen  ihres  Gleichgewichts  auf- 
stellen. 

Trennt  man  die  Seiten  des  Vierecks  in  den  Ecken  von  einander  ab,  so  müssen, 
da  an  Di  keine  weitere  Kraft  wirkt,  die  Pressungen  der  Linie  DA  in  D  und  A 
sich  Gleichgewicht  halten,  also  längs  DA  entgegengesetzt  gleich  sein.    Daher  fällt 

auch  die  Pressung  in  A  für  AB  in 
DA.  Sie,  die  Pressung  für  AB  in  B 
und  die  Kraft  P  halten  sich  an  i£ 
Gleichgewicht;  daher  schneiden  sich 
die  beiden  letzteren  in  einem  Punkte 
M  auf  DA,  Die  Pressung  in  B  für 
B  C  fällt  mithin  in  B  M,  die  Pressung 
in  C  aber  fällt  in  DC,  weil  die  Pres- 
*X  sungen  in  D  und  C  an  DC  in  DC 
Fig  w  fallen.  Es  müssen  daher  die  Pressungen 

der  Linie  B  (7  in  B  und  C  mit  Q  Gleich- 
gewicht halten  und  sich  also  alle  drei  Kräfte  in  dem  Schnittpunkte  N  von  BM 
mit  DC  treffen.  Hieraus  folgen  als  Gleichgewichtsbedingungen,  dass  das  Viereck 
eben  sein  muss,  dasB  P  und  Q  in  seine  Ebene  fallen  und  ihre  Schnitt- 
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punkte  M,  N  mit  den  dem  festen  Punkte  anliegenden  Seiten  und  die 
ihm  gegenüberliegende  Ecke  B  in  gerader  Linie  Jiegen  müssen.  Ist 
die  Gestalt  des  Vierecks  und  die  Richtung  von  P  gegeben,  so  ergibt  sich  die 
Richtung  von  Q\  kennt  man  die  Intensität  von  P,  so  ergibt  sich  die  von  Q, 
indem  man  P  nach  MA  und  MB,  Q  nach  NB  und  CN  zerlegt  denkt;  die  in 
MB  fallenden  Componenten  müssen  sich  tilgen.  Sind  T ,  —  T  diese  beiden  Kräfte, 
so  hat  man: 

P :  T  =  sin  AMB  :  sin  A MF  =  4^  :  tL  • 

BM    FM 

Q  s  (_  T)  —  sin  BNC  :  sin  GNC  =*  ^T  :  ££., 

BN     GN 

mithin 

P     fl       _/A*     £*L\      /BC      W\ 

V  ""       \BM  '  FM)  '  \BN  '  GN)  ' 

Schneiden  sich  BC,  DA  in  U;  AB,  DC  in  X  und  treffen  die  Kräfte  P  und 
Q  die  Seiten  BC,  AB  va  F,   W,  so  hat  man  in  ähnlicher  Weise 

J53£  *  FJf'        v    ^        ;       BN'WN' 

• v       v*  Ä "  VM) '  \BN '  WN) ' 

Für  das  Parallelogramm  rücken  U  und  X  ins  Unendliche  und  redncirt  sich  wegen 
ÜB  :  UV  «  1,  XB  :  XW  =  1  die  letzte  Gleichung  auf 

v  MB      NB' 

Fällt  JJf  in  D,  d.  h.  geht  die  eine  Kraft  P  durch  den  festen  Punkt,  so  fällt  auch 
N  in  D  und  geht  auch  die  andere  Kraft  Q  durch  denselben  Punkt.  Ist  das 
Viereck  zugleich  ein  Parallelogramm,  so  bleibt 

P  :  Q  «.  -   VD  :  WD 
und  da  D  V  :  DC  ~-  sin  C  :  sin  F,   D  JF :  IM  =  sin  A  :  sin  1F,  so  wird 

P  •  BC  sin  (P,  5(7)  +  ©  '  AB  «n  (#>  ^)  =  0. 

§.7.  Die  Kette.  Ein  System  von  Körpern,  von  denen  in  bestimmter  Ord- 
nung jeder  mit  dem  folgenden  verbunden  ist,  ohne  dass  die  relative  Beweglich- 
keit beider  aufgehoben  ist,  heisst  eine  Kette;  die  Körper,  welche  sie  bilden, 
ihre  Glieder.  Die  Kette  ist  geschlossen,  wenn  der  letzte  Körper  mit  dem  ersten 
verbunden  ist.  Hinsichtlich  der  relativen  Beweglichkeit  der  mit  einander  in  Be- 
rührung stehenden  Glieder  finden  Unterschiede  hinsichtlich  des  Freiheitsgrades 
und  hinsichtlich  der  besonderen  Arten  der  Beweglichkeit  statt.  Es  kann  z.  B. 
sein,  dass  die  relative  Bewegung  zweier  aufeinanderfolgender  Glieder  eine  relative 
Windungsbewegung  oder  blos  eine  Rotationsbewegung  um  eine  bestimmte  Axe 
ist,  wohl  aber  auch,  dass  diese  Axe  selbst  ihrer  Lage  nach  einen  mehr  oder 
weniger  ausgedehnten  Spielraum  hat.  Die  bisher  betrachteten  Vielecke  sind  Ketten ; 
ein  specieller  Fall,  welcher  im  Nachfolgenden  besondere  Behandlung  erfahren  wird, 
ist  der,  dass  sämmtliche  Glieder  der  Kette  verschwindend  klein  und  ihre  Anzahl 
unendlich   gross  angenommen  wird;  die   Kette  ist    dann    ein   biegsamer   Faden. 

Eine  Kette  bestehe  aus  n  Gliedern  Glf  G% ,  .  .  .  Gn ,  welche  endliche  Dimen- 
sionen besitzen  und  aufeinanderfolgend  blos  in  je  einem  Punkte  berührend  mit- 
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einander  verbunden  sind,  wie  z.  B.  bei  einer  gewöhnlichen  ans  Bingen  gebildeten 
Kette.  An  Gt  und  Gn  ^wirken  zwei  Kräfte  P  und  Q,  es  sollen  die  Gleichgewichts- 
bedingungen für  sie  angegeben  werden.  Sind  Bly  Bs,  B3,  .  . .  BH_1  die  Berüh- 
rungspunkte der  Glieder,  j^,  Tt,  Ts,  .  .  .  3TJI_1  die  Intensitäten  der  in  den  Be- 
rührungspunkten anzubringenden  Spannungen  oder  Pressungen,  so  halten  P  und 
—  Tx ,  Tx  und  —  T,,  T2  und  —  T8, .  .  .  Tn  und  §  Gleichgewicht,  sind  folglich 

entgegengesetzt  gleich.  Hieraus  folgt,  dass  zum  Gleichgewicht  erforderlich 
und  hinreichend  ist,  dass  sämmtliche  Berührungspunkte  in  gerader 
Linie  liegen  und  dass  P  und  Q  einander  entgegengesetzt  gleich  sind. 
Die  Spannungen  sind  alle  einander  gleich  und  gleich  P  oder  Q.  Das  Gleich- 
gewicht ist  hinsichtlich  seiner  Beständigkeit  sicher  oder  unsicher,  je  nachdem  die 
Kräfte  P  und  Q  ziehend  oder  drückend  wirken.  Die  Unsicherheit  des  Gleich- 
gewichts ist  um  so  grösser,  je  mehr  Glieder  die  Kette  hat,  weil  das  Ausgleiten 
eines  einzelnen  Gliedes  zur  Störung  desselben  hinreicht.  Bei  einem  biegsamen 
Faden  ist  bei  drückend  wirkenden  Kräften  die  Unsicherheit  des  Gleichgewichts 
unendlich  gross,  man  betrachtet  daher  das  Gleichgewicht  bei  einem  solchen  ge- 
wöhnlich nur  im  Falle  von  Zugkräften  als  überhaupt  möglich,  obgleich  dies  streng 
genommen  nicht  vollkommen  exact  ist  und  sagt:  Der  biegsame,  bloss  durch 
zwei  Endkräfte  gespannte  Faden  bildet  im  Falle  des  Gleichgewichts 
eine  Gerade,  in  welche  die  Endkräfte  fallen  und  ziehend  wirken. 
Die  Spannung  des  Fadens  ist  in  allen  Punkten  gleich  und  gleich 
den  Endkräften. 

§.  8.  Das  Seil-  oder  Kettenpoiygon.    Eine  vollkommen  biegsame,  nicht 
dehnbare  Linie  (Faden,  Seil),  an  welchem  in  bestimmten  Punkten  Xj,  2T8,  Kst...Kn 

Kräfte  P,,  P,,  P9t  .  .  .  PH  wirken  (Fig.  20),  heisst  ein  Seil-  oder  Ketten- 
polygon und  die  Punkte  K  sind  seine  Knoten.    Wenn  dies  System  unter  Ein- 
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Wirkung  der  Kräfte  Peine  Gleichgewichtsfigur  annimmt,  die  im  Uebrigen,  je  nach 
Beschaffenheit  der  Kräfte,  eben  oder  windschief  sein  kann,  so  ist  jede  Seite  ge- 
spannt und  wenn  sie  durchschnitten  wird,  so  sind  zwei  entgegengesetzt  gleiche 
Kräfte  erforderlich,  um  das  gestörte  Gleichgewicht  herzustellen.  Nach  Einfahrung 
dieser  Spannungen  besteht  an  jedem  Knoten  K  zwischen  der  Kraft  P  und  den 
beiden  Spannungen  Gleichgewicht.  Diese  Spannungen  seien  ihrer  Intensität  nach 
zwischen  Kt  und  K%  gleich  Tlf  zwischen  JTS  und  K^  gleich  T,,  .  .  .  an  K%  gleich 

Tn  längs  der  Schlussseite  KHKn+l  und  an  K0,  längs  der  Anfangseite  KtK0  des 

Polygons  wirkend,  gleich  T. 
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Das  Gleichgewicht  der  Kraft  P.  am  Knoten  K-  und  der  Spannungen  —Ti_1 

and  T.  längs  den  Seilstücken  K.K._1  und  KiK{,1  erfordert  nun,  dass  die  Kraft 

P.  in  die  Ebene  dieser  beiden  Seiten  falle  und  dass  jede  der  drei  Kräfte  dem 

Sinus  des  von  den  beiden  anderen  eingeschlossenen  Winkels  proportional  sei.    In 
Folge  dessen  bestehen  die  Gleichungen 

T  Tx  Px 


sinP^lT, 

sin  Px  Kx  K0 

sin  £,£,£, 

Tx 

T 

*» 

Bin  Pa2Ta£, 

sin  P,  Kt  Kx 

sin  Kx  K%  K3 

T 
sin  P>K,K4 

= 

T 
sin  P8  Äg  ÜLg 

-  — 

sin  K%  Ka  K4 

• 

T 

■  ^ 

n 

i 

*n 

sin  P  K  K   ,  f 

sin  PtfiT 

it      it      n  — " 

M'JÄ,_IÄn^.+  , 

Aub  diesen  Gleichungen  erhält  man,  indem  man  sie  gruppenweise  miteinander 
verbindet,  die  Verhältnisse  der  Spannungen  T  und  der  Kräfte  P.  Ist  das  Polygon 
geschlossen,  so  ist  Tn  =>  —  T  und  tritt  zu  den  Gleichungen  noch  die  weitere 

hinzu,  welche  für  die  Winkelsumme  des  Polygons  besteht.  Ist  das  Polygon  offen, 
so  spielen  die  Endspannungen  dieselbe  Rolle,  wie  Kräfte  P. 

Sind  ausser  den  Kräften  P  und  ihren  Richtungen  noch  die  Endspannung  T 
und  ihre  Richtung  sowie  die  Seitenlängen  gegeben,  so  kann  die  Gleichgewichts- 
form des  Polygons  durch  folgende  Construction  gefunden  werden.  Man  ziehe  die 
Richtung  von  T  und  nehme  die  Lage  des  ersten  Knotens  Kx  auf  ihr  willkürlich 
an,  trage  die  Kraft  Px  an  K%  in  ihrer  Richtung  an  und  suche  die  Resultante  von 
T  und  Px\  sie  gibt  die  Richtung  der  Seite  KXK%  und  hiermit  ist  die  Lage  des 
zweiten  KnotenB  gefunden  nebst  der  Spannung  —  Tx ,  die  an  ihm  im  Sinne  K^  Kx 
wirkt  Aus  Tx  und  der  Kraft  P,  an  K%  suche  man  die  Resultante  T% ,  hierdurch 
ergibt  sich  die  Lage  des  dritten  Knotens  Ks  nebst  der  längs  KzKt  wirkenden 
Spannung  —  T%  u.  s.  f.  —  Die  Construction  wird  wesentlich  erleichtert,  indem 
man  sich  von  irgend  einem  Punkte  0  des  Raumes  aus  das  Kräftepolygon  (P)  con- 
struirt,  nämlich  so,  dass  man  von  O  aus  in  der  gegebenen  Richtung  die  End- 
kraft T  aufträgt,  daran  die  Kraft  Px  in  ihrer  Richtung  fügt,  hieran  P2,  dann 
Pa  u.  s.  f.  Die  von  0  nach  den  Endpunkten  von  Px,  P2 ,  P3 ,  .  .  .  Pn  hinfahren- 
den Diagonalen  stellen  nach  Grösse  und  Richtung  die  Resultanten  von  T,  Px 
oder  Tx ;  von  Tx ,  P2  oder  Ta ;  von  T9 ,  Ps  oder  T3 ,  u.  s.  f.,  also  sämmtliche 
Spannungen  dar.    Man  braucht  also  nur  Parallellinien  mit  T,  Tx ,  Tt ,  .  .  .  Tn  zu 

ziehen  und  auf  ihnen  die  bestimmten  Seitenlängen  KXK21  X,  IT,' ,  u.  s.  f.  auf- 
zutragen, um  die  Gleichgewichteform  des  Polygons  zu  erhalten.  Das  Kräftepolygon 
zeigt  zugleich,  dass  sämmtliche  Kräfte  P  nebst  den  Endkräften  Ty  TH  an  einen 
Punkt  verlegt  sich  Gleichgewicht  halten  müssen. 

Wenn  die  Kräfte  P  die  Polygonwinkel  TKX K% ,  KXK%KZ,  K%K^KA,  .  .  .  hal- 
biren,  so  werden  die  Kräfteparallelogramme  an  den  Knoten  sämmtlich  Rhomben, 
die  Spannungen  alle  gleich  und  gleich  den  Endspannungen.  In  den  obigen 
Gleichungen  werden  die  Winkel  PXKXK0  =>  PtKxKt,  P%K%KX  —  Pt  KtK9, 
P$KsKt  ■=»  PaK9K4,  u.  8.  f.,  nämlich  gleich  den  Supplementen  der  halben  Poly- 
gonwinkel K0KXK%,  KXK^KZ,  .  .  .    Daher  erhält  man  noch  vermöge 
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mnP^E^mm ßinP1iT1Äi«8iniÄ0Z1i:ai  sinP^IT,  —  nnP^JT,  — an^jE^E;... 
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cos^TJS:,*,)      cos^^Ä^)      ooB^(J£;JSrsJ8:4) 


C08 


KKn- 


K.K. 
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d.  h.  es  müssen  die  Kräfte  den  Cosinussen  der  halben  Polygon winkel  propor- 
tional sein. 

Die  Kräfte  P  nebst  den  Endspannungen  T,  Tn  müssen  die  Bedingungen  des 

Gleichgewichts  wie  an  einem  unveränderlichen  System  erfüllen;  wenn  man  sie 
daher  für  irgend  einen  Punkt  reducirt,  so  muss  ihre  Resultante  und  ihr  resui- 
tirendes  Paar  verschwinden.  Dasselbe  gilt  für  jede  beliebige  abgetrennte  Parthie 
des  Polygons.  Schneiden  sich  nun  die  Richtungen  der  Endspannungen  einer  solchen 
Parthie  (oder  auch  des  ganzen  Polygons)  in  einem  Punkte  und  wählt  man  diesen 
zum  Reduction8punkte ,  so  sieht  man,  dass  die  betreifenden  Endspannungen  mit 
der  Resultanten  aller  Kräfte  P  der  abgetrennten  Parthie  des  Systems  an  jenem 
Punkte  Gleichgewicht  halten  müssen.  Nimmt  man  daher  diese  Resultante  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  und  zerlegt  sie  nach  den  Richtungen  der  Endspannungen,' 
so  erhält  man  diese  selbst;  insbesondere  kann  man  diese  Methode  benutzen,  wenn 

die  Endspannungen  durch  feste  Punkte  ersetzt 
werden  sollen,  um  die  Widerstände  zu  finden, 
welche  diese  leisten  müssen. 

Da  drei  Kräfte,  welche  an  einem  Punkte  im 
Gleichgewichte  sind,  immer  in  einer  Ebene  lie- 
gen, so  folgt,  dass,  wenn  die  Richtungen  der 
*i  Kräfte  P  sämmtlich  einer  Ebene  parallel 
sind,  das  Polygon  eben  ist.  Dies  findet 
insbesondere  statt,  wenn  die  Kräfte  P 
parallel  sind.  Findet  sich  in  diesem  Falle 
eine  Polygonseite  vor,  welche  zu  der  Richtung 
der  Kräfte  senkrecht  ist,  so  lassen  sich  die 
Spannungen  besonders  einfach  ausdrücken.  Ist 
K{Ki  +  i  (Fig.  21)  die  Seite,  welche  diese  Eigen- 
schaft besitzt  und  J\  ihre  Spannung,  so  bringe  man  sie  mit  der  Seite  KgKa,l^ 
deren  Spannung  Tg  man  sucht,  zum  Durchschnitt  und  brauche  diesen  zum  Re- 
ductionspunkte  0  der  Kräfte.  Ist  V9  die  Resultante  der  Kräfte  P  von  K.,t  bis  Ka 
also  F*=  -^-L-i  +  -^4.2  +  •  •  •  P99  80  liefert  das  Parallelogramm  der  Kräfte 
T*  «  Tf  +  V}  und  für  die  Neigung  <p$  der  Seite  KaKa  +  l  gegen  K.Ki  +  1  : 

*«  %  —  r  ' 

Die  Summe  der  Momente  aller  an  einem  beliebigen  Polygonstück 
angreifenden  Kräfte  in  Bezug  auf  den  Endpunkt  desselben  ist  Null. 
Denn  das  Gleichgewicht  besteht  fort,  wenn  das  Polygonstück  erstarrt  und  das 
Moment  der  durch  das  Abtrennen  desselben  nöthigen  Spannung  in  Bezug  auf  den 
Schlusspunkt  des  Stücks  ist  Null. 

§.  9.    Das  parabolische  Kettenpolygon. 

Wir  wollen  den  speciellen  Fall  der  Parailelkräfbe  am  Seilpolygon  weiter  ver- 
folgen, dass  alle  Parallelkräfte  einander  gleich  sind  und  ihre  Richtungen  aufein- 
anderfolgend gleichen  Normalabstand  haben.    Das  Polygon  der  Kräfte  (Fig.  22) 


Fig.  21. 
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geht  in  diesem  Falle  in  eine  Dreiecksfonn  über,  auf  deren  einer,  dem  Reductions- 
pankt  0  gegenüberliegenden  Seite  die  Kräfte  P  sich  summiren,  während  die 
beiden  anderen  Seiten  die  Endspannungen  darstellen.  Sämmtliche  Ecken  des 
Polygons  liegen  in  diesem  Falle  auf  einer  Parabel.  Nehmen  wir  nämlich  auf 

der  Richtung  der  Endspannung   T 
X  (Fig.  22)  den  Punkt  A  so  an,  dass 

eine  durch  ihn  zu  der  Richtung  der 
Kräfte  parallel  gelegte  Gerade  von 
der  Richtung  der  ersten  Kraft  um 
den  halben  Normalabstand  entfernt 
ist.  Diese  Gerade  sei  die  F-Axe 
und  die  Richtung  von  T  die  x-Axe, 
-positiv  im  Sinne  Ak^  genommen, 
parallel  zu  welcher  Linie  wir  auf 
den  Kraftrichtungen  die  Punkte 
*» »  K  i  *4  >  •  •  •  bestimmen.  Die  Figur 
OTPx  P%  .  .  .  des  Kräftepolygons 
schneiden  wir  mit  einer  Geraden 
parallel  TP^P%  .  .  .  in  einem  Ab- 
stände von  0  gleich  dem  Normal- 
abstande der  Kräfte.  Dieselbe  lie- 
fert die  Dreiecke  0  Ux ,  0  tt%,  0 1 1„ .. ., 
welche  den  Dreiecken  K^K^ 
K2  kz  K3 ,  Ka  kt  K4 ,  .  .  .  congruent 
sind.  Wird  AKX  =  {  Ot  =  a,  sowie  ttx  =»  b  gesetzt,  wodurch  tt,  ■-  2o, 
tt^  =»  3o,  .  .  .  wird,    so  erhält   man  für  die  Abscissen  der  Ecken  des  Polygons 

A|  xif  ./Lg  ,  .    .   . 

xl=\a,    o,  =  4a,    ar3=$a, x.  =  ±(2t  —  l)a, 

sowie  für  die  Ordinaten  derselben: 

Vi  eas0»  y«^6»  ys^^ft,  «4«s6d,...yf.  =  d  +  26H K»  —  1)  &  =  ■&»(»— 1)6. 

Eliminirt  man  nun  aus  den  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  K.  nämlich 

*,-!(*•- l)a,  *-*<(•' -1)6' 
den  Index  t",  so  erhält  man  die  Gleichung,  welche  für  alle  gilt,  in  xi%  y0  d.  h. 

die  Gleichung  der  Curve,  auf  welcher  alle  liegen.   Sind  x,  y  laufende  Coordinaten 
dieser  Curve,  so  ist  die  Gleichung  derselben: 

2 

b 


Fig.  »2. 


X" 


a*  (      ,     6\ 


Für  x  =»  0  wird  y 


b 
8 
b 


tung  der  negativen  y  um  -    ,  so  wird  die  Gleichung  x* 


Verschiebt  man  daher  den  Ursprung  A  in  der  Rich- 

2  a» 


y.   Sie  drückt  eine 


8  ,  _    0 b 

Parabel  aus,  bezogen  auf  die  Tangente  im  Ursprünge  und  die  Richtung  der 
Hauptaxe,  welche  durch  ihn  hindurchgeht.  Demnach  liegen  sämmtliche 
Ecken  des  Polygons  auf  einer  Parabel,  deren  Hauptaxe  der  Richtung 
der  Kräfte  parallel  ist.  Ist  unter  den  Seiten  eine  zur  Kraftrichtung  normal, 
so  geht  die  Hauptaxe  der  Parabel  durch  deren  Mitte. 

Sckslx»,  Mechanik.    II.  6 
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Parabolisches  Kettenpolygon. 
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Für  ein  Kettenpolygon  (Fig.  23)  mit  mittlerer  horizontaler  Seite,  in  dessen 
Knoten  gleiche  Gewichte  P  in  gleichen  Abständen  angreifen,  sei  h  die  Höhe  0(/ 

des  halben  Bogens,  26  die  Spann- 
^  weite   2.   O'A  und  2n+l  die  An- 

zahl der  Seiten,  sodass  auf  jeder 
Seite  des  Mittelgliedes  deren  n  lie- 
gen. Wird  der  Abstand  zweier  auf- 
einanderfolgender Kraftrichtungen 
/       gleich  a  gesetzt,  so  ist 

™  (2n+l)a  =  2&. 

'•p  Es  sollen  nun  gefunden  werden:  für 
00'  und  0  Y  als  Axen  der  x}  y  die 
Coordinaten  x{  =  0  S^  y4  =  StKt 

der  Knoten,  die  Neigungen  (p{  der 

Glieder  gegen  die  Horizontale,  die 
Längen  h  =  K.K.tl  der  Glieder,  die  Horizontalspannung  TQ  (Spannung  im  hori- 
zontalen Mittelgliede),  die  Spannung  T{  der  Glieder  K.Ki^mX  und  die  Gleichung 
der  Parabel,  auf  welcher  die  Ecken  liegen. 

Man  hat  xi  —  x{  _  x  =  atgfPi^i,  yt  —  y,_  i  —  «  und  mit  Hülfe  der  Nebenfigur 

tg  ^  -  y" 

Setzt  man  in  den  zwei  ersten  dieser  Gleichungen  i  -  1,  i  —  2 ,  .  . .  3 ,  2  für  i  und 
addirt  die  sich  ergebenden  Reihen,  so  folgt  wegen  xl  ■-  0 ,  yx  =*  \a: 


Flg.  23. 


x.  =  4 1  (i  —  1)  a  -jpr,     yi  «  (t  —  \)  a. 

Eliminirt  man  hieraus  den  Index  t,  so  folgt: 

2 


2a  T0  (       ,    .  aP\ 


oder  wenn  man  den  Ursprung  des  Coordinatensystems  in  der  Richtung  der  y  um 
—  i  Tp-  verlegt , 


y? 


2oTft 


#. 


Es  liegen  demnach  sämmtliche  Knoten  auf  der  Parabel  y% 
ber  Parameter  ,  -  «£  U. 


-    j-3-  x,  deren  hal- 


Um  die  Horizontalspannung  T0  zu  finden,  hat  man  in  der  Gleichung  für  x. 


die  Abscisse  x 


n-f  1 


h  einzusetzen  und  erhält 


Ä-in(n  +  l) 


aP 


und  hieraus 


r0  —  i  n  (n  +  1)  -^ - ,  sowie  p  =  }  n(n  -f  1)  -y 


oder,  wenn  man  die  Spannweite  26  =  (2n  -f-  1)  a  einführt: 


«(»  +  *)    1  p 
2n+  1    "   Ä       ' 


2^ 


n(n  +  l)    46» 
(2n  +  l)*'    h 
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Die  Länge  der  Kettenglieder  ist 


1       cos 


ä  „.       °  L1  +  \Tj  J         *  L1  +    «*  (•  +  !)•      &•  J 


die  Spannungen  Ti  ergeben  sich  aus  der  Formel 

27  =  n  +  (.-p)«  -  [(^-+  j> . » )'  + ,-]  j... 

Setzt  man  die  ganze* Belastung  des  Bogens,  nämlich  2nP«  G,  so  wird,  wenn 
man  hiemit  P  eliminirt: 

0       *2n  +  1       Ä       '         P         (2n  +  l)2      Ä 

Hiemit  erhält  man  für  n  =»  oo,  d.  h.  wenn  bei  derselben  Gesammtbelastung  a 
und  P  immer  kleiner  werden  und  der  Bogen  selbst  in  eine  Parabel  übergeht, 
deren  Scheitel  0  wird,  die  Horizontalspannung,  den  Parameter  und  die  Glei- 
chung des  Parabelbogens: 

b  „  b*        .       b* 

Zieht  man»  von  0  nach  dem  Endpunkte  A  des  Bogens  die  Gerade  OA  und  er- 
richtet in  A  auf  sie  ein  Perpendikel,  so  schneidet  dasselbe  die  Axe  00'  in  einem 
Punkte  P,  so  dass  Cf  P  =»  2j>  wird. 

§.  10.   Das  schwere  Kettenpolygon  mit  gleichen  Gliedern. 

Für  ein  Kettenpolygon  mit  tiefster  horizontaler  Seite,  in  dessen  Knoten  gleiche 
Gewichte  P  angreifen,  dessen  Seiten  gleiche  Länge  a  besitzen,  hat  man,  wenn  die      * 
Horizontale  von  0,  umgekehrt  wie   in  Fig.  234Kals  Axe   der  xy    die   Verticale  /  jl 
von  0,  positiv  aufwärts  gerechnet,  als  Axe  der  y  angesehen  wird: 

iP 

*4+i  —  *,  —  «  cos  <p.,  yi  +  1  -  yi  —  a  sin  <p.,  tg  <p{  —  -=r ,  TJ  _  7'j}  -f  (»P)». 

Für  die  Summation  der  beiden  ersten  Gleichungen  ist  xt  »  ^a,  yx  =»  0;   man 

erhält 

a:t.  sa»  J a  -\-  Za  cos  qp,_  x ,    y<  ™  ^a  ain  9, __ x , 

iP 

1  T 

cos  q>,  = — r= —        gin  a>, 


K'+(S         V«+ftD' 


0'  '  **0' 

Für  die  Horizontalspannung  erhält  man,  wenn  der  Bogen  rechts  und  links  vom 
tiefsten  Gliede  n  Glieder  hat  und  h  die  Höhe  derselben  ist 

Es  sei  Cr  das  Gewicht  der  ganzen  Belastung  des  Bogens,  also  2nP=  (7.  Wir 
wollen  unter  Festhaltung  dieses  Werthes  die  Grösse  a  ohne  Ende  abnehmen, 
die  Zahl  n  aber  ohne  Ende  zunehmen  lassen.  Die  Belastung  vertheilt  sich  als- 
dann continuirlich  über  den  Bogen  und  geht  dieser  in  eine  gewisse  Curve  über, 
die  wir  bestimmen  wollen.    Da  a  hierbei  als  Increment  des  Bogens  erscheint,  so 

können  wir  die  obigen  Gleichungen  schreiben: 

4P 

£x        1 £?>Ä_      __r<> 

6* 
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Bei  dem  Grenzenübergange  stellt  iP  die  Belastung  (das  Gewicht)  des  Bogens 
8  dar,  dessen  Endpunkt  die  Coordinaten  x,  y  hat.  Bezeichnen  wir  also,  da  die 
Belastung  continuirlich  gleichförmig  erfolgt,  das  Gewicht  der  Längeneinheit 
des  Bogens  mit  p,  so  ist  iP  in  der  Grenze  gleich  sp  und  gehen  die  beiden  Glei- 
chungen über  in 


dx  ^ 1 dy  ^  _T± 

ds        -.  /  ~,~iT~  \»'      ds 


* . 


aus  denen  x  und  y  als  Functionen  von  s  folgen,  nämlich  mit  Rücksicht  darauf, 
dass  x  und  $  mit  s  verschwinden 


T  T 

Verlegen  wir  aber  den  Ursprung  im  Sinne  der  yum-9,  d.  h.  setzen  wir  y  für  y  -| — - 

so  werden  diose  Gleichungen  nach  einfacher  Umformung 
p 


•*"-*'+v«+if  h-V' +('•)' 


0 


Setzen  wir  — -  =«  «,  d.  h.  T0  —  «p,  so  stellt  «  eine  Länge  dar,  deren  Gewicht, 

P 
von  derselben  Belastung  gedacht  wie  der  Curvenbogen,  gleich  der  Horizontalspan- 
nung ist.    Diese  Länge,  um  welche  der  Ursprung  verlegt  wurde,  heisst  der  Para- 
meter nnsrer  Curve.    Mit  seiner  Hülfe  gehen  die  Gleichungen  über  in 


X 

e 


Da 


'•-i+v> ■+(■:)•  i-V*+(i)'- 


ist,  so  folgt 


—  e    « 


Hiermit  wird 


l-K'+d)""- 


e*  +e    tf"-2|/l  +  /~)*    und    «a   -  e     " '  —  2  i . 

woraus  zugleich  die  Ordinate  y  und  die  Bogenlänge  der  Curve  als  Functionen 
von  x  folgen,  nämlich: 

X  X  XX 

Die  Curve  heisst  die  Eettenlinie.  Sie  stellt  die  Gleichgewichtsfigur  eines 
homogenen,  schweren,  vollkommen  biegsamen  Fadens  dar  und  wurde  von  Galilei 
gefunden.  Wir  werden  später  von  ihr  ausführlicher  handeln.  (Vgl.  Gretschel, 
Elementare  Ableitung  der  Haupteigenschaften  der  Kettenlinien.  Grunert's  Archiv 
Thl.  48,  S.  121.) 
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§.  11.  Das  Seilpolygon  mit  beweglichen  Ecken. 
Wir  haben  bisher  angenommen,  dass  die  Angriffspunkte  der  Kräfte  bestimmte 
Punkte  des  Seiles  (Knoten)  seien.  Es  kommt  aber  vor,  dass  dieselben  längs  des 
Seiles  verschiebbar  sind;  dies  tritt  ein,  wenn  die  Kräfte  vermittelst  Bingen  an 
demselben  wirken,  welche  anf  ihm  hingleiten  können  (Fig.  24).  Nehmen  wir  den 
einfachsten  Fall,  dass  ein  Seil  von  zwei  Kräften  T,  T  gehalten  wird  nnd  dass 
die  Kraft  P  an  dem  Ringe  wirkend  Gleichgewicht  mit  T,  T'  herbeiführt.  Das 
Gleichgewicht  wird  nicht  beeinträchtigt,  wenn  die  Angriffspunkte  der  Kräfte  T,  T' 

fest  gedacht  werden.  Da  der  Ring  K  auf  dem  Seile 
gleiten  kann,  so  kann  er  wegen  der  Undehnbarkeit 
desselben  nur  solche  Lagen  annehmen,  für  welche 
die  Summe  der  Radienvectoren  AK  -\-  BK  constant 
bleibt;  daher  ist  K  anf  die  Fläche  eines  Rotations- 
ellipsoids um  AB  als  Aze  mit  A  und  B  als  Brenn- 
punkten beschränkt.  Daher  können  wir  das  Seil 
hinwegdenken  und  annehmen,  am  Punkte  Ky  welcher 
Hg.  M.  auf  dieser  Fläche  zu  bleiben  gezwungen  ist,  wirke 

eine  Kraft  P  und  befinde  sich  derselbe  im  Gleich- 
gewicht. Dies  ist  nur  möglich,  wenn  die  Richtung  von  P  normal  zu  dem  Ellipsoid 
ist.  Die  Normale  einer  Rotationsfläche  schneidet  aber  immer  die  Rotationsaze ; 
daher  ist  die  Richtung  von  P  die  Normale  des  elliptischen,  durch  K  geführten 
Meridianschnittes  und  halbirt  folglich  den  •  Winkel  A  KB  der  Radienvectoren. 
Hieraus  folgt  aber,  dass  das  Parallelogramm  der  Kräfte  aus  T,  T'  und  —  P 
gebildet,  ein  Rhombus  und  folglich  T  =  T'  ist.  Die  Spannungen  T,  Z"  der  Seil 
stücke  sind  also  gleich  gross.  Ist  a  der  Winkel  der  Seilstücke  an  einem  Ringe, 
so  ist  P  —  2 T  cos  i  a. 

§.  12.    Die  über  eine  Fläche  hingespannte  Kette  und  der  über  sie 
hingespannte  Faden.    Berühren  die  Glieder  Gx,  6r8, . .  .Gn  einer  Kette  (Fig.  25) 

eine  feste  Fläche  in  Punkten  Ax ,  A^ , . . .  A^  einander 

selbst  in  Bx ,  B% ,  .  .  .  B%  __  x  und  wirken  an  Gx  und 

Gn  zwei  Kräfte  P  und  Q>  so  müssen  an  jedem  Gliede 

G.   die   beiden   Spannungen   — 2\_i»    T{  und  der 

y.    i6  Widerstand  Ni  der  Fläche  sich  Gleichgewicht  halten. 

Es  müssen  sich  daher  die  Normalen,  in  J9|._1,  B.t  Nt 

errichtet,  in  einem  Punkte  K.  schneiden  und  die  Gleichungen  des  §.  8  gelten,  aus 

welchen  T,  :  T, ,  Tx  :  T9 , . . .  Tx  :  Tn  _  t  und  P :  Q  sich  ergeben.   Insbesondere  ist 

P        sin  AlKlBl     %mA%K%B%  *™  ÄnKnQ 


Q         sin^J^P     sin^Ä,^  sin  AnKnKn_1 

Werden  nun  die  Kettenglieder  unendlich  klein,  z.  B.  unendlich  kleine  Kugeln, 
bei  welchen  die  Punkte  K  die  Mittelpunkte  sind  und  die  drei  Normalen  sich 
also  stets  schneiden,  so  erscheinen  Ki_lKi,  KiKi*1  als  zwei  aufeinanderfol- 
gende Elemente  eines  auf  der  Fläche  aufliegenden  Fadens,  welche  mit  der  Nor- 
malen der  Fläche  in  K{  in  einer  Ebene  liegen.    Die  Ebene  der  beiden  Elemente 

ist  aber  die  Schmiegungsebene  der  Fadencurve  und  die  Normale  derselben,  welche 
in  diese  Schmiegungsebene  fällt,  die  Hauptnormale,  welche  die  Richtung  des 
Krümmungshalbmessers  hat.    Es   geht   daher   die   Schmiegungsebene   der 
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Fadencurve  in  allen  Punkten  derselben  durch  die  Normale  der 
Fläche,  steht  also  senkrecht  auf  der  Fläche  und  fällt  mithin  ihr 
Krümmungshalbmesser  in  die  Normale  der  Fläche.  Dies  ist  aber  nach 
Bd.  I,  S.  416  die  charakteristische  Eigenschaft  der  kürzesten  Linie  auf  der 
Fläche,  wenigstens  im  Aligemeinen.  Daher  ist  die  Fadencurve  im  All* 
gemeinen  zwischen  irgend  zweien  ihrer  Punkte  eine  kürzeste  Linie, 
d.  h.  kürzer  als  alle  anderen,  durch  dieselben  Punkte  gehenden,  ihr 
nächst  anliegenden  Curyen. 

Die  Curve,  deren  Schmiegungsebene  durch  die  Normale  der  Fläche  geht, 
besitzt  die  Eigenschaft  des  Minimums  nur  innerhalb  gewisser  Grenzen.  Denkt 
man  sich  nämlich,  von  einem  Punkte  der  Fläche  ausgehend,  nach  allen  Richtungen 
der  Tangentenebene  solche  Curyen,  so  schneiden  sich  im  Allgemeinen  je  zwei 
aufeinanderfolgende  derselben  in  einem  Punkte  und  bilden  alle  eine  Enveloppe 
auf  der  Fläche.  Nur  in  dem  Bereiche  zwischen  dem  Ausgangspunkte  und  dem 
Berührungspunkte  mit  der  Enveloppe  ist  eine  solche  Curve  kürzeste  Linie  zwischen 
zweien  ihrer  Punkte,  wie  Jacobi  gezeigt  hat.  Auf  der  Kugelfläche  Bind  diese 
Curven  grösste  Kreise  und  zieht  sich  ihre  Enveloppe  auf  den  Gegenpunkt  des 
Ausgangspunktes  zusammen.  Für  abwickelbare  Flächen,  deren  kürzeste  Linien 
durch  die  Abwickelung  der  Fläche  mit  einer  Ebene  in  Gerade  übergehen,  hört 
die  Enveloppe  auf  zu  existiren  und  besteht  das  Minimum  längs  der  ganzen  Curve. 
Uebrigens  muss  bemerkt  werden,  dass  das  Minimum  sich  nur  auf  die  Nachbar- 
curven  bezieht,  dass  es  also  zwischen  zwei  Punkten  einer  Fläche  mehrere  kürzeste 
Linien  geben  kann  und  es  z.  B.  nichts  Auffallendes  hat,  wenn  zwischen  zwei 
Punkten  der  Erzeugungslinie  eines  Cylinders  sowohl  die  Schraubenlinien,  als  die 
Eraeugungsünie  selbst  kürzeste  Linien  sind.  Sehr  irrig  reden  aber  einige  Schrift- 
steller von  einer  längsten  Linie  zwischen  zwei  Punkten  auf  einer  Fläche,  während 
ein  Maximum  doch  offenbar  nicht  statthaben  kann,  weil  man  durch  Ausweichungen 
zur  Seite,  selbst  durch  unendlich  kleine,  immer  eine  Curve  herstellen  kann,  die 
länger  ist,  als  jede  gegebene  Länge. 

Die  Spannung  des  Fadens  ist  in  allen  Punkten  gleioh  gross;  ihre 
Richtung  ist  die  der  Tangente.    Es  ist  nämlich 

?i  :  T._l  «  sin  Ä.K.Ki_l  :  sin  A.K.K^^ 

die  Summe  beider  Winkel  und  des  Contingenz winkeis  dz  der  Fadencurve  beträgt  «; 
daher  wird  das  Sinusverhältniss  rechts  in  der  Grenze  gleich  der  Einheit,  also 
T{  =  T.__t.    Ebenso  folgt 

r,^l  -  r,_t  - . . .  -  p-  r.+1  -  ri+2 q. 

Zum  Gleichgewicht  des  Fadens  ist  daher  erforderlich,  dass  die  Componenten 
der  Endkräfte,  welche  den  Faden  in  der  Richtung  der  Tangenten  im 
Anfangs-  und  Endpunkte  spannen,  gleich  gross  sind  und  am  Faden 
nach  entgegengesetzten  Seiten  ziehen.  Die  Spannung  des  Fadens  ist 
ihnen  gleich. 

Der  Normal  widerstand  N  der  Fläche  oder  also  auch  der  Druck,  welchen  der 
Faden  im  Punkte  K{  auf  die  Fläche  ausübt,  halbirt  den  Winkel  der  beiden  gleichen 

Spannungen  in  Kt  und  es  ist  N :  T  =  sin  Ki__lKiKi,l  :  sin  ÄiKiKi,l1  oder 
da  Ki_iKiK.+  l  —  *  —  dt  ist  und  Ä.K.Ki  +  l  =  ±*  wird,  N:  T  —  dt,  also 
2V  =  Tdx. 

Ist  nun  q  der  Krümmungshalbmesser  der  Fadencurve  und   ds  das  Bogen- 
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T 
element  K.K}  •  1,  so  wird  ds  *=  Qdr,   also  N  =  —  •  ds.    Der  Druck  auf  die 

Fläche  ist  also  umgekehrt  proportional  dem  Krümmungshalbmesser 
der  Fadencurve  und  unendlich  klein.  Bildet  der  Faden  eine  Gerade,  so 
iat  N  »  0.  Für  einen  über  eine  Kugel  hingespannten  Faden  ist  der  Druck  überall 
gleich,  da  q  constant  ist.  Auf  einem  Cyünder  mit  kreisförmigem  Querschnitt 
bildet  die  Fadencurve  eine  Schraubenlinie  und  wenn  et  ihre  Neigung  gegen  die  Er- 
zeugungslinie, a  der  Radius  des  Querschnitts  ist,  so  hat  man  q  sin8  a  ■-  a ,  mithin  wird 

T 

N  =  —  sin2  ad 8.    Es  wird   daher  N  ein  Maximum  für  a  =  4  n.  d.  h.  wenn  der 
a 

Faden  längs  eines  KreisBchnitts  um  den  Cylinder  geschlungen  wird. 

T 
Der  Coefficient  —  deB  Bogenelementes  in  der  Formel  für  N  ist  einer  Inter- 

T 
pretation  fähig.    Man  kann  sich   -  als  die  Resultante  von  lauter  gleichen  Parallel- 
kräften denken,  welche  in  den   Punkten  einer  der  Linieneinheit  gleichen  Länge 
angreifen.   Die  Resultante  aller  solcher  Elementarkräfte,  welche  ein  Bogenelement 
ds  afficiren,  würde  sich  dann  zu  jener  wie  ds  :  1  verhalten  und  wäre  demzufolge 

T  ...  T 

—  ds.    Man  nennt  in  diesem  Sinne  oft  —  den  auf  die  Linieneinheit  redu- 

9  Q 

cirten  Druck. 

§.13.  Der  Faden,  welcher  mehrere  Körper  umspannt.  Eingeschlossener 
Faden  sei  um  drei  Körper  Kly  K%1  Kz  (Fig.  26)  geschlungen;   an  den  Körpern 

wirken  drei  Kräfte  P,  Q,  B.  Schneiden  wir  die  Fäden  durch 
C  und  führen  die  Spannungen  ein,  so  zeigt  sich  zunächst,  dass 
alle  Spannungen  gleich  sind.  Ferner  müssen  die  Spannungen 
in  den  beiden  Punkten,  wo  der  Faden  den  Körper  Kx  ver- 
lässt,  mit  P  im  Gleichgewicht  sein.  Daher  fällt  P  mit  ihnen 
in  eine  Ebene,  schneidet  sich  mit  ihnen  in  einem  Punkte 
und  halbirt  den  Winkel  der  Spannungen.  Die  geradlinigen 
Fadenstücke  sind  daher  die  Seiten  eines  Dreiecks  ABC,  so- 
dass P  :  T  =  sin  A  :  sin  ^  A  =  2  cos  \  A  und  überhaupt 
also 

P      _  _Q ä_  _  T 

Fig.  36.  2  COB  \  A        2  cos  4  B         2  cos  $  C 

Die  Kräfte  müssen  nach  den  Aussenräumen  des  Dreiecks 
wirken,  wenn  Gleichgewicht  bestehen  soll.  Sie  schneiden  sich  selbst  in  einem 
Punkte,  weil  sie  die  Winkel  des  Dreiecks  halbiren  oder  auch  weil  das  Gleich- 
gewicht fortbestehen  mnss,  wenn  das  System  unveränderlich  wird. 

Aehnliches  gilt  von  vier  Körpern;  das  Viereck  ist  im  Allgemeinen  windschief; 
die  Kräfte,  welche  seine  Winkel  halbiren,  liegen  auf  einem  einfachen  Hyperboloid, 
weil  das  Gleichgewicht  fortbesteht,  wenn  das  System  unveränderlich  wird.  Da 
sie  die  Halbirungslinien  der  Winkel  Bind,  so  folgt,  dass  die  vier  Winkelhalbirenden 
eines  Viereck  immer  so  liegen,  dass  eine  Gerade,  welche  drei  von  ihnen  schneidet, 
auch  die  vierte  trifft. 
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T+4T 


VI.  Capitel. 

Statische  Probleme  über  Kräfte  am  vollkommen  biegsamen  tindehn- 
baren  Faden.    Allgemeine  Theorie  der  Fadenourven. 

§.  1.  Ein  vollkommen  biegsamer,  undehnbarer  Faden  A  MB  (Fig.  27)  sei  in  zwei 
Punkten  A,  B  befestigt  oder  werde  an  diesen  Punkten  durch  zwei  Kräfte  festgehalten, 
auf  alle  seine  Punkte  wirken  Kräfte  und  nehme  derselbe  unter  ihrer  Einwirkung 

eine  gewisse  Gleichgewichtsform  an;  man  soll 
die  Bedingungen  des  Gleichgewichts,  die  Span- 
nung längs  der  Tangente  in  einem  beliebigen 
Punkte  M  und  die  Gestalt  der  Fadencurve 
ermitteln. 

1.  Die  Spannung,  welche  in  allen  Punk- 
ten die  Richtung  des  Bogenelementes  oder  der 
Tangente  besitzt,  wird  von  Punkt  zu  Punkt 
variiren  und  eine  Function  der  Coordinaten 
xt  y,  z  des  Punktes  M  sein.  Im  Sinne  MM' 
£    genommen  sei  sie   T  und   seien   Tx,   T  .    Tg 

ihre  Componenten  parallel  den  Axen.  Im  fol- 
genden Punkte  M'  ist  sie  dann  im  Sinne  M'  M" 
gleich  T  +  dT  und  sind  Tx  +  dTx,  Ty  +  dTy, 

Tz  -f-  dTa  ihre   Componenten.    Am  Punkte   M'  halten  sich  nun  die    gegebene 

äussere  Kraft  und  die  beiden  Spannungen,  T  im  Sinne  M'M  und  T  +  dT  im 
Sinne  M'M"  Gleichgewicht  und  man  hat  daher  mit  'Rücksicht  darauf,  dass 
—  T  ,   —  T  ,   —  T    die   Componenten   der  erstgenannten  Spannung   darstellen, 

wenn  fxt   f  %   fz   einstweilen  die  Componenten  der  äusseren  Kraft  /"bezeichnen, 

dTx  +  4  =  0;   dT  +f~*0,   dTa  +  fz  «  0.    Die  Richtung  der  Tangente  in 


/ 


Fig.  27. 


ci  x 

M  bildet  aber  mit  den  Axen  Winkel,  deren  Cosinusse  -=— ,   — 


ds 


dy 
da 


de     .   , 
-5—   sind, 
ds 


wo 


MM'  =-  ds  ist,  wodurch 


dx 


T 


dy 


T. 


dz 


da'      ~*    ~  ~  d*'      ~a  ds 

wird.  In  Betreff  der  äusseren  Kraft  ist  Folgendes  zu  bemerken.  Sie  ist  unend- 
lich klein,  weil  die  Masse,  an  welcher  Bie  angreift,  es  ist.  Man  denke  sich  nun 
sämmtliche  in  den  Punkten  des  Bogenelementes  MM'  angreifende  äussere  Kräfte 
für  den  Punkt  M'  auf  ihre  Resultante  und  ihr  resultirendes  Paar  reducirt.  Das 
letztere  verschwindet  gegen  die  erstere,  da  nicht  blos  seine  Seitenkraft,  sondern 
auch  sein  Arm  unendlich  klein  ist.  Es  bleibt  also  blos  jene  Resultante.  Denkt 
man  sich  nun  die  Elemente  der  Längeneinheit  alle  in  derselben  Weise  afficirt, 
wie  ds,  so  würde  die  Gesammtresultante  aller  dieser  Einwirkungen  eine  bestimmte 
Intensität  P  besitzen  und  die  hier  in  Frage  kommende,  in  M'  anzubringende 
Kraft  f  würde  sich  zu  P  verhalten,  wie  ds  :  1 .  Es  ist  daher  f  =  Pds.  Bildet  f 
mit  den  Axen  die  Winkel  a,  (J,  y ,  so  wird  fx  =  /*cos  a,  fy  =■  f  cos  ß,  f,*=*  f  cos  y, 

oder  f  =»  P  cos  a  •  ds,  f  '  =  P  cos  ß  •  ds,  fz  =  P  cos  y  •  ds,  oder  endlich,  wenn 

die  Componenten  von  P  mit  X,  Y,  Z  bezeichnet  werden,  wobei  man  sich  P  in 
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der  Biohtong  der  Kraft  f  aufgetragen  denkt,  f  -»  Xds,  f  «-  Yd *,  f  =  Zd*. 
Dnreh  Einführung  dieser  Werthe,  sowie  der  Werthe  für  Tx%  T  ,  Tg  gehen  die 
Gleichgewichtsbedingungen  im  Punkte   M'  oder  für  das  Element  MM'  über  in 

d  •  T~  +  Xds  =  0,      d  .  T  ^  +  Fd*  —  0,     d  .  T  d/-  +  Zds  _  0. 
ds  d8    '  c7«    ' 

2.  Integrirt  man  die  Ausdrücke  links  von  einem  beliebigen  Anfangspunkte  0 
des  Bogens  s  über  einen  beliebigen  Bogen  3f0  3f  hinweg,  so  erhält  man : 


(*  £) +/ 


rH-lTSI+  (XJ.-o, 


'2f -('£)+/"•-• 


*o 


'!:-(' £)+/«—• 


wo  «0  =»  0Jfo  ist.  Dies  sind  aber  die  drei  Gleichungen  des  translatorischen 
Gleichgewichts  des  unveränderlich  gedachten  Fadens  zwischen  der  Spannung  in 

M0,  deren  Componenten  — -  (  T  (-—  V    —  fr  -  -  V    —  (  T       V  der  Spannung  in 

*6  *o  *o 

M.  deren  Componenten  T     - .    T  -=^ ,    T  -,  -  sind  und  den  sämmtlichen  äusseren 

ds  ds  da 

Kräften   Pds,  welche  längs  des  Bogens  M0Mt  angreifen.     Combinirt  man  die 

Gleichungen,  wie  beim  Princip  der  Flächen,  indem  man  z.  B.  von  der  letzten, 

mit  y  multiplicirt,  die  vorletzte,  mit  z  multiplicirt,  abzieht,  so  ergibt  sich 

yd  .  T  pg  —  td  •  T  p-  +  (y  Z  —  *  Y)  da  —  0 
oder 

*  (y '  T*d\  ~  * '  T  äl)  + {yZ ~ z  *>  *  a  0f 

woraus  durch  Integration  über  den  Bogen  M0  M 

("£-'fi)-(»'i:-'S9+>'-T"— 

nebst  zwei  analog  gebildeten  Gleichungen  sich  ergibt.  Diese  Gleichungen  drücken 
aus,  dass  auch  die  Bedingungen  des  rotatorischen  Gleichgewichts  an  dem  Faden, 
wie  an  einem  unveränderlichen  System  erfüllt  sind. 

Wählt  man  den  Punkt  M(x,y,z)  des  Bogens  zum  Reductionspunkt,  in  Bezug 
auf  welchen  die  Momente  genommen  werden,  so  ist  das  Moment  der  Spannung  T 
daselbst  Null  und  fällt  das  erste  Glied  der  letzten  Gleichung  aus.  Man  kann 
daher  den  Satz  aufstellen: 

Das  Moment  aller  Kräfte  vom  Anfang  des  von  den  Kräften  affi- 
cirten  Curvenbogens  bis  zu  irgend  einem  Punkte  desselben  in  Bezug 
auf  diesen  Punkt  ist  Null. 
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3.  Die  beiden  Gleichungen,  welche  man  aus  den  Gleichungen  unter  Nr.  2. 
erhält,  indem  man  T  eliminirt,  sind  die  Differentialgleichungen  der  Fadencurve. 
DieBe  Elimination  kann  in  verschiedener  Weise  ausgeführt  werden.  Integrirt  man 
über  den  Bogen  M0  M  und  bezeichnet  mit  —  Ay  —  By  —  C  abkürzend  die  Com- 
ponenten  der  Spannung  in  M0,  so  folgt: 


—  Ä+fXds       —B+fYd 

dx  dy 

ds  ds 


s 


-  C+fZds 

«o 

ds 
ds 


—  T. 


Die  Grössen  A,  Bt  C  spielen  hierin  die  Rolle  von  drei  willkürlichen  Constanten; 
die  Integration  dieser  zwei  Gleichungen  fuhrt  noch  zwei  weitere  ein.  Diese  fünf 
Constanten  bestimmen  sich,  sobald  zwei  Punkte  der  Fadencurve  und  die  Bogen- 
länge zwischen  ihnen  gegeben  sind.  Denn  die  Coordinaten  der  beiden  Punkte 
müssen  den  beiden  endlichen  Gleichungen  der  Fadencurve  genügen,  wodurch  vier 
Bedingungen  für  die  Constanten  erhalten  werden ;  die  gegebene  Bogenlänge  liefert 
hierzu  die  fünfte. 

Die  vorstehende  Form  der  Differentialgleichungen  der  Fadencurve  ist  nur  in 
den  einfachsten  Fällen  brauchbar;  übrigens  kann  man  für  diese  Curve  leicht  die 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  erhalten.  Führt  man  nämlich  die  Differen- 
tiation in  den  Gleichungen  Nr.  1.  aus,  so  kommt 


Td 


Td 


Td 


*l  +  d*dT+Xds  =  0, 
ds       ds 

ds    '  ds  ' 

*±  +  *±dT+Zds  =  0. 
ds    '  ds 


Die  Elimination  von  dT  und  hierauf  von  T  ergibt: 


dy     dz 

dz      dx 

ds     ds 

ds     ds 

Y      Z 

Z       X 

dy     dz 
ds     ds 

dz      dx 
ds     ds 

d.d-^d.a± 

ds        ds 

,    ds    ,    dx 

a  '  -=—  a  •  -=— 
ds        ds 

dx 
ITs 

dy 
ds 

X 

Y 

dx 
ds 

dy 
ds 

dx 

a  •  -z — 
i        ds 

ds 

T 
ds 


4.     Um  die  Spannung  T  längs  der  Tangente  des  Punktes  (xyz)  zu  finden, 

dx    dy    dz 


multiplicire  man  die  drei  Gleichungen  unter  Nr.  3.  mit 


ds  '  ds  }  ds 


und   addire 


sie;   die.  liefert,  da   (<$'  +  g|)'  +  gj)'  -  1,   aUu, 


dx  ,    dx    ,    dy  , 
ds        ds        ds 


dy    ,    dz    , 


dz 

57 


o 


ist: 


-  dT  mm  Xdx  +  Ydy  +  Zdz. 
Existirt  also  für  die  Kraft  P  eine  Kräftefunction  U,  sodass 


Y      dU 

*=dx> 


r  = 


du 


z  = 


du 
dz 


III.Th.,  Cap.VI,  §.  1.      Theorie  der  undehnbaren  Fadencurven.  91 


,,  so  erhält  man,  wenn  T,  U  sich  auf  den  Punkt  (#,  y,  z)  und  T0>  U0  rieh 
auf  den  Punkt  (x0y0zQ)  beziehen: 

T-T0 (U-U9). 

In  allen  Fällen,  in  welchen  für  die  Kraft  P  eine  Kräftefunction  be- 
steht, ist  die  Spannung  des  Fadens  blos  eine  Function  des  Ortes  und 
nicht  von  der  Gestalt  der  Fadencurve  abhängig;  die  Aenderung  der 
Spannung  von  Punkt  zu  Punkt  ist  gleich  der  Aenderung  der  Kräfte- 
function mit  entgegengesetzten  Zeichen  genommen. 

In  dem  besonderen  Falle,  dass  die  Kraft  P  normal  zu  der  Fadencurve 

ist,  hat  man  ?-  ^  +  ~  |2  +  y  ^  =  0,    also   Xdx  +  Ydy  +  Zdz  *  0 

und  folglich  T»  7^,  d.  h.  die  Spannung  ist  constant.  Dies  findnt  z.  B. 
statt,  wenn  der  Faden  auf  einer  Fläche  aufliegt,  in  welchem  Falle  der  Normal- 
widerstand der  Fläche  die  Kraft  Pds  ist. 

Einen   anderen  Ausdruck  für  die  Spannung  T  findet   man,   wenn   man   die 

Gleichungen  in  Nr.  3.  mit  d  •  -=-r ,  d  •  -t^ ,  d  •  -=—  multiplicirt  und  sie  addiri    Der 

Coefficient  von  dT  wird  dann  Null  und  bleibt 

'■[('•*9'+('-S),+('-£)>[M-«+,1,-Jf +"•»!*-• 

Es  ist  aber  der  Krümmungshalbmesser  q  der  Curve  im  Punkte  (xyz): 

ds 


Hiermit  erhält  man: 


[(■>■%'+(<■%'+ HN 


""-  Xd-if.+  ri-it+Zäi! 


q*  ds  ds  da 

Qoadrirt  und  addirt  man  dieselben  obigen  Gleichungen,  so  folgt  mit  Rück- 
sicht auf  die  eben  gefundenen  Formeln  und  den  Ausdruck  für  q,  sowie  darauf, 
dass  P»  =-  X"  +  Y*  +  Z*  ist: 

J*       dT% 
o8  ^   ds* 

Für  Normalkräfte  P  ist  dT  =  0,  mithin  T «-  Pq.  Der  Faden  nimmt  also 
für  Normalkräfte  P  eine  solche  Gestalt  an,  dass  der  Krümmungs- 
halbmesser der  Kraft  P  umgekehrt  proportional  wird. 

Durch  die  vorstehende  Formel  ist  P  in  zwei  Componenten  zerlegt,  deren  Be- 
deutung leicht  zu  ermitteln  sein  wird.  Ist  a  der  Winkel,  den  P  mit  der  Richtung 
der  Tangente  bildet,  so  liefert  die  Projeotion  von  P  auf  die  Tangente 

~-dx   .    ^.dy   ,    r,  dz       _ 
ds  ds    '        ds 

J  rp 

und  mithin  ist  der  ersten  Formel  dieser  Nummer  zufolge  —  -r-  «■  P  cos  er.    Setzt 

ds 

T 
man  dies  in  die  vorstehende  Gleichung  ein,  so  folgt  —  =  Psin  «.    Nun  fällt 

Q 
Pds  mit  den  beiden  Spannungen  längs  den  Tangenten,  welche  sich  im  Curven- 

punkte  schneiden,  in  eine  Ebene.    Diese  Ebene  ist,  weil  sie  die  beiden  aufein« 
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anderfolgenden  Tangenten  enthält,  die  Schmiegungsebene  der  Curve.    Daher  stellt 

T 

—  die  Componente  von  P  vor,  welche  in  die  Richtung  der  Hauptnormale  oder  deB 

Q 

Krümmungshalbmessers   fällt.    Für   Normalkräfte   P  ist   a  =  \ni  also  dT»0. 

Man  gelangt  zu  den  Ausdrücken  für  die  beiden  Componenten  von  P  auch  un- 
mittelbar, indem  man  das  Gleichgewicht  der  drei  im  Curvenpunkte  angreifenden 
Kräfte  dadurch  ausdrückt,  dass  man  die  Componentensummen  in  den  Richtungen 
der  Tangente  und  Hauptnormalen  der  Null  gleich  setzt.  Dies  liefert  nämlich, 
wenn  dx  den  Contingenzwinkel  bedeutet: 

Pds  cos  a  —  T  +  (T  +  dT)  cos  dx  =»  0 
und 

Pds  Bin  a  +  (T  +  dT)  sin  dx  —  0, 

oder  reducirt:  Pds  cos  a  -f-  dT  =  0  und  Pds  sin  a  -f  Tdx  =*  0,  wo  für  dx  noch 

—  zu  setzen  ist. 
Q 

5.  Liegt  der  Faden  auf  einer  Fläche  F  =  0  auf,  so  tritt  zu .  Pds  noch  der 
NormalwiderBtand  der  Fläche  hinzu.  Ist  dieser  Nds,  wo  N  den  auf  die  Linien- 
einheit reducirten  Normal  widerstand  bezeichnet  und  sind  Nds%  Ndst  Nmds  seine 

*       »       y       »       m 

Componenten,  so  sind  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts: 


d.T<¥-  +  Zds  +  Ntds  =  0, 
ds 


wozu  noch  kommt: 


Nx      N» 

x               y 

X.                             N 

dF  ^  dF 

dx        dy 

"iTM+fiiy+ßfyi 

Diese  Gleichgewichtebedingungen  unterscheiden  sich  von  denen  für  den  freien 
Faden  nur  dadurch,  dass  X  +  N  %  Y  -f  N,  Z  +  NM  an  die  Stelle  von  X,  Y,  Z 

getreten  sind.    Daher  ist 

-  dT  =-  (X  +  Nx)  dx  +  (Y  +  N)  dy  +  (Z+  NJ  dz  -  Xdx  +  Ydy  +  Zdz, 

da  Nxdx  +  Nydy  +  N,dz  =*  0  ist,  weil  N  auf  dör  Fläche  senkrecht  steht   Die 

Resultante  von  Pds  und  Nds  fällt  in  die  Schmiegungsebene  der  Fadencurven. 
Ist  daher  P«0,  so  geht  die  Schmiegungsebene  durch  die  Normale  der  Fläche 
und  wird  die  Curve  eine  kürzeste  Linie  (Cap.  V,  §.  12).  Für  P = 0,  d.  h.  X  =»  Y  —  Z  =- 0 
ißt  T  constant  und  nehmen  die  Gleichungen  des  Gleichgewichts  die  Form  an: 

Td.^  +  Nxd,-0,     Td.^  +  N^ds-O,     Td-^  +  N.ds-O, 
aus  welchen  folgt: 

Nx  K  &M 

.    dx  *"     ,    dy  ,    dz  ~~  ' 

«*  ds  ds 

ds  ds  ds 
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Xt  die  Richtung  des  Krümmungshalbmessers  der  Fadencurve 
und  der  otogen  Proportion  für  A^,  A" _,  A*,  ergeben  skh  die 
der  Fadencurve,  nämlich 


WatiL     Abb 


4 .  *£  d.*l  d.ds 

4*    eF  dt     cF  da    cF 

ds     '  ex  ds     '  dy  ds     '  cm  * 

weide  die  kurseste  Linie  chaiwkterisiren.    Stellt  man  die  Gleichung  der  Fliehe 

unter  der  Font  J=f(x,jf)  -«  =  0  oder  *  =  f  (x,  y)  dar,  so  gewinnen  sie 

,_  fF      cf       cm  cF      cf       cm  eF  , 

vermöge  ^ —  =  ^-  =  -?^-  =  p,    - —  =  -r—  —  3—  «  0 ,    ~—  ■»  —  1,  wo  p  und  0 
^*  .£x       ex      ex      rJ    cy       dy      dy      *      cm  '       *         * 

Abkürzungen  and,  die  einfachere  Form: 

d*  d*  d« 

-dT:p  =  -dT'* -IT' 

T 
Der  Widerstand  N  der  Fläche  folgt  aas  P  sin  a  =-  —  far  A  «■  P  sin  a ,  nämlich 

9 
T 

N  =  — ,  ist  also  dem  Krümmungshalbmesser  der  Fadencurve   umgekehrt  pro- 

9 

portionaL 

$.  2.  Die  Fadencurve  für  Parallelkräfte.  Es  seien  die  Kräfte  Pds, 
welche  an  der  Fadencurve  angreifen,  sämmtlich  parallel.  Wählt  man  ihre  Rich- 
tung rar  Richtung  der  y-Axe,  so  sind  X  =  Z  «  0  und  werden  die  Gleichungen 
des  Gleichgewichts 


ds 

09d-T*g+Yd8 

-0, 

d. 

TdM 

1  di 

und  die  unter  Nr.  3.  des 

vorigen  §.: 

—  A 
dx 

• 
-B+fYds 

dy          ~ 

—  c 

de    ' 

T. 

dB 

ds 

ds 

d  k  A*r 

Hieraus  folgt  A  -=-  «-C  — ,  also  Ae=*Cx  +  D,  d.  h.  die  Punkte  der  Faden- 

ds  ds 

curve  liegen  in  einer  mit  der  y-Axe,  also  mit  der  Kraftrichtung 
parallelen  Ebene.  Dies  ergibt  sich  bereits  aus  Cap.  V,  §.  8,  wenn  man  die  Faden- 
curve als  ein  Infinitesimalpolygon  ansieht.  Wählt  man  die  Ebene  der  Curve  zur 
Ebene  der  xy,   so  ist  ihre  Gleichung  *«=»<),  mithin  (7  —  D  =»  0   und  bleiben 

mit  Weglassung  des  in  unbestimmter  Form  —  auftretenden  Ausdrucks  —  C :  -j- 

die  Gleichungen 

9 

—  B+fYds 

dx  dy 

ds  ds 

Die  Gleichung  der  Curve  wird,  wenn  Y  als  Function  von  x,  y  gegeben  ist: 
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41+* 


• 


Yds; 


ist  aber  die  Gestalt  der  Curve  im  Voraus  bestimmt,  so  liefert  dieselbe  Gleichung 
durch  Differentiation  Y  als  Function  von  x  oder  y. 

Die  Spannung  T  ergibt  sich  aus  denselben  Gleichungen.  Zunächst  nämlich  ist 


Td4  =  A 

ds 


T„  und  T 


dy 
ds 


*-/™.-*g 


Quadrirt  und  addirt  man  beide  Ausdrücke,  so  folgt: 


dx 


Es  ist  aber 


dx 
~ds 


sin  tj),  wenn  if>  den  Winkel  bedeutet,  welchen  die  Tangente 


der  Fadencurve  mit  der  Richtung  der  Kraft  bildet.    Der  Inhalt  dieser  Formeln 
ist  folgender: 

Die  Spannung  des  Fadens  ist  proportional  der  Cosecante  des 
Winkels,  den  die  Tangente  der  Fadencurve  mit  der  Eraftrichtung 
bildet,  ihre  Componente  senkrecht  zur  Eraftrichtung  ist  constant, 
ihre  Componente  parallel  zur  Eraftrichtung  ist  der  Gotangente  jenes 
Winkels  proportional, 

§.  3.§,Die  Eettenlinien. 

Sind  die  Kräfte  Pds  die  Gewichte  der  Bogenelemente  des  Fadens ,  so  heißet 
die  Fadencurve  eine  Ketten linic.    Es  ist  in  diesem  Falle  Pds  =  —  dgds>  wenn 

d  die  specifische  Masse  des  FadenB,  also  d.ds  die 
Masse  und  gdds  das  Gewicht  des  Elementes  im 
Punkte  (xy)  ist,  welches  von  Punkt  zu  Punkt  im  All- 
gemeinen variiren  wird,  und  die  positive  y-Axe  auf- 
wärts gerichtet  ist.  Für  einen  homogenen  Faden  ist 
9  constant.  In  diesem  Falle  heisst  die  Curve  die 
gemeine  Kettenlinie  (Fig.  28).  Für  sie  ist,  wenn 
der  .„Bogen  s=»  O0M  von  einem  beliebigen  Punkte 
0Q  der  Curve  an  gerechnet  wird  und  80  die  Bogen- 
länge OoM0  bis  zum  Anfangspunkte  MQ  des  Bogens 
M0M  bedeutet 


Fig.  28. 


J  Yds  «  —  fSgds  =»  —  ig  (*  —  *0) 


und 


—  A 


dy 
dx 


+  B  -  —  &g  (s  —  *0). 


Nehmen  wir  zu  den  Punkten  0Q  und  M0 ,  für  welchen  letzteren  Punkt  A  und 
B  die   Spannungscomponenten    waren,    den    tiefsten  Punkt  S  der   Curve   (den 


Scheitel),  so  wird  sQ 

schwindet,   auch  B  ■ 
Fadencurve  auf 


dv 
»  0  und   da  im  tiefsten  Punkte  -j^   mit  8  zugleich  ver- 

ax 

0.    Hiedurch  reducirt  sich   die  Differentialgleichung   der 
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*±  —  --?  .  8. 
dx       Ä 

So 
Darin  ist  dg  das  Gewicht  der  Längeneinheit  des  Fadens  und  stellt  — -  den  reci- 

ja. 

proken  Werth  einer  Länge  a  dar,  weil  die  linke  Seite  der  Gleichung  eine  Ver- 
hältnisszahl ist  Indem  wir  also  A:  dg  =  a  oder  A  =  dg  .a  setzen,  erkennen 
wir,  dass  a  diejenige  Fadenlänge  darstellt,  deren  Gewicht  gleich  der  Horizontal- 
componente  A  der  Spannung  ist.  Da  im  tiefsten  Punkte  8  die  Tangente  hori- 
zontal läuft,  so  hat  die  Spannung  T0  dortselbst  keine  Verticalcomponente  und  ist 
also  gleich  Ay  so  dass  wir  schreiben  können,  T0  =-  öga.    Die  Differentialgleichung 

ist  also 

dy  ^  s 
dx        a 

und  drückt  aus,  dass  die  Tangente  der  Neigung  der  Curve  gegen  die 
Horizontale  dem  Bogen  vom  tiefsten  Punkte  bis  zum  Berührungs- 
punkte proportional  ist. 

Sie  ist  nochmals  zu  integriren  und  wir  wollen  dies  so  ausführen,  dass  wir  x 
nnd  y  als  Functionen  des  Winkels  i/>  darstellen,  welchen  die  Tangente  mit  der 
Verticalen  bildet.    Dann  ist 

dx  dy  dy 

und  wird  die  Differentialgleichung 

8  =»  a  cotg  ip . 


Indem  wir  sie  differentiiren,  erhalten  wir  ds  =  —  a  zr*^  un^  hiemit 


diff 
sin*^ 


,  ,      .  dib         ,  ,  cos  ibdib 

dx  =  ds  sin  tp  =»  —  a    .         ,  dy  =■  ds  cos  ib  =■  —  «  — — t: — r  . 
^  sin  if>  sin*  y 

Hieraus  folgt 

/•  dy  r  dip 

sin  ^  /  2  sin  ^  ^  cos  %  i/> 

cos*ltf  /    dtglip  mi     t       %    „ 

— — J-J-  «  —  a    /   -r -/--—— «Jtg  itfr  +  O, 


sin  ^ 

Legen  wir  nnn  das  Coordjnatensystem  so,  dass  die  verticale  Ordinatenaxe  durch 
den  Scheitel  S  geht,  so  dass  also  für  if>  «=»  \n  die  Abscisse  x  =■  0  wird,  so  ver- 
schwindet C  und  wenn  wir  den  Coordinatenursprung  O  um  die  Strecke  er  tiefer 
legen  als  S9  so  wird  y«=«  für  qp  =—  ^*,  also  auch  C  =»  0  und  sind  die  Glei- 
chungen der  Kettenlinie  und  deren  Bogenlänge 

ä  — —  «Ztg|V,    ¥"5^»    *  =  *cotg^. 

Will  man  eine  Gleichung  für  die  Curve  zwischen  x  und  y  hersteilen,  so  ist  rp 
zu  eliminiren.    Die  erste  von  ihnen  gibt 

tg^=a« 
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iind  die  anderen  geben 

a  .       cos*  4tfr  +  sin*  4tfr  ,     .     ,        ,    .     .     x 

*       2ain^^coB^^       a  sin^cos^ 

cos  tt  cos2  4  ^  —  sin2  4  tf  .    ,     ,  .     .     x 

sin  ^>  2  sin  4^  COS  J^  v-oar        -oar/» 

so  dass  man  findet 


X  XX 


Die  Gleichung   der  Curve   zwischen  x  und  y  zeigt,  dasa  die  Ordinatenaze  eine 
Symmetrieaxe   derselben  ist,   und  dass  die  Kettenlinie   construirt  werden  kann 
indem  man  die  arithmetischen  Mittel  der  Ordinaten  der  beiden  symmetrisch  gegen 

X  X 

die  Ordinatenaxe    liegenden    logarithmischen    Linien   «  =  ae     und  y  — ■  ae 
als  Ordinaten  auftragt.    In  ähnlicher  Weise  kann  die  Curve  nach  der  Formel  für 
s  rectificirt  werden. 

Die  Kettenlinie  hängt  nur  von  einer  Constanten  a  ab,  dem  Parameter  der- 
selben.   Alle  Kettenlinien  sind  daher  ähnliche  Curven. 

Die  Bedeutung  des  Parameters  cc  =»  OS  ist  folgende.  Würde  man  im  Scheitel 
eine  unendlich  kleine  Rolle  (einen  festen  glatten  Punkt)  anbringen  und  von  der 
Curve  ein  Stück  gleich  a  über  dieselbe  hinabhängen  lassen,  so  würde  das  Gewicht 
desselben,  da  es  gleich  T0  ist,  den  Bogen  SM  in  Verbindung  mit  der  Spannung 
in  M  im  Gleichgewicht  halten. 

Die  zur  Axe  der  Kettenlinie  senkrechte  Gerade,  welche  vom  Scheitel  um  den 
Parameter  absteht  und  die  Curve  nicht  schneidet  (hier  die  Axe  der  x)f  heisst 
die  Directrix  der  Kettenlinie.  Durch  die  Directrix  und  den  Parameter  ist  die 
Kettenlinie  bestimmt. 

Ohne  die  Coordinaten  xf  y  als  Functionen  von  y  darzustellen  und  dann  y  zu 

eliminiren,  gelangt  man  auch  unmittelbar  folgendermassen  zu  der  Gleichung  der 

d  t/        8 
Kettenlinie  in  sc,  y.     Indem   man    die   Differentialgleichung    ^o-  nochmals 


differentiirt,  erhält  man  mit  Hülfe  von  -=-  =»  1/  1  +  (~\    die  Gleichung: 


d*y 

dx* 


V*  +  ÜSj 


cc 


d^i 
deren  Integral,  wenn  -^-  =p  gesetzt  wird,  lautet: 


> 


ohne  Constante,  da  p  mit  x  verschwindet,  wenn  das  Coordmatensystem,  wie  oben, 
angenommen  wird.    Daher  ist: 


P  +  Vi  +  P*  —  ea 
und  da  

(p  +  VT+p)  (P  -  VThFp*)  -  -  i 

ist,  auch 


in.  Tb.,  Cap.  VI,  §.  3. 


Die  Kettenlinien. 


97 


mithin 


j»- Vi +#*--« 


2p 


e"  -e 


und  hieraas  durch  nochmalige  Integration: 

*  -E 

Mit  Hülfe  der  Gu  der  mann 'sehen  hyperbolischen  Functionen 


Ol      .  CO 


Ol 


—  CO. 


(Eof.  co  =  ^  («   +  e      )  und  ©in.  a>  =  ^  (c   —  e      ) 

kann   man   die   Gleichung   der  Kettenlinie   und   deren  Rectificationaformel  auch 
schreiben : 

SC  X 

y  «=  a  (Eof.  — ,   *  »  «  ©in.  — 
oder  in  cyclischen  Cosinus  und  Sinus  mit  imaginärem  Argumente: 


x 

y  ■=  a  C08  —  t ,    8 

9  a     ' 


ta  sin  — % . 


Wir  wollen  noch   einige  geometrische  Eigenschaften  der  Kettenlinie    auf- 


führen. 


ae 


1.    Aus  den  Gleichungen  y  =  \a  («°  +  e    °) ,     «  —  }  «  (e"  —  c     a)  folgt 


X 

a 


ae 


x 
a 


y  +  «=.  ae",    y  —  « 
und  mithin  weiter  durch  Multiplication  dieser  Gleichungen 

y»  -  «»  +  8«, 

d.h.  dasQuadrat  desAbstandes  eines  Curvenpunktes  von  derDirectrix 
ist  gleich  der  Quadratsumme  des  Bogens  vom  Scheitel  bis  zum 
Curvenpunkte  und  des  Parameters  (Fig.  29).  Dieser  Satt  folgt  auch  un- 
mittelbar aus  der  Eigenschaft  der  hyperbolischen  Functionen,   vermöge  welcher 


■m 

^**S^ 

/y 

« 

/^>»^^^ 

Y 

1*1        ' 



«rs 

^v 

x^ 

o  u 

V. 

9 

Fig.  89. 

Gof.'u  —  Sin.2 co  =»  1  ist.     (Ueber  die  hyperbolischen  Functionen  vgl.  Gronau, 
Theorie  und  Anwendung  der  hyperbolischen  Functionen,  Danzig  1865;  ferner  den  von 
SoiULii,  Meehanik.  II..  7 
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Heia  herrührenden  Abschnitt  über  dieselben  in  Sohncke's  Sammlung  von  Auf- 
gaben ans  der  Differential-  und  Integralrechnung;  sowie  Laisant,  Essai  sur  les 
fonctions  hyperboliques,  Paris  1874.)  Beschreibt  man  daher  um  den  Schnittpunkt 
0  der  Axe  der  Kettenlinie  und  der  Directrix  mit  dem  Parameter  a  einen  Kreis, 
trägt  auf  der  Axe  die  Strecke  Om  —  MP  =  y  ab  und  zieht  die  Tangente  mT 
an  den  Kreis,  so  wird  mT  gleich  dem  Bogen  SM=*s  und  wenn  man  das 
Parallelogramm  POTS  vollendet,  Dreieck  PSM  opOTm,  mithin  <  PSM  _  \n, 
PS  =»  a  und  SM  die  Tangente  der  Kettenlinie  in  M  sein;  d.  h. 

Die  Richtung  der  Tangente  in,  einem  beliebigen  Punkte  M  der 
Kettenlinie  ist  parallel  der  Tangente  des  um  0  mit  dem  Parameter  a 
beschriebenen  Kreises,  welche  man  von  der  Projection  m  des  Punktes 
M  auf  die  Axe  der  Curve  an  diesen  legen  kann. 

Die  L&nge  des  Perpendikels  PS,  welches  man  von  der  Projection 
P  des  Gurvenpunktes  M  auf  die  Tangente  fällen  kann,  ist  constant 
und  gleich  dem  Parameter  er  der  Kettenlinie. 

Die  Projection  MS  des  AbBtandes  MP  des  Gurvenpunktes  M  von 
der  Directrix  auf  die  Tangente  von  M  ist  die  Länge  *  des  Curven- 
bogens  vom  Scheitel  S  bis  zum  Punkte  M. 

2.  Da  M S  der  von  der  Tangente  abgewickelte  Bogen  MS  ist,  so  hat  MS  die 
Richtung  der  Normals»  und  SP  die  der  Tangente  der  Evolvente  der  Kettenlinie  im 
Punkte  S.  Das  Tangentenstück  der  Evolvente  der  Kettenlinie  vom 
Gurvenpunkt  bis  zur  Directrix  der  Kettenlinie  ist  daher  constant;  die 
Evolvente  ist  eine  Tractrix,  deren  constante  Tangentenlänge  gleich 
dem  Parameter  der  Kettenlinie  ist.    Um  eine  Gleichung  für  die  Evolvente 

zu  finden,  seien  #,  y  die  Goordinaten  des  Punktes  S  und  Y  —  y  =»  -7 -  {X  —  x) 

die  Gleichung  der  Tangente  in  S  für  X,  Y  als  laufende  Goordinaten.  Für  den 
Schnittpunkt  P  der  Tangente  mit  der  rc-Axe  ist  Y  =-  0  und  die  Sabtangente 

Da  UP*  -f*  US*  sm  «*  sein  muss,  so  ist 

dx 


_  y  —  =»  }/«*  —  y*    oder    ydx  +  dy  Ya*  —  y*  =  0 
die   Differentialgleichung   der  Evolvente.    Durch   die  Substitution   aa  —  y*  =  z* 
geht  sie  über  in  dx  +  ( 1 1~~ i)  ^a>0i   deren  Integral 

(«  +   !)■ 


X  -\-  Z  =  %ul 


a*  —  z% 


ist,  ohne  Gonstante,  da  mit  x  =  0  die  Ordinate  y  =»  a,   also  z  =  0  wird.    Nach 
der  Restitution  von  y  nimmt  sie  die  Form  an 


a  +  V^-Jl  =  ; 


y 

3.    Bezeichnet,  wie  oben,  ip  den  Winkel  der  Tangente  und  Axe  der  Ketten- 

ds  8 

linie,   so  ist  der  Krümmungshalbmesser  0  =  —  -5— ,   da  cotg  tb  =  —  ,  also 

«^  a 

dtfr  ds   .  .  a 

TT,.   —  —  lst>      *  —  -I5TTL.  ' 


sin*  ^         er  sjn' 
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Et  ist  aber,  wie  leicht  aas  der  Figur  zu  sehen,  a  :  sin9  ♦  die  Länge  MK  der 
Normalen.  Daher  ist  der  Krümmungshalbmesser  der  Kettenlinie  gleich 
der  Länge  der  Normalen  »wischen  dem  Curvenpunkte  und  der 
Directrix.    Die  obige  Differentialgleichung  der  Cnrve  spricht  diesen  Sati  ans. 

womit  die  Differentialgleichung  übergeht  in  q  sin'^fc  =  a.  Projicirt  man  den 
Krfimmungshalbmesser  auf  die  Axe  und  von  da  rückwärts  auf  die 
Normale,  so  erhält  man  den  Parameter  der  Curve. 

4.  Die  Fläche  F  der  Kettenlinie,  enthalten  «wischen  dem  Absoissenstück 
x  —  x% ,  dem  darüberstehenden  Curvenbogen  «  —  «q  und  den  dessen  Endpunkten 
entsprechenden  Ordinaten  ist,  da  y  =  «  :  sin  t^,  dx  =»  da  sin  ^  ist: 

X  * 

F  =*Jydx  =~fads  =-«(*  —  sj, 

also  proportional  dem  Curvenbogen  8  —  «0 . 

Die  Spannung  T  in  einem  Punkte  M (x,  y)  ist  zufolge  §. 2,8.94  T-T.  *-. 

dx 

wenn  T0  =  dga  die  constante  Horizontalspannung  Tu  bezeichnet,  welche  dort  A 

genannt  wurde.    Da  —  =  cosec ^  =  -,    so    folgt    T  =■  T0  cosec  y ,    sowie 

T 
T  =»  —  y  =  dgy.     Ferner  ist  die  Verticalcomponente  Ty  der  Spannung: 


daher  wird  auch 


Ty  -  TQ  cotg  V  -  TQ  L 


Die  Spannung  in  irgend  einem  Punkte  ist  daher  proportional  der 
Secante  der  Neigung  der  Tangente  gegen  die  Horizontale»  sie  ist 
auch  gleich  dem  Gewichte  eines  Fadentheiles  gleich  dem  Abstände 
des  Punktes  von  der  Direetriz  und  der  Unterschied  ihres  Quadrates 
vom  Quadrate  der  Horizontalspannung  (im  Scheitel)  ist  gleich  dem 
Quadrate  des  Gewichtes  vom  Bogen  vom  Scheitel  bis  zum  Curven- 
punkte. 

In  der  letzteren  Form  folgt  der  Satz  unmittelbar  aus  der  S.  80.  gegebenen 
Methode  zur  Bestimmung  der  Spannung.  Aus  T  —  dgy  folgt,  dass  der  Faden 
vom  Scheitel  bis  zu  irgend  einem  Punkte  M  im  Gleichgewicht  erhalten  wird, 
wenn  man  denselben  in  M  über  eine  kleine  Rolle  führt  und  ein  Stüok  desselben 
bis  zur  Directrix  überhängen  läsat.  Ebenso  folgt,  dass  die  Enden  eines  im  Gleich- 
gewicht befindlichen  Fadens,  welcher  über  zwei  unendlich  kleine  Rollen  hängt, 
bis  zur  Directrix  hinabreichen,  also  beide  in  einer  Horizontalen  liegen;  ferner 
dass,  wenn  ein  geschlossener  Faden  über  zwei  kleine  Rollen  hingehängt  wird, 
die  beiden  Kettenlinien,  die  er  bildet,  eine  gemeinschaftliche  Directrix  haben. 
Denn  die  Spannungen  beider  Kettenlinien  in  je  einem  Aufhängepunkt  sind  gleich, 
also  würden  auch  die  Fadenstücke,  welche  die  Kettenstücke  im  Gleichgewicht 


100  Die  Kettenlinien.  III.  Th.,  Cap.  VI,  §.  3. 

erhalten  würden,  falls  der  Faden  an  den  Aufhängestellen  durchgeschnitten  würde, 
bis  zu  derselben  Horizontalen  hinabreichen. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  es  sei  ein  schwerer  Faden  von  der  Longe  l  gegeben, 
welcher  als  Kettenlinie  zwischen  zwei  Punkte  A%  B  aufgehängt  werden  soll  und 
suchen  die  Elemente  dieser  Curve  zu  bestimmen. 

Nimmt  man  die   noch   unbekannte  Directrix  zur  x-Aze,   die  Vertikale  des  v 
Scheitels  S  zur  y-Axe  und  bezeichnen  xt  y  die  Coordinaten  von  A,  x  -f-  a ,  y  -f-  b 
die  von  J?,  sodass  a,  b  die  Horizontal-  und  Vertikalprojection  des  Bogens  AB=*l 
darstellen,  so  hat  man  für  SA  «=»  8  und  SB  =  8  +  J  den  oben  entwickelten  Glei- 
chungen zufolge: 

X  x_ 

x+a  x-\-a 

worin  a  den  gleichfalls  noch  unbekannten  Parameter  OS  bezeichnet.  Durch 
Elimination  von  y  und  s  aus  diesen  vier  Gleichungen  gelangt  man  zu  zwei,  die 
Unbekannten  x,  a  bestimmenden  Gleichungen.  Die  Subtraction  der  übereinander- 
stehenden  Gleichungen  liefert  nämlich: 

und  weiter  liefert  die  Multiplication  dieser  Gleichungen,  wodurch  x  eliminirt 
wird,  zur  Bestimmung  von  a  die  Gleichung: 

et         et  ' 

Z» -&»»«««"  (<^_  l)  . 

Setzt  man  nun  —  =  z  und  —  VI*  —  b%  =  c,    so  ergibt  sich  für  z  die  transcen- 

a  a 

dente  Gleichung: 


c 


z    * 
Mit   ihrer   Hilfe   ist  zunächst   £   durch   a,  6,  2  auszudrücken,   wodurch    sodann 

a  =-  —  und  hiermit  #  aus  der  Gleichung  b  +  Z  =■  aea  Vea  — ■"  1/  ,    sowie    y    mit 

Hilfe  der  Gleichung  der  Curve  y  =*  ±a  \ea  -\-  e  a)  gewonnen  werden.  Die  ganze 
Schwierigkeit  beruht  also  in  der  Behandlung  der  transcendenten  Gleichung  für  z. 
Hierzu  kann  man  sich  dreier  Methoden  bedienen:  1.  der  Entwickelung  der  rechten 
Seite  der  Gleichung  für  c  in  eine  Potenzreihe,  nämlich: 

2.  der  graphischen  Darstellung,  indem  man  z  als  Abscisse  des  Durchschnitts  der 

Curve  y  =  J\e  —  e  )  mit  der  Geraden  y  =■  \cz  betrachtet,  oder  8.  indem 
man  sich  eine  Tabelle  entwirft,  in  welcher  zu  einem  System  von  Werthen  c  die 
entsprechenden  Werthe  von  z  eingetragen  sind  oder  aus  welcher  dieselben  wenig- 
stens leicht  ermittelt  werden   können.    Setzt  man  4  [e     4-  e        )  =-r— r,  so 

7  x       ^  '        sind1 

wird  wegen   -—  -  =-  Vi  -f-  cotg»  fr   der   Ausdruck   £  \r*  —  e~~  **)  —  cotg  fr, 


T 
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mithin  e*a  =  cote  &  A — -. — -  =  — ^ — - —  =  cotg  \&  und  folglich 

^  sin  4r  sin  4r  a  ^ 

\z  =  1  cotg  \  ». 
Hierdurch  nimmt  die  zu  behandelnde  transcendente  Gleichung  die  Gestalt  an: 

=  tgfr  •  Jcotg  \». 
c 

Die  Tafel  hierfür,  welche  von  Broch  berechnet  wurde  (Lehrbuch  der  Mechanik, 
Berlin  und  ChriBtiania  1854,  S.  46)  und  in  Moigno,  Legons  de  mdcanique  ana- 
lytique.   Statique  p.  261,   sowie  auch  in  Duhamel,   Lehrbuch   der   analytischen 

Mechanik,  deutsch  von  Schlömilch,  S.  162  aufgenommen  ist,  liefert  zu  —  den 

c 

Werth  von  4r  und  es  ergibt  sich  dann  z  durch  die  Gleichung  z  =  2  2  cotg  ±-0*. 

Die  Anwendung  der  Gudermann'Bchen  Tafeln  der  hyperbolischen  Functionen 

erleichtert  die  Berechnung  von  z  und  ermöglicht  die  Aufstellung  einer  Tafel  für 

z  selbst.    Es  ist  nämlich 

©in  \z 

Aus  der  Gleichung  c  =  —  le—e     ^z\    lässt  sich  noch  eine  leichte  Fol- 
gerung ziehen.    Der  Werth  von  c,  also  auch  z  ändert  sich  nicht,  wenn  6  =  0, 

aber  zugleich  }//'  —  b*  für  l  gesetzt  wird.  Ist  aber  6  =  0,  so  liegen  die  beiden 
Aufh&ngepunkte  in  derselben  Horizontalen.  Bei  gleichem  a  haben  überhaupt  alle 
die  Kettenlinien  denselben  Parameter,  für  welche  l*  —  b*  denselben  Werth  be- 
sitzt. Ist  a*  dieser  gemeinsame  Werth,  also  Z2  =-  a2  -f-  62  und  construirt  man 
(Fig.  30)  zu  Aß=»a  die  Linie  A0B  =  et,  so  ergibt  sich  zu  jedem  Aufhänge- 

ptinkte  B  die  Bogenlänge  A0B  =  l  =  |/a2  -f-  62  für  den  Kettenbogen  ASB. 

Entwickelt  man  die  rechte  Seite  der  Gleichung  y  =  \a  \ea  -{-  e     "/in  eine 

la;2        1  x* 

Reihe,  bo  ergibt  sich  «  —  «  =  — h  tt  -?  +  ■  •  •  un<*  für  sehr  kleine  xt  also 

2  !  a         4  !  <x3  ' 

in   der   Nahe  des  Scheitels,   stimmt   diese  Gleichung 

ä2 
n&herungsweise    mit    der    Gleichung    y  —  a  —  -^ — 

überein,  welche  eine  Parabel  vom  Parameter  4a  be- 
deutet.   Galilei,   welcher   zuerst   die   Gestalt    eines 
schweren,  an  zwei  Punkten  aufgehängten  Fadens  zu 
bestimmen   suchte,   hielt  dieselbe  für    eine    Parabel. 
Jac.  Bernoulli  behandelte  dies  Problem  zuerst  ana- 
lytisch und  von  ihm  rührt  der  Name  „Kettenlinie4'  her  (Acta  eruditorum.  Lipsiae 
1690,  p.  217,  oder  Opera  T.  I,  p.  424).    Joh.  Bernoulli,  Leibnitz  und  Huy- 
ghens  gaben  1691  gleichfalls  in  den  Aot.  erudit.  Lösungen. 

§.  4.  Die  Kettenlinie  auf  der  schiefen  Ebene.  Ein  homogener, 
schwerer  Faden  sei  an  zwei  Punkten  einer  schiefen  Ebene  befestigt  und  liege 
auf  der  Ebene  auf;  dieselbe  bilde  mit  der  Vertikalen  den  Winkel  a  und  werde 
zur  xy-  Ebene  gewählt,  sodass  in  ihr  die  x- Axe  horizontal  angenommen  wird.  Die 
y-Axe  sei  positiv  nach  obenf gerichtet;  die  *-Axe,  senkrecht  zur  xy- Ebene,  liegt 
dann  mit  der  y-Axe  in  einer  Vertikalebene,  welche  den  Neigungswinkel  «  ent- 
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hält.    Man  hat  alsdann  behufs  Anwendung  der  Gleichungen  §.  1.,  N.  6. :  X  =  0, 
Y  =  —  8g  cos  «,  Z  =  —  8g  sin  a  und  da  F  =  z  =  0  die  Gleichung  der  Ebene 

/)  V        7*i  TP  ?l  ff 

des  Fadens  ist,  -«—  =  -^    =  0,  ^—  =  1  und  demnach  JV,  =»  2\T  =  0,  iV_  =  -AT, 
sodass  die  Gleichungen  des  Gleichgewichts  werden: 


'('s)--  "(rÜ) 


£</  cos  uds  =»  0,     —  tf  </  sin  ads  +  iVd«  =■  0. 


Die  beiden  ersten  sind  die  Gleich ge wich tsbedingungen  eines  freien  Fadens,  auf 
dessen  Punkte  die  Schwerkraft  nicht  mit  der  vollen  Beschleunigung  g9  sondern 
mit  deren  Componente  g  cos  a  wirkt;  der  Faden  bildet  daher  auf  der 
Ebene  eine  Kettenlinie  und  da  die  Bestimmung  dieser  Curve  dem  vorigen  §. 
zufolge  diese  Beschleunigung  nicht  enthält,  so  bleibt  die  Fadencurve  die- 
selbe, wenn  die  Ebene  um  die  Horizontale  beliebig  gedreht  wird 
und  stimmt  überein  mit  der  Kettenlinie  des  freihängenden  Fadens. 
Die  letzte  Gleichung  gibt  den  Druck  auf  die  Ebene:  N  <=  dg  b\u  a;  derselbe 
ist  in  allen  Punkten  der  Fadencurve  gleich,  variirt  aber  mit  dem 
Winkel  cc  und  verschwindet  mit  a,  d.  h.  für  die  vertikale  Lage  des 
Fadens. 

Ueber  die  Kettenlinie  auf  der  Kugelfläche  und  auf  Rotationsflächen  überhaupt 
s.  Gudermann,  de  curvis  catenariis  sphaericis  dissertatio  analytico-geometrica. 
Crelle,  Journ.  Bd.  33,  S.  189  u.  281;  Biermann,  problemata  quaedam  meehanica 
functionum  ellipticarum  ope  soluta.  Berolini  1865,  §.11  („De  catenariis  in  super- 
ficiebus  curvis  nonnuUis  rotatione  generalis").  —  In  mehrfacher  Hinsicht  wichtig 
ist  die  Abhandlung  von  C  leb  seh:  „Ueber  die  Gleichgewichtsfigur  eines  bieg- 
samen Fadens"  (Crelle's  Journal  B.  57,  S.  98  [1860]). 

§.  5.  Die  Kettenlinie  von  constanter  Spannung.  Ein  schwerer, 
biegsamer  Faden  sei  an  zwei  Punkten  befestigt;  er  Bei  nicht  homogen,  vielmehr 
sei  die  Masse  so  über  ihn  vertheilt,  dass  die  Spannung  in  jedem  Punkte  der 
speeifiechen  Masse  proportional  sei.  Man  soll  die  Gestalt  des  Fadens  und  das 
Gesetz  der  Massen vertheilung  längs  desselben  ermitteln  (Coriolis). 

Die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  sind 

d-T^  =  0,     d-T^-8gds  =  0,     T  =  a8, 

wenn  8  die  speeifische  Masse  im  Punkte  {x,  y)  und  a  ein  Proportionalitätsfactor 

ist.    Die  erste  Gleichung  gibt    T  —  =»  T0 ,   d.  h.  die  Horizontalcomponente  der 

Spannung  ist  constant,  also  gleich  der  ganzen  Spannung  T0  im  tiefsten  Punkte. 
Hieraus  folgt,  wenn  man  noch  T0  =  a8Q,  d.  h.  die  speeifische  Masse  im  tiefsten 
Punkte  gleich  80  setzt: 

T  a  T°  dx  ~  T°  C08eC  *•      d  ™  *°  Jx  Ä  d°  C0BeC  *• 
wo  ty  den  Winkel,  den  die  Tangente  mit  der  Verticalen  bildet,  bedeutet.   Hiemit 
geht  die  zweite  Gleichung  nach  Elimination  von  T  und  8  wegen  T9  =  a80  und 


*  -  *•  Ji  über  in  ad  ■  sf =  9  (si)' da!'  d- h- 


d\i 

dx*  g 

a 


+  CO" 
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Diese  Gleichung  ist  gleichbedeutend  mit 


V1  +  $)'s'-i>  «~  «8in* 


a 

J' 

d.  h.  die  Projection  des  Krümmungshalbmessers  der  Fadencurve  auf 
die  Verticale  ist  constant. 

u  1/  X 

Ihre  Integration  liefert  Arctg  -~  =■  g  —  oder 

dx  a 

dy       ,        x 
ohne  Constante,  wenn  der  tiefste  Punkt  der  Ursprung  und  die  Tangente  daselbst 

OL  X 

die  x-Axe  ist.    Die  nochmalige  Integration  liefert  y  =■ l  cos  g  —  oder 

„   9 

9  —  X 

e    a  -  cos  g  -  -  «=»  1 . 
a 

dt/  x  d  8  x 

Aus  -^  =  tg  g  —  folgt  -_-  =»  sec  g  —  und  hiemit 
dx       ^  y  a       *    dx  *  a 

x  x 

T  =  T0  Bec  g  — ,     d  =  tf0  sec  g  — 

a  0        a 

Die  Ordinatenaze  theilt  die   Fadencurve    symmetrisch.    Die  durchaus  posi- 

x  x 

tive  Ordinate  wird  unendlich,  wenn  cos  g  —  =»0,  d.  h.  g  —  «■  \n,  $»,  \ ny  . . . 

et  a 

d.h.   x  =  4  —  a,    1  —  a,    \ — a,...    wird.      Von    x  =»  i  —  a  bis  4—  a,    von 
9  9  9  9  9 

x  s=s  §—  a  bis  |  —  a,  ...  ist  y  imaginär.    Die  Curve  ist  daher  aus  congruenten 

Aesten  zusammengesetzt,  jeder  von   zwei   verticalen  Asymptoten   eingeschlossen, 
so  dass  der  Flächenstreifen    zwischen  je   zwei  aufeinanderfolgenden  Asymptoten 

a  betragt    Zwischen  je  zwei  Streifen,  welche  je  einen  Curvenast  enthalten, 
9 
liegt  ein  leerer  Streifen.    Die  horizontale  Abscissenaxe  berührt  die  Aeste  in  der 

Mitte  der  Streifen. 

Die  beiden  Constanten  a  und  T0  oder  a  und  d0  können  bestimmt  werden 
sobald  ausser  dem  Coordinatenursprung  noch  ein  Punkt  (#0,t/0),  durch  welchen 
die  Curve  hindurchgehen  soll  und  das  Gewicht  G  des  Bogens  vom  Ursprung  bis 
zu  diesem  Punkte  gegeben  ist.    Man  hat  nämlich  alsdann  aus  der  Gleichung 


die  Ordinate 


e  ° 

•  C08 

a 

=  1 

y0  s 

a 
~~9 

l  sec 

Xn 

dirt 

und 

a 

=  09 

l 
cos*  a 

=  t 

• 

X 

Ist  auB  dieser  Gleichung  <o  mit  Hülfe  einer  Tabelle  gefunden,  so  liefert  g  —  =  m 

CL 
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den  Proportionalitätsfactor  a  =  ~x0.   Ferner  ist  das  Gewicht  des  Fadenelementes 
ds  gleich 


dgds  «a  d0g  sec  g  —  •  sec  g  —  •  dx  =  90g  sec*g  —  •  dx, 


mithin  das  Gewicht  des  Bogens  von  x  =  0  bis  x  ==»  x0 : 

o-dt9  i— ^--«».tg^-rotg^-ntg» 


/*    dx 
cos»  g- 


und  also 


T        Gto 
T0  =»  Gcotga,    *0  —  -2  »  — -cotgm. 

a         gxo 


§.  6.  Die  parabolische  Eettenlinie.  Ein  gewichtloser  Faden  sei  in  seinen 
Elementen  ds  dnrch  Gewichte  continuirlich  belastet,  welche  proportional  den  Pro- 
jectionen  dx  dieser  Elemente  auf  die  Horizontale  sind;  man  soll  die  Gestalt  des 
Fadens  bestimmen. 

Es  sei  p  die  Last,  welche  auf  einen  Bogen  fallt,  dessen  Horizontal  protection 
die  Längeneinheit  ist,  dann  wird  — pdx  die  Belastung  von  d«  Bein  und  bestehen 
folglich  die  Gleichungen: 

dT~  =  0,     d.T*?  -pdx=*0. 

ds  ds       * 

Aus  diesen  folgt: 

1  ds        '•'      J  ds        pX  +  U* 

wovon  die  erste  Gleichung  aussagt,  dass  die  Horizontalcomponente  der  Spannung 
constant  ist.    Weiter  ergibt  sich  aus  der  letzten  mit  Hülfe  der  ersten 

dy       p 


a*-T,,*  +  G-> 


die  nochmalige  Integration  liefert 


und  zeigt,   dass   die   gesuchte  Curve   eine  Parabel  ist.    Eine   weitere  Constante 

tritt  nicht  hinzu,  wenn  einer  der  Aufhängepunkte  als  Coordinatenursprung  gilt. 

Ist  die  Spannweite  des  Curvenbogens  2a,   so  geht  die  Curve   durch  den  Punkt 

x  =  2  a,  y  =  0  und  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Constanten  G  die  Gleichung: 

p  p  a 

0=1,   •  2a*  +  2  Ca,     d.  h.  C  =  —  ^  ,    wodurch    die    Parabelgleichung    die 

P 
Form  annimmt:  y  =  ^  £    (x*  —  2ax).    Verlegt  man  den  Ursprung  in  die  Mitte 

der  Spannweite,  so  wird  sie:  y  —  ^  ~,    {x%  +  a8).     Um   die    Horizontalspannung 

T0  durch  Elemente  der  Curve  auszudrücken,  wollen  wir  die  Länge  des  Fadens 
mit  L  bezeichnen,  d.  h. 


setzen.    In  den  Anwendungen  ist  gewöhnlich  der  Unterschied  L  —  2  a  zwischen 
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der  Bogenlänge  und  der  Spannweite  sehr  klein  und  folglich  auch  die  Ordinate 

pa*  pa 

{  -=-  des  Scheitels  oder  der  Pfeil  des  Bogens  und  also  auch  ^~=-  sehr  klein  und 

kann  man  daher  die  Wureelgrösse  nnd  den  Logarithmus  in  Reihen  entwickeln, 

nämlich  für  ^=-  *=  e : 


T 


*•    .    .     z* 


-i<*<+i 


setzen,  wodurch  L  =«  2  a  +  £  ^= 1 nnd  folglich  annähernd  T0 — - — 


To  V3L— 2  a 

wird. 

Besser  entwirft  man  sich  eine  Tabelle,  indem  man  in 

i  -  V'  +lf + h  •  (v: + V^W) 

die   Grösse  ^=-  *=  tg  cd  setzt,  wo  a>  den  Neigungswinkel  der  Tangente  in  einem 

Anfhängepnnkte  gegen  die  Horizontale  bedeutet.    Man  hat  dann  behufs  Berech- 
nung der  Tabelle 

-  =.  B6C  CO  -f-  COtg  09  l  (tg  cd  +  8ec  <*)• 

§.  7.  Die  Eettenlinie  constanter  Spannung  bei  einer  continuir- 
lichen  Belastung,  welche  in  horizontalem  Sinne  gleichmässig  ver- 
theilt  ist.  Der  biegsame  Faden  sei  belastet  durch  sein  eigenes  Gewicht  und 
ausserdem  durch  continuirlich  über  ihn  vertheilte,  den  Horizontalprojectionen  der 
Bogenelemente  proportionale  Gewichte;  welches  ist  die  Gestalt  der  Fadencurve, 
wenn  das  Gesetz  der  Massenvertheilung  des  Fadens  so  bestimmt  ist,  dass  die 
Spannung  in  jedem  Punkte  der  specifischen  Masse  et  desselben  proportional 
sein  soll? 

Unter  Beibehaltung  der  früheren  Bezeichnungen  sind  die  Gleichungen  des 
Problems: 

d-T^^O,    d-  T^  —  (#gd8+pdx)  =  0,     T=*a9, 
ds  a8 


dß  =  T0  üefert,  so  dass   T  —  T0  ^- 
d8  dx 


▼on  denen  die  erste  T  j—  =•  T0  liefert,  so  dass   T  =  7^  -TZ  —  rocosec^   und 


ds 
ebenso  S  *=*  S0   —~=*80  cosec  rf>  wird.    Die  zweite  Gleichung  liefert  sodann 

dx 

oder   dar,-  a*0    und   *  =  *,  ^  und  (Q*  =  1  +  (Jj)'  ist, 

**• =  « Lv  +  *•>/ +  w  J 

Dividirt  und  multiplicirt  man  rechts  mit  1  +  -g—  und  setzt  y  :  1/  1  +  ,     =  1', 
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80  kommt 


d*Y 
dx* 


Dies    ist    dieselbe   Differentialgleichung,    wie    beim    Problem    §.5;   ee    ist    blos 

9  y  1  +   *-    an  die  Stelle  von  </  getreten.    Sie  gibt  daher  die  Gleichung  der 
Fadencurve 

c 


oder  nach  der  Restitution  von  y 


a 

e       •  cos 


(»v'+Ä-f)-'- 


Die  Fadencurve  ist  daher  dieselbe,  wie  beim  vorigen  Problem,  nur  ist  die  Breite 
der  Streifen  eine  andere,  nämlich: 


na 


v 


1  + 


**9 
§.  8.  Probleme  zur  Bearbeitung. 

> 

1.  Eine  homogene,  schwere  Kette,  deren  Glieder  als  unendlich 
klein  angesehen  werden  sollen,  ist  mit  ihrem  einen  Ende  an  einem 
Punkte  B  fest  und  hängt  von  diesem  herab,  jedoch  so,  dass  ein  Theil 
derselben  am  anderen  Ende  A  auf  einer  Horizontalebene  E  mit  Rei- 
bung vom  Coefficienten  fi  aufliegt.  Welches  sind  die  äussersten 
Gleichgewichtslagen  der  Kette,  in  welchen  also  ein  möglichst  kleiner 
Theil  'derselben  mit  der  Horizontalebene  in  Berührung  kommt  und 
wie  ist  die  Spannung  in  einer  solchen  Gleichgewichtslage  beschaffen? 

Ist  b  die  ganze  Länge  der  Kette,  X  die  des  aufliegenden  Stücks,  b  die  Höhe 
von  B  Aber  E,  x  der  Abstand  des  Scheitels  S  (des  Endpunktes  von  X,  da  die 
Kette  E  berührt),  a  der  Parameter,  so  wie  p  das  Gewicht  der  Längeneinheit,  so 

»  XX  X  * 

wird  T0  —  ccp  =  ppl,  l  —  X  =  {a  (ea  —e    a),  6+a  =  {a  (e  a  +  «     * )»  woraus 
a,  1,  x  folgen. 

2.  Eine  homogene  schwere  Kette  von  der  Länge  l  hängt  mit  einem 
Ende  an  einem  festen  Punkte  2?,  ihr  anderes  Ende  A  ist  an  einer 
schweren  Masse  vom  Gewichte  g  befestigt,  welche  mit  Reibung  p 
auf  einer  durch  A  gehenden  Horizontalebene  über  einen  Einschnitt 
hinweggleiten  kann,  in  welchen  die  Kette  hineinhängt.  Welches  ist 
die  äusserste  Entfernung,  auf  welche  A  von  der  Verticalen  des 
Punktes  B  ohne  Störung  des  Gleichgewichts  hinweggeschoben  wer- 
den kann  und  welches  sind  Gestalt  und  Spannung  der  Kette  für 
diesen  Fall? 

3.  Von  einer  gemeinen  Kettenlinie  sind  gegeben  zwei  Punkte 
A,  B  und  ihre  Abstände  ytf  yt  von  der  Directriz,  sowie  ihr  Horizontal- 
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abstand  a\  man  soll  den  Scheitel,  den  Parameter  nnd  die  Bogenlinie 
«wischen  i  und  £  finden.    (Zwei  Lösungen.) 

4.  Ein  schwerer,  homogener,  nndehnbarer  Faden  von  der  Länge  l 
wird  Aber  zwei  gleichhochliegende,  nm  die  Strecke  2a  von  einander 
abstehende  Punkte  gehangen,  sodass  die  Enden  herabfallen  nnd  er 
eine  Gleichgewichtslage  annimmt.  Welche  Grösse  muss  l  mindestens 
haben,  damit  das  Gleichgewicht  überhaupt  möglich  sei?  Wie  viele 
Gleichgewichtslagen  sind  für  denselben  Werth  von  l  möglich,  wie 
unterscheiden  sie  sich  statisch  und  wie  findet  man  den  Parameter  a 
der  Kettenlinie,  den  Druck  P  auf  die  Stützpunkte  und  die  Neigung 
qp  der  Endtangenten  gegen  die  Directrix?  Wie  modificirt  sich  die 
Untersuchung,  wenn  die  Stützpunkte  nicht  in  gleicher  Höhe  liegen? 
Welchen  Gang  hat  dia  Untersuchung  einzuschlagen,  wenn  der  Faden 
Über  drei  Stützpunkte  hinweglauft  und  welchen  besonderen  Einfluss 
Übt  dabei  die  relative  Lage  des  mittelbaren  Stützpunktes  gegen  die 
Verbindungslinie  der  beiden  äusseren  aus? 

§.  9.  An  die  im  Vorstehenden  behandelten  Lehren  können  sich  weitere 
Untersuchungen  über  biegsame  Netze  und  biegsame  Flächen  anreiben.  Das  Pro- 
blem biegsamer  Flächen  ist  eng  verwandt  mit  dem  rein  geometrischen  schwie- 
rigen Problem  der  Deformation  der  Flächen. 


VII.  Capitel. 

Binige  statisohe  Probleme  über  das  Gleichgewicht  von  Kräften  an 

elastischen  Systemen. 

§.  1.  Es  seien  zwei  Punkte  A,  B  %o  miteinander  durch  eine  veränderliche 
gerade  Linie  verbunden,  dass  wenn  ihre  Entfernung  AB  durch  Kräfte  vergrössert 
oder  verkleinert  wird,  dieselbe  wieder  abnimmt  oder  wächst,  wenn  die  Kräfte 
aufhören  zu  wirken.  Wir  sagen,  die  Punkte  seien  elastisch  mit  einander  ver- 
bunden. 

Nehmen  wir  an,  dass  unter  Einwirkung  zweier  Kräfte  P,  Q,  welche  an  A 

und  B  angreifen  (Fig.  31)  und  deren  RichtungBlinien 
g^         _Är  in  die  Gerade  AB  fallen,  Gleichgewicht  eingetreten 

<        ,"~I^ <     , £  sei,  nachdem  die  Linie  AB  eine  Aenderung  x  erlitten 

9        **  habe,  wobei  x  positiv  oder  negativ  angenommen  wer- 

g"  den  soll,  je  nachdem  es  eine  Verlängerung  oder  Ver- 

kürzung der  Entfernung  A  B  bedeutet.  Schneiden  wir  die 
elastische  Verbindung  durch,  so  sind,  um  das  Gleichgewicht  zu  erhalten,  zwei 
entgegengesetzt  gleiche  Kräfte  nöthig,  eine  an  Ay  die  andere  an  B,  längs  AB 
wirkend  erforderlich.  Diese  beiden  gleichen  Kräfte,  welche  die  Elasticität  der 
Verbindung  repräsentiren  und  die  wir  elastische  Kräfte  (Spannungen  oder 
Pressungen)  nennen,  hängen  von  der  Aenderung  x  ab,  welche  AB  durch  die 
Kräfte  P,  Q  erlitten  hat.  Sie  verschwinden  mit  x  und  wechseln  das  Zeichen  mit 
einem  Zeichenwechsel  von  x.  Ueber  die  Natur  der  Function  von  a?,  welche  diese 
Kräfte  darstellen  kann,  sind  verschiedene  Voraussetzungen  möglich,  deren  jede 
eine  besondere  Art  von  Elasticität  der  Verbindung  ausdrückt    Nehmen  wir  den 
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einfachsten  Fall  an,  dass  dieselbe  algebraisch  vom  1.  Grade  sei,  so  sind  die 
Kräfte  ex  und  —  ex,  wo  e  eine  Constante  ist.  Da  das  Gleichgewicht  nach  der 
Trennung  an  beiden  Punkten  für  sich  fortbesteht,  so  erhalten  wir  die  Gleichungen 
P  -J-  ex  s»  0  und  Q  —  w=»0,  wobei  der  Sinn  der  Kräfte  positiv  im  Sinne  von 
AB  sei  und  P,  Q  als  positive  oder  negative  Grössen  zu  betrachten  sind.  Diese 
Gleichungen  liefern  durch  Addition  P  -f-  Q  =  0,  d.  h.  die  Kräfte  P,  Q  müssen 
der  Gleichgewichtsbedingung,  wie  am  unveränderlichen  System  ge- 
nügen, sie  müssen  nämlich  entgegengesetzt  gleich  sein.  Weiter  er- 
halten wir,  wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  aus  beiden  die  Aenderung  des  Ab- 

—  PO 

Standes  AB,  nämlich  x  =» =  —  .   Ist  P  negativ,  also  Q  positiv,  d.  h.  wirken 

e  e 

P,  Q  nach  aussen  ziehend,  so  ist  x  positiv  und  drückt  eine  Verlängerung  von 
AB  aus;  ist  P  positiv,  und  Q  negativ,  d.  h.  wirken  jP,  Q  pressend  nach  innen, 
bo  ist  x  negativ,  also  eine  Verkürzung.  Der  constante  Coefficient  e  kann  auf- 
gefasst  werden,  als  die  Intensität  der  elastischen  Kraft ,  welche  der  Aenderung 
der  Länge  AB  gleich  1  entspricht. 

Die  elastischen  Kräfte  sind  gedachte  Kräfte,  welche  einen  Widerstand  gegen 
die  freie  Beweglichkeit  der  Punkte  AB  ausdrücken,  ebenso  wie  die  früheren 
Spannungen  und  Pressungen  T,  die  wir  einführten,  wenn  wir  eine  unveränder- 
liche Verbindung  zweier  Punkte  A,  B  lösten;  dort  war  der  Widerstand  ein  ab- 
soluter, hier  ist  er  abhängig  von  den  wirkenden  Kräften  P,  Q.  Die  Einführung 
der  elastischen  Spannungen  ist  nur  der  Ausdruck  einer  gewissen  dem  Punkt- 
system auferlegten  Bedingung;  sie  sind  Bedingungskräfte. 

§.  2.  Es  seien  A,  B,  C  drei  Punkte  in  gerader  Linie  und  sowohl  A  und  B, 
als  B  und  C,  als  auch  A  und  C  elastisch  mit  einander  verbunden.  An  ihnen 
greifen  Kräfte  P,  Q,  R  an,  welche  in  die  Gerade  ABC  fallen.  In  Folge  ihrer 
Einwirkung  erleiden  die  drei  Strecken  AB,  BC,  AG  die  Aenderungen  x,  y, 
z  =  x  -\-  y  und  trete  Gleichgewicht  ein.  Die  elastischen  Kräfte ,  welche  nach  Lö- 
sung der  Verbindungen  das  Gleichgewicht  erhalten,  seien  fx,  gy,  hz,  sodass 
längs  AB  die  Kräfte  fx  und  — fx,  längs  BC  die  Kräfte  gy  und  — gy  und 
hz,  — hz  längs  AG  einzuführen  sind.  Das  Gleichgewicht  an  den  Punkten  A,  B,  G 
verlangt  alsdann: 

-P  +  /*  +  Ä5  —  0,     Q  —  fx  +  gy  =  0,    R  —  gy  —  hz  —  0,     wo  e  =  x  +  y. 

Aus  ihnen  folgt  durch  Addition:  P+  Q  +  R  =  0,  d.  h.  die  Kräfte  P,  Q,  R 
erfüllen  die  Bedingung  des  Gleichgewichts  am  unveränderlichen 
System.    Weiter  erhalten  wir  die  Gleichungen  * 

(f9  +  gh  +  hf)x  =  Qh-  Pg,      {fg  +  gh  +  hf)  y  -  Rf  -  Qhy 

(f9  +  gh-hf)z  =  Rf-Pg, 

von  denen  jede  eine  Folge  der  beiden  andern  ist  und  aus  ihnen  ergeben  sich  die 
Aenderungen  x,  y,  z  —  x  -\-  y.  Sind  also  P,  Q,  R  und  die  Coefficienten  f,  g,  h 
gegeben,  so  können  die  Aenderungen  x,  y,  z  gefunden  werden,  welche  je  nach  dem 
Vorzeichen  Dehnungen  oder  Verkürzungen  darstellen  und  ebenso  die  elastischen 
Spannungen  oder  Pressungen  im  Innern  der  Strecken  AB,  BC,  AG,  nämlich 
fx,  gy,  hz. 

§.  S.  Es  seien  n  Punkte  in  gerader  Linie  paarweise  sämmÜich  elastisch  mit 
einander  verbunden  und  wirken  an  ihnen  Kräfte,  P,  Qf  Ry .  .  .  welche  in  die- 
selbe Gerade  fallen.  Indem  man  die  elastischen  Kräfte  einführt  und  die  Verbin- 
dungen  der" Punkte   löst,   erhält  man  n  Gleichgewichtsbedingungen,  soviele  als 
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Punkte.  Aas  ihnen  ergibt  sich  durch  Addition  eine,  welche  frei  von  den  elasti- 
schen Kräften  ist,  indem  diese,  paarweise  entgegengesetzt  gleich,  durch  die  Ad- 
dition eliminirt  werden.  Sie  drückt  ans,  dass  die  gegebenen  Kräfte  der  Gleich- 
gewichtsbedingung von  Kräften  in  einer  unveränderlichen  Linie  genügen  müssen. 
Ausser  ihr  sind  noch  n  *—  1  andere  Gleichungen  vorhanden,  welche  von  einander 
unabhängig  sind  und  die  Kräfte  P,  Q,  .  .  .  mit  den  elastischen  Kräften  verbunden 
enthalten.  Sie  liefern  die  Aenderungen  der  Abstände  der  Punkte.  Bei  n  Punkten 
in  gerader  Linie  kann  man  aber  aus  n  —  1  Aenderungen  ihrer  Abstände  die 
Aenderungen  aller  Abstände  und  hiemit  auch  alle  Spannungen  finden,  da  diese 
ihnen  proportional  sind. 

§.  4.  Es  seien  Af  B,  C  drei  Punkte  in  gerader  Linie],  A  mit  B,  B  mit  C, 
nicht  aber  A  mit  C  elastisch  verbunden.  An  A  und  C  greifen  Kräfte  P,  E  in 
der  Richtung  der  Geraden  an,  an  B  aber  greift  keine  Kraft  an,  sodass  Q  in  den 
Formeln  des  §.  2  gleich  Null  ist.    Dann  bestehen  die  Gleichungen: 

P+fx=.Q,    -fx  +  gy=*0tB-gy  =  0, 

P  f  P       J2 

woraus    P  +  jß  =  0    und    x  = 7 ,    w  =*  —  x  = =  —  folgen. 

^  f      *       9  9        9* 

Aehnlich  hat  man,  wenn  von  n  -{-  1  Punkten  in  gerader  Linie  jeder  mit  dem 
folgenden  elastisch  verbunden  ist  und  /*,  g,  Ä,  .  .  .  die  Coefncienten  der  Elasticität 
sind,  wenn  blos  am  ersten  und  letzten  Punkte  die  Kräfte  P,  Q  angreifen 

P  +  /ä  =  0,     —  fx  +  gy  =  0,     —  gy  +  he=*0, 

woraus 

PO  P  P 

folgen.  Die  Aenderung  X  der  ganzen  Länge  l  vom  ersten  bis  zum  letzten  Punkte 
ist  daher 


•— '(7+7+T+ ■•••) 


Sind  insbesondere  die  ursprünglichen  Abstände  AB,  BC^  CD,  .  .  .  alle  gleich, 
so  ist  l  =  n  •  AB  und  wenn  die  Coefficienten  fyg,h,...  ebenfalls  alle  gleich, 
d.  h.  die  Elasticität  in  allen  Strecken  AB,  BC,  CD,...  dieselbe  ist,  so  wird 
die  Gesammtänderung 

1       _!L?       Oß  *<? 

""         f    ~    f'^f-AB' 

Es  ist  demnach  die  Gesammtänderung  der  ursprünglichen  Länge  der  In- 
tensität der  spannenden  Kraft  direct  und  der  Grösse  f  -  AB  umgekehrt  proportional. 
Nimmt  AB  ohne  Ende  ab,  so  geht  die  Strecke  l  in  eine  continuirliche ,  ho- 
mogene, gleichartig  dehnbare  oder  zusammendrückbare  Linie  über.  Der  Coefficient 
f  wird  im  Allgemeinen  von  AB  abhängen.  Lassen  wir,  da  über  diese  Abhängig- 
keit nichts  vorausgesetzt  ist,  die  Voraussetzung  eintreten,  dass  /  mit  der  Abnahme 
von  AB  sehr  rasch  wachse,  sodass  f  •  AB  sich  einer  Constanten  E  als  Grenze 
nähere,  so  gut,  wenn  wir  den  absoluten  Werth  der  spannenden  Kraft  P  nennen, 
die  Formel 

JE? 

für  die  Aenderung  l  der  Länge  l  einer  continuirlichen  homogenen,  gleichartig 
elastischen  Strecke  durch  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte  von  der  Inten- 
sität P. 
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Die  Grösse  E  heisst  der  Elasticitätsmodnlus.  In  den  Anwendungen 
drückt  sie  die  specifische  Beschaffenheit  der  Elasticität  des  Materials  ans,  ans 
welchen  die  elastische  Strecke  besteht  und  ist  meist  eine  ausserordentlich  grosse 
Zahl.  Für  P  =  1,  i  =■  1  wird  X  —  1  :  E  =-  s .  Es  ist  also  1  :  E  oder  c  die  Ver- 
längerung, welche  die  Linieneinheit  durch  zwei  entgegengesetzt  gleiche,  sie  span- 
nende Krafteinheiten  erleidet  (Ausdehnungscoefficient). 

Aus  der  Formel  für  X  erhalt  man 

P  =  E  -J 

für  die  Kraft,  welche  im  Stande  ist,  die  Strecke  l  um  X  zu  verlängern.  «  Für 
X  =*  l  wird  P  —  Ey  d.  h.  der  Elasticitätsmodulus  gibt  die  Intensität 
der  Kräfte  an,  welche  eine  Länge  l  um  sich  selbst  an  verlängern  im 
Stande  sein  würden. 

§.6.  Es  seien,  n  Punkte  in  der  Ebene  elastisch  mit  einanefeßr  verbunden  und 
wirken  an  ihnen  Kräfte  P,  Q,  .  .  .  Für  das  Gleichgewicht  eines  solchen  Systems 
bestehen  2  h  Gleichungen  zwischen  diesen  Kräften  und  den  elastischen  Spannungen, 
nämlich  für  die  Kräfte  an  jedem  Punkte  zwei.  Eliminirt  man  aus  diesen  Glei- 
chungen die  elastischen  Spannungen,  so  müssen  drei  Gleichungen  für  das  Gleich- 
gewicht am  unveränderlichen  System  bleiben.  Die  2n — 3  übrigen  Gleichungen 
dienen  dazu  die  Aenderungen  von  2n  —  3  Abständen  der  Punkte  unter  einander 
und  damit  die  Aenderungen  aller  Abtsände  sowie  die  diesen  proportionalen  elasti- 
schen Kräfte  zu  bestimmen.  Dies  ist  möglich;  denn,  wenn  2n  —  3  Abstände 
gegeben  sind,  so  können  alle  $n  (n  —  1)  Abstände,  also  auch  ihre  Aenderungen 
gefunden  werden.  Sind  die  Punkte  nicht  alle  unter  sich  elastisch  verbunden,  son- 
dern nur  reihenweise,  sodass  jeder  Punkt  nur  zwei  sich  in  ihr  kreuzenden  Reihen 
angehört,  so  ist  das  System  ein  ebenes  elastisches  Netz,  dessen  Gleichgewichts- 
figur und  Spannungen  also  bestimmt  werden  können. 

Wenn  bei  einem  Punktsystem,  dessen  Punkte  mit  einander  verbunden  sind, 
die  Anzahl  der  Verbindungslinien  grösser  ist,  als  die  Zahl  derer,  welohe  hin- 
reichen, um  die  Lage  aller  Punkte  zu  bestimmen,  und  das  Punktsystem  ist  unver- 
änderlich, so  ist  es  nicht  möglich  alle  Spannungen  und  Pressungen  der  unveränder- 
lichen Verbindungslinien  zu  bestimmen,  dieselben  bleiben  vielmehr  zum  Theil 
unbestimmt.  Sind  die  Verbindungen  aber  elastisch  dehnbar  oder  zusammendrückbar, 
so  können  sie  alle  gefunden  werden. 

Bei  n  Punkten  im  Baume,  welche  elastisch  mit  einander  verbunden  sind  und 
von  Kräften  afficirt  werden,  ergeben  sich  nach  Einführung  der  elastischen  Kräfte 
3n  Gleichungen.  Eliminirt  man  diese  Kräfte,  so  bleiben  6  Gleichungen  zwischen 
den  gegebenen  Kräften,  welche  das  Gleichgewicht  am  unveränderlichen  System 
ausdrücken;  die  übrigen  3n  —  6  Gleichungen  liefern  ebenso  viele  Aenderungen 
von  Abständen,  aus  welchen  alle  übrigen  gefunden  werden  können.  Sind  die 
Punkte  unveränderlich  verbunden,  so  gilt  eine  der  vorigen  ähnliche  Bemerkung. 

§.  6.  Gleichgewicht  von  Kräften  am  elastisch  dehnbaren,  aber 
vollkommen  biegsamen  Faden. 

Ein  elastisch  dehnbarer  Faden  von  vollkommener  Biegsamkeit  werde  an  allen 
Bogenelementen  von  Kräften  ergriffen  und  es  trete  nach  der  Dehnung  ein  Gleich- 
gewichtszustand ein;  man  soll  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  aufstellen  und 
die  Gleichgewichtsfigur,  die  Spannung  und  Dehnung  derselben  finden. 
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1.  Indem  wir  die  elastischen  Kräfte  in  jedem  Bogenelemente  einführen,  können 
wir  den  Faden  als  unelastisch  aber  vollkommen  biegsam  ansehen  und  gelten  für 
ihn  die  Bedingungsgleiohungen  des  Cap.  VI.  Sind  also  xy  y,  z  die  Coordinaten 
eines  Punktes  der  Gleich  gewich  tsfigur  des  Fadens,  de  das  Bogenelement,  q'  dessen 
BpeciÜ8che  Masse,  also  q  ds  seine  Masse,  T  die  Spannung  und  q'Xds,  q'Yds, 
q'Zds  die  Componenten  der  Kraft  q'Pds,  welche  an  ds  angreift,  wo  P,  X,  Y,  Z 
die  Beschleunigung  und  ihre  Componenten,  welche  die  Kraft  einem  Punkte  zu 
ertheilen  vermag  oder  was  dasselbe  ist,  die  Kraft  und  ihre  Componenten  bezogen 
auf  die  Masseneinheit  bedeuten,  so  sind  die  drei  Gleichgewichtsbedingungen  im 
Punkte  (2,  y,  *): 

d  .  T  ^  +  q'Xds  -  0,    d  .  T  ^  +  q'Yds  =»  0,    d  .  T  ~  +  q'Zds  —  0. 

CLS  CLS  CLS 

Das  Bogenelement  <J«,  dessen  ursprüngliche  Länge  du  sei,  hat  seine  Länge  durch 
Dehnung  in  Folge  der  Spannung  T  erlangt  und  ist  daher 

ds  ^  da  +  sTda  —  da  (1  +  sT) 

wenn  s  den*  Ausdehnungscoefficienten  bedeutet.  War  q  die  ursprüngliche  speci- 
fische  Masse  im  Punkte  (#,  y,s),  so  war  qda  die  Masse  des  Bogenelementes  vor  der 
Dehnung.  Nach  der  Dehnung  ist  sie  $  ds  und  da  dieselbe  sich  nicht  geändert 
hat,  so  muss  qda  =  qds9  d.  h.  qda  =  qda  (1  -f-  sT),  oder 

«' ?_ 

•        1  +  sT 

sein.    Setzt  man  diesen  Werth  in  die  Gleichungen  des  Gleichgewichts  ein,  so 


werden 

siej 

d- 

T 

dx    . 

qX 

1  +  eT 

ds 

-0, 

d- 

T 

dy 
di  + 

1  +  eT 

ds 

-0, 

d- 

T 

dz 
ds  + 

9Z 

1  +  sT 

ds 

=  0, 

oder:        (l+*T)d-T^  +  qYds=*0, 

(1  +  sT)d    Tp-  +  qZds=*0. 

War  der  Faden  ursprünglich  homogen,  so  ist  q  constant.  X,  Yy  Z  sind  Func- 
tionen des  Ortes  (x,  y,  z).  Diese  Gleichungen  liefern  T  und  nach  Elimination  dieser 
Grösse  die  Gestalt  des  Fadens. 

2.    Um   die   Spannung    T  als  Function  von  rc,  y,  z  darzustellen,  bat  man, 

dx     d  v      dz 
indem  man  die  Gleichungen  des  Gleichgewichts  mit  -=— ,  ~-  y    -=--  multiplicirt  und 

Uo  wo  CkS 

addirt,  dabei  aber  berücksichtigt,  dass 

(dx\%   .    tdy\%   .    (dz\*       „       dx  _    dx   ,   dy  ,    dy   ,   dz  ,    dz 

ist: 

-^-  d  •  (t  +  eT)»  —  -  q  (Xdx  +  Ydy  +  Zde). 

ds 
Da  das  Yerlängerungsverhältniss  -j-  =*  l  -{-  e  T  ht,  bo  folgt  für  dasselbe  hieraus 

ä  rf  ■  S)* = ~ ?  (xdx + Ydy + zdt)' 
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Da  ferner  das  Verdünnungsverhältniss 


ds 


,  so  ergibt  sich  auch  dieses  hiemit. 


9        de 

8.    Um  die  Spannung  T  aus  den  Gleichungen  des  Gleichgewichts  zu  elimi- 
niren,  führen  wir  die  Differentiation  in  denselben  aus  und  erhalten: 


ds 

dy 
ds 


(1  +  s  T)  Td 

(1  +  e  T)  Td 

(1  +  eT)  Td 
und  hieraus,  indem  wir  dT  eliminiren: 


dx  +  (i  +  e  T)  dT  ~  +  q Xds 
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sodass  die  Gleichsetzung  der  drei  ersten  Ausdrücke  untereinander  die  Differential- 
gleichungen der  Fadencurve  geben. 

§.  7.    Die  elastisch  dehnbare  Kettenlinie. 

Es  wirke  auf  den  Faden  die  Schwere,  so  dass  bei  vertical  gedachter  y-Axe 
und  horizontalen  x-  und  £-Axen  X=»0,  Y=» —  gy  Z=~0  und  wie  leicht  zu  sehen, 
die  Fadencurve  eben  ist.  Man  hat  dann,  wenn  man  die  Ebene  der  Ourve  zur 
xy-Ebene  wählt  und  9  constant,  d.  b.  den  Faden  im  ungedehnten  Zustande  als 
homogen  voraussetzt,  die  beiden  Gleichungen: 


dx 


gqds. 


Aus  der  ersten  von  ihnen  folgt  T  —  =»  T0 ,  d.  h.  die  Horizontalcomponente  der 

wo 

Spannung  ist  constant,  gleich  der  Spannung  T0  im  tiefsten  Punkte.    Hieraus  er- 
gibt sich  weiter 

ds 


T  -  T0  j^  —  T0  cosec  * 


sin  y 

wenn  ^>,  Wie  früher,  den  Winkel  der  Tangente  der  Fadencurve  mit  der  Verti- 
calen  bedeutet. 

Die  zweite  Gleichung  gibt  hiemit,  da  -r^  =  cotg  ijt  ist 

mit  deren  Hülfe  man  die  Coordinaten  x,  y  als  Functionen  von  ip  finden  kann. 
Es  ist  nämlich  dx  =  ds  sin  -p,  dy  =»  ds  cos  ip  und  daher 

gqdx  =  gqds  sin  ip  =  (sin  y  -\-  sT0)  d  •  T0  cotg  ip , 

gqdy  =-  gqds  cos  y  «■  (cos  ip  -\-  sTQ  cotg  ip)  d  •  T0  cotg  ip . 

Setzen  wir,  wie  bei  der  gemeinen  Kettenlinie  T0  =>  gqa,  d.  h.  drücken  wir 
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die  Horizontalspannung  durch  das  Gewicht  eines  Fadenstückes  a  aus,  so  wird 
dx  «=  a  sin  tf>  d  •  cotg  ip  +  *9Qa*  d  •  cotg  t/> 

d«A  rf  •  tg  X  iß 

=  —  a  -—£-  4-  egoa*d  •  cotg  -0  «•  —  er  -  -  — 5-*Jl  4-  ggoa9d  •  cotg  ifr 

dt/  =  er  cos  ^d  •  cotg  tf>  4~  *£?«*  cotg  ^d  .  cotg  ^ 

cos^rfv    i    ,'  ,,        x  *  , 

=»  —  a  ■    .  ,       +  4  sgoa%d  •  cotg*  ^  • 
8in*^r       ■     *     **  -»ir 

Die  Integration  dieser  Ausdrücke  liefert 

*  —■  —  «  J  •  tg^tf  +  «<7^a"cotg  iff, 

sin  tff 

ohne  Constanten,  wenn  wir  die  Ordinatenaxe  durch  den  tiefsten  Punkt,  sodass 
x  »  0  wird  ftir  ^  =  \n  und  den  Ursprung  um  die  Grösse  a  tiefer  legen,  als 
diese  liegt,  sodass  y  *=»  a  wird  für  t/>  »|ä.  Die  Elimination  von  tp  liefert  die 
Gleichung  der  Fadencurve  in  xy  y. 

Für  eine  sehr  geringe  Dehnbarkeit  ist  s  sehr  klein.  Mit  Vernachlässigung 
von  e*,  *•,  .  .  .  gelangen  wir  auf  folgendem  Wege  zu  der  Elimination  von  ip. 
Setzen  wir  abkürzend 

—  *0e«*cotg^  =  —  {tgt«*  (cotg^  —  tg  i^)  =»  «, 

—  ±60?«*  cotg"  ^  =»  —  if09«s(ootgi*  ~  teiV»)2  —  *>, 
so  'werden  die  beiden  Gleichungen 

x  -f  m=-  —  al  •  tg}*,    y  +  t>  =  i«(eotgif  +  tg  £*). 

Aus  der  ersten  zieht  man 

9    .     u 


cotg**  =  e«  +  •  =  t"  (l  +  "  +  l(£)'+  •  •  ) 


und  hiemit 


X  X  X  X  X  X 


*  X 


oder  da  u  den  Factor  *  enthält,  bis  zu  den  Termen  der  Ordnung  e*  genau: 

XX  XX 

«--*w«f(«"-«  a),    * —  i *««■(«• -«"■)'. 

Durch  Einsetzen  in  den  Ausdruck  für  y  +  v  ergibt  sich  daher 

XX  XX  XX 

y  -  if  m*  («"  -  •"*)"  =  4«  («"  +  «~  *")  -*  *99**({'  -  e~  ')' 

Schkll,  Mechanik.    II.  8 
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oder 

XX  x_  x_ 

Die  Ordinate  der  elastischen  Kettenlinie  ist  also  etwas  kleiner,  als  die  der  Un- 
at X 

elastischen.    Die  Senkung  ^sg^a*  (ea—e    a\   wachst  mit  «,  im  Scheitel  iBt 

sie  Null. 

Für  das  Verlängerungsverhältniss  ist 

-i  =  (l  +bT)    1  — l  —  «J=l  —  eT0-^.*=>l  —  *rocosec^  =  l  —  sg^acoBecip. 

Es  ist  aber  y  =  a  cosec  ip  -f  \eg<}a*  cotg*  tp,  also  wird  bis  cur  Ordnung  von 
£a  genau 

also 

<y  =  8  —  sgfoyda; 

oder  weil  /eyels  =  m  -  yx  ist,  wenn  t/j  die  Ordinate  des  Massenmittelpunktes  und  m 

die  Masse  von  8  bedeutet,  so  wird  die  Verlängerung  des  Bogens  8: 

8  —  o  =  Bgmyx. 

§.  8.  Der  vertical  herabhängende,  schwere  elastische  Faden.  Es 
sei  der  schwere  Faden  am  oberen  Ende  durch  eine  verticale  Kraft  festgehalten 
oder  befestigt  Dann  ist  in  den  allgemeinen  Gleichungen  des  §.  6  X  =  Y  =  0, 
Z  sb»  —  g  und  daher 

ds  '  ds  '  ds       l -{- sT  ds       l  +  sl 

doc  du 

Hieraus  folgt,  dass  die  beiden  horizontalen  Componenten  T  -r—  und  T  -^-  der  Span- 
nung constant  und  da  sie,  wenn  wir  die  Verticale  des  oberen  Endes  zur  *-Axe 

dx 
wählen,  an  diesem  Ende  Null  sind,  überhaupt  verschwinden,  d.  h.  dass  ~-  =»  0, 

dv 

^«0  sind.    Dies  liefert  weiter,  dass  x  und  y  constant,  und  da  sie  für  das  obere 

Ende  Null  sind,  durchweg  Null  sind.  Demnach  bildet  die  Fadencurve  eine 
Verticallinie.  Für  die  noch  übrigbleibenden  Gleichungen  wollen 'wir  z  und  8 
positiv  vom  unteren  Ende  an  aufwärts  rechnen.  Dann  ist  ds  »  de  and  geht  die 
dritte  Gleichung  mit  Hülfe  der  vierten  über  in 

dT=*  gqde 
und  liefert 

ohne  Constante,  da  wir  am  unteren  Ende  T  =  0  haben,  wenn  wir  dort  keine 
Kraft  wirkend  annehmen,  sondern  der  Faden  blos  durch  sein  Gewicht  gespannt 
wird.  Es  ist  aber  gqa  das  Gewicht  des  Fadens  von  der  ursprünglichen  Länge  0. 
In  jedem  Punkte  ist  also  die  Spannung  gleich  dem  Gewicht  des 
darunter  hängenden  Fadenstücks.  Setzt  man  diesen  Werth  für  J  in  die 
Verlängerungsformel,  so  wird  sie 

ds  —  (1  +  sg9a)  de     ~ 
und  gibt 
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8  =  o  +  ±egqa*, 
ohne  Constante,  da  $  und  a  zusammen  verschwinden.    Die  Verlängerung 

8  —  a  =  ±egQC* 

ist  das  Produkt  aus  e,  dem  halben  Gewichte  \gn<s  des  Fadenstücks  und  dessen 
Länge  a.  Denkt  man  sich  den  Faden  nicht  schwer,  dagegen  am  Ende  dessen 
halbes  Gewicht  als  spannende  Kraft  wirkend,  so  würde  er  nach  der  Formel  des 
§.  3  dieselbe  Verlängerung  erleiden. 

Für  den  Fall,  dass  ausser  dem  Gewichte  des  Fadens  am  unteren  Ende  noch 
ein  Gewicht  P  =»  Mg  wirkt,  ist  aus  dT  =»  gif  da  zu  ziehen:  T  =  gqc  -f-  C  und 
ist  für  ü  =■  0  die  Spannung  gleich  Mg.    Daher  wird 

T  —  Mg  +  g*a 

und  ds  =  (1  -f  e^Jlf  +  et^u)  du,  also 

«  =  <r  +  s ga  (M  +  ±qc). 

Man  kann  diese  Formel  zur  Bestimmung  der  Variation  der  Schwere  auf  der 
Oberfläche  der  Erde  benutzen.    Denn  aus  ihr  folgt 

s  —  a 

9  =  JäjM ~+~\qo) 

und  wenn  man  für  die  verschiedenen  Orte  der  Erdoberfläche  M  jedesmal  so 
wählt,  dass  der  Faden  auf  dieselbe  Länge  8  ausgedehnt  wird,  so  wird  g  um- 
gekehrt proportional  der  Grösse  M -\- \qo,  d.  h.  der  angehängten  Masse,  ver- 
mehrt um  die  halbe  Masse  \qo  des  Fadens.  Diese  Methode,  die  Beschleunigung 
der  Schwere  zu  bestimmen,  rührt  von  John  Herschel  her. 

§.  9.  Der  elastisch  biegsame  Faden  (die  elastische  Saite)  in  der 
Ebene. 

Ein  undehnbarer,  nicht  vollkommen  biegsamer  Faden  (unendlich  dünner  Draht, 
unendlich  dünne  Saite)  werde  durch  Kräfte  aus  der  Form  der  geraden  Linie  in 
eine  andere,  aber  ebene  Gleichgewichtsform  gebogen.  Der  Widerstand  gegen  die 
Biegung  sei  so  beschaffen,  dass  nach  Wegfall  der  biegenden  Kräfte  der  Faden 
mehr  oder  weniger  in  die  ursprüngliche  Gestalt  zurückkehrt.  Die  Kräfte,  welche 
diesem  Widerstand  äquivalent  sind  und  nach  deren  Einführung  die  Saite  als  voll- 
kommen biegsam  angesehen  werden  darf,  nennt  man  elastische  Kräfte.  Sie  sind 
fingirte  Kräfte,  welche  man  einführt,  um  auf  den  elastischen  Faden  die  bereits 
entwickelte  Theorie  des  vollkommen  biegsamen  Fadens  anwenden  zu  können. 

1.    Es  seien  AB  und  BC  (Fig.  32)  zwei 
r   aufeinanderfolgende  Bogenelemente  der  elasti- 
"  ~*     sehen   Linie,    nachdem    sie   durch  Kräfte   in 
die   Gleichgewichtsform  gebogen  worden  ist. 
Trennt  man  sie  ab,  oder  lässt  man  diese  Kräfte 
aufhören  zu  wirken,  so  würde  die  Configuration 

Piff    32 

*'  des  Winkels,  welche  sie  bilden,  dadurch  erhalten 

werden  können,  dass  man  irgend  zwei  ihrer  Punkte  Z>,  E  durch  eine  undehnbare 
Linie  verbände.  Man  könnte  diese  Punkte  selbst  auf  den  Verlängerungen  der 
Bogenelemente f  die  man  in  diesem  Falle  als  starr  anzusehen  hätte,  annehmen, 
nur  würde  ihre  Verbindungslinie  dann  unzusammendrückbar,  statt  undehnbar  sein 
müssen.  Würde  man  die  Linie  DE  durchschneiden,  so  würde  man  zwei  entgegen* 
gesetzt  gleiche  Kräfte  p,  —p,  die  eine  von  I)  nach  E,  die  andere  von  E  nach  J) 
wirkend  einführen  müssen,  damit  die  Bogenelemente  nicht  in  die  ursprüngliche 

8* 
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geradlinige  Configuration  zurückschnellen  könnten  und  der  Contingenzwinkel  ver- 
schwinden würde.  Da  sie  dem  elastischen  Widerstände  der  Saite  gegen  die  Bie- 
gung Gleichgewicht  halten,  so  würden  zwei  ihnen  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte 

—  p,  p  zusammen  diesem  Widerstände  äquivalent  sein  und  statt  seiner  eingeführt 
werden  können.  Da  die  Angriffspunkte  D,  E  dieser  beiden  Kräfte  willkührlich 
wählbar  sind,  so  kann  dieser  Widerstand  auf  unzählige  Arten  durch  2  solche  ent- 
gegengesetzt gleiche  Kräfte  ausgedrückt  werden.  Alle  solche  Paare  müssen  daher 
einander  äquivalent  sein.  Um  das  Gemeinsame  aller  solcher  Darstellungen  des 
elastischen  Widerstandes  der  Bogenelemente  zu  erkennen,  sei  — p,  p  das  eine, 

—  q9  q  das  andere  von  zwei  solchen  Paaren.  Kehren  wir  das  zweite  um,  so 
müssen  beide  sich  Gleichgewicht  halten  an  dem  aus  beiden  Bogenelementen  be- 
stehenden veränderlichen  System.  Schneidet  man  dieses  in  B  durch  und  bringt 
zwei  entgegengesetzt  gleiche  Spannungskräfte  von  entsprechender  Intensität  in 
diesem  Punkte  an,  so  besteht  das  Gleichgewicht  an  jedem  Bogenelemente  fort. 
Reducirt  man  daher  die  Kräfte  —  q  und  q,  welche  an  AB  angreifen  für  den 
Punkt  B}  so  folgt,  dass  die  sich  hiebei  ergebenden  Kräftepaare  ( — p,  p)  und 
(q,  — q)  entgegengesetzt  gleiche  Momente  haben  müssen.  Hieraus  schliesst  man, 
dass  alle  Kräfte,  welche  den  elastischen  Widerstand  zweier  aufein- 
anderfolgender Bogenelemente  der  elastischen  Curve  darstellen,  so 
beschaffen  sind,  dass  ihr  Moment  constanten  Werth  hat,  welche  Lage 
sie  auch  gegen  die  Bogenelemente  haben. 

Trifft  also  die  Kraft  p  das  Bogenelement  AB  in  D,  die  Kraft  p  in  F  und 
sind  die  Richtungen  derselben  gegen  AB  unter  den  Winkeln  #,  &  geneigt,  so 
musB  p  •  BD  •  sin  £  =  p'  •  BF  •  sin  &  =  u  sein,  wenn  u  der  constante  Werth 
des  Momentes  ist.  Die  Elasticität  des  Fadens  wird  also  durch  ein  Moment  u 
oder  wenn  man  will,  durch  ein  Kräftepaar  ausgedrückt,  dessen  Moment  u  ist  oder, 
wenn  man  an  B  noch  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte  p  und  — p  zufügt, 
durch  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Kräftepaare  vom  Momente  u  und  — u,  von 
denen  das  eine  an  i£,  das  andere  an  B C  angreift. 

2.  Ueber  die  Natur  des  elastischen  Widerstandes,  welcher  durch  das  Moment 
u  dargestellt  wird,  können  verschiedene  Voraussetzungen  gemacht  werden,  von 
denen  jede  eine  andere  Art  Elasticität  begründet.  Wir  wollen  hier  die  möglichst 
einfache  zu  Grunde  legen.  Damit  die  Elemente  AB  und  BC,  welche  ursprüng- 
lich eine  Gerade  bilden,  nach  der  Biegung  den  Contingenzwinkel  dip  bilden,  muss 
eine  Drehung  von  BC  gegen  AB  im  Sinne  dieses  Winkels  erfolgen.  Da  das 
Moment  u  den  Widerstand  darstellt,  der  auf  eine  Zurückführung  von  BC  in  die 
Richtung  von  AB  abzielt,  so  ist  der  Sinn  von  u  (das  Paar  an  BC  angreifend 
gedacht)  dem  Sinne  von  dtp  entgegengesetzt,  mithin  von  entgegengesetztem  Zeichen, 

wie  dy.  Wir  wollen  u  proportional  dtp  oder,  da  -~  =»  — ,  nämlich  die  Krüm- 
mung der  Fadencurve  darstellt,  proportional  der  Krümmung  annehmen  und  setzen 

dtp  s 

ds  q  ' 

wo  q  den  Krümmungshalbmesser  bedeutet.  Da  dtp  das  Increment  des  Winkels 
ist,  welchen  die  Tangente  mit  der  x-Axe  bildet,  so  ist  dtp  positiv  oder  negativ, 
je  nachdem  tp  wächst  oder  abnimmt.  Daher  ist  u  negativ  oder  positiv,  je  nach- 
dem ip  wächst  oder  abnimmt 

3.  Um  die  Gleichgewichtsbedingungen  der  Fadencurve  zu  finden,  denken  wir 
zwischen  je  zwei  aufeinanderfolgenden  Bogenelementen  die  entgegengesetzt  gleichen 
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elastischen  Kräfte  eingeführt  nnd  betrachten  in  Folge  dessen  den  elastischen  Faden 
als  vollkommen  biegsam.  Unter  den  Sätzen  über  den  vollkommen  biegsamen 
Faden  war  nun  anch  der  (Cap.  VI,  §.  1,  Nr.  2,  S.  88),  dass  die  Summe  der  Momente 
aller  Kräfte,  welche  an  einem  Bogenstflcke  der  Curve  vom  Anfange  bis  zu  irgend 
einem  Punkte  derselben  gerechnet,  angreifen,  in  Bezug  auf  den  Endpunkt  Null 
ist.  Diese  Summe  besteht  aber  aus  zwei  Theilen,  1.  nämlich  aus  dem  Momente 
aller  äussern  Kräfte,  das  wir  sogleich  bestimmen  wollen  und  2.  aus  dem  Momente 
der  elastischen  Kräfte.  Diese  sind  aber  alle  paarweise  einander  entgegengesetzt 
gleich,  bis  auf  eine,  welche  nur  einzig  vorhanden  ist.  An  dem  letzten  Elemente, 
welches  mit  dem  Endpunkte  schliesst  und  an  dem  folgenden  Bogenelemente, 
welches  nicht  mehr  zu  dem  fraglichen  Bogenstücke  gehört,  wirken  auch  'zwei 
entgegengesetzte  elastische  Kräfte,  von  denen  aber  die  an  dem  folgenden  Ele- 
mente angreifende  bei  der  Bildung  der  Momentensumme  nicht  in  Betracht  kommt, 
sondern  nur  die  ihr  entgegengesetzte,  am  Schlusselemente  des  Bogen  angreifende 
Kraft.  Ist  daher  u  das  Moment  der  am  folgenden  Elemente  angreifenden  elasti- 
schen Kraft,  so  ist  —  u  das  Moment  der  hier  in  Betracht  kommenden  Kraft  in 
Bezug  auf  den  Endpunkt  des  Bogens.  Alle  paarweise  auftretenden  elastischen 
Kräfte  haben  in  Bezug  auf  diesen  Punkt  entgegengesetzt  gleiche  Momente,  welche 
sich  in  der  Summe  tilgen,  sodass  diese  ganze  Summe  der  Momente  der  elastischen 
Kräfte  des  Bogens  sich  auf  — w,  das  Moment  der  letzten  Kraft,  reducirt. 

Um  das  Moment  der  Kraft  Pds,  welche 
an  den  Bogenelementen  da  (§,  rj)  angreift  in 
Bezug  auf  den  Endpunkt  M  (x,y)  des  Bogens 
AM  (Fig.  33)  zu  finden,  seien  Xds,  Yds  deren 
Componenten  parallel  den  Coordinatenaxen; 
dann  ist  dies  Moment 


Xds 


Yd8 


und  wenn   das   Moment    nicht  für    Jf ,    son- 
dern für  den  nächstfolgenden  Punkt 
M'  (x  +  dx,  y  +  dy) 
gesucht  wurde ,  so  würde  dasselbe  Übergehen  in 


Yds 


|  —  x  —  dx     i\  —  y  —  dy  |  —  x 

Xds  Yds  ™     Xds 

Daher  stellt 

dx        dy 

Xds     Yds 
das  Differential  des  Momentes  der  Kraft  Fds  und  mithin 


dx 
Xds 


dy 
Yds 


f\ 


=-dxS 


Yds  +  dy  I  Xds 


fi 


dx        dy 
\Xds      Yds 

das  Differential  der  Momentensumme  aller  Kräfte  Pds  von  A  bis  M  dar  für  den 
Fall,  dass  der  Bogen  AM  um  MM'  wächst.  Bezeichnen  wir  dies  Moment  mit 
Hy  so  wäre 

dH  —  —  dxf  Yds  +  dyfXds    und  also    H  =>f[dyfXds  -  dxfYds]t 

die  Integrationen  ausgedehnt  über  den  ganzen  Bogen  AM.  Da  nach  dem  an- 
geführten Satze  H  —  «  —  0  ist,  so  erhalten  wir  als  eine  Bedingung  des  Oleich- 
gewichts 
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u  =  H=f[dyfXd8-dxfYds]   und  ist    j±  ~  ^  C  Xds  -^  ^Yds, 

wo  für  u  zu*  setzen  ist 

d*y 


s  dx* 


[• + 6ÖT 


4.  Wird  von  dem  elastischen  Faden  ein  Theil  abgetrennt,  so  genügt  es  zur 
Erhaltung  des  Gleichgewichte  nicht,  am  Ende  in  der  Richtung  der  Tangente  zwei 
entgegengesetzte  spannende  oder  pressende  Kräfte  einzuführen,  wie  beim  unelasti- 
schen Faden;  denn  durch  die  Abtrennung  wird  an  dem  letzten  Bogenelemente 
eine  elastische  Kraft  frei,  welche  in  der  zusammenhängenden  Fadencurve  durch  die 
entgegengesetzt  gleiche  Kraft  im  Gleichgewicht  gehalten  wurde.  Damit  ein  Aus- 
weichen der  beiden  getrennten  Elemente  oder  der  Tangenten  nicht  eintrete,  sind 
noch  zwei  andere  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte  erforderlich,  an  jedem  Ele- 
mente eine  solche,  welche  dies  hindert.  Am  Ende  jedes  der  abgetrennten  Faden- 
stücke  sind  die  beiden  Kräfte,  die  Spannung  oder  Pressung  in  der  Richtung  der 
Tangente  und  die  eben  erwähnte  zweite  Kraft  zusammen  einer  einzigen  Kraft 
äquivalent,  welche  die  Tangente  in  einem  gewissen  Punkte  N  treffen  wird,  der 
aber  nicht  mit  dem  Endpunkt  des  Bogens  zusammenfällt,  oder  einem  Kräftepaar. 
Man  hat  sich  die  Verlängerung  des  letzten  Bogenelemente,  die  Tangente,  als 
starr,  gewissermassen  als  ein  unveränderliches  System  an  das  Element  angelöthet 
zu  denken.  Ist  eine  Einzelkraft  im  Stande  das  Gleichgewicht  am  Bogen  zu 
erhalten,   so   kann  diese  in   ihrem  Schnittpunkte  N  mit  der  Tangente  in  zwei 

Componenten  zerlegt  werden,  nämlich  Tm  der  Richtung  der 
Tangente,  die  wir,  wie  früher,  die  Spannung  nennen  wol- 
len und  eine  dazu  senkrechte  V7  die  wir  die  Normal- 
kraft nennen  (Fig.  84). 

Da  das  Gleichgewicht  auch  fortbestehen  muss,   wenn 

der    Faden,   der  nach  Einführung  der  elastischen  Kräfte 

Fig.  34.  als   vollkommen  biegsam  angesehen  werden  kann,  erstarrt, 

wobei  alle  elastischen  Kräfte  verschwinden,  so  muss  zwischen 
T,  V  und  den  Kräften  Pds  Gleichgewicht,  wie  am  unveränderlichen  System  bestehen» 
Nehmen  wir  also  den  Endpunkt  M  des  Bogens  zum  Reductionspunkt  und  die 
Tangente  und  Normale  daselbst  zu  Axen  der  Zerlegung,  so  erhalten  wir,  weil  T 

d  x  du 

die  RichtungscosinuBse  cos  a  =  — ,  ain  a  =  -^    und    V  die   RichtungscosinusBe 

(18  (18 

.    .    x  dy  dx  ,    . 

cos  (a  +  4«)  =  —  ~- ,  cos«  =  -,-  hat, 

v      '    2    '  d8  ds 


Bezeichnet  noch  p  den  Abstand  MN  der  Kraft   V  von  My  so  wird  die  dritte 
Gleichgewichtsgleichung  (die  der  Momente) 

H+Vp  =  0, 
wozu  noch  die  früher  gefundene 
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tritt    Ans  diesen  Gleichungen  erhalt  man 


V-      g/w.  -  g/r*  -  g  fr.  Hr.  „. 


F 


JP  —  —  ~w  -■  —  :n: 


tf 


<2s 


tt  =  H=f[dyfXds  —  dxfYds], 

Die  Gleichung  «  =  2Z  ist  die  Differentialgleichung  der  Gleichgewiohtsfigur   der 

Saite,  da  sie  weder   T,  V  noch  p,  sondern  nur  geometrische  Elemente  und  die 

Componenten  der  Kräfte  Pds  enthalt.    Die  in  ihr  auftretenden  Integrale  führen 

bereits  drei  Constante  mit  sich  und  da  u  ein  Differentialausdruck  der  2.  Ordnung 

ist»  so  werden  durch  die  Integration  noch  zwei   weitere   Constante   eingeführt, 

sodass  die  endliche  Gleichung  der  Fadencurve  6  Constanten  enthalt.    Dieselben 

können  durch  die  6  Bedingungen  bestimmt  werden:  1.  dass  die  Fadencurve  durch 

swei  gegebene  Punkte  gehe,  2.  dass  ihre  Lange  zwischen  diesen  eine  gegebene 

Grosse  sei  und  3.  dass  die  Tangenten  in  den  gegebenen  beiden  Punkten  bestimmte 

d  y 
Richtungen  haben ,  d.  h.  dass  -=^  in  ihnen  gegebene  Werthe  annehme. 

(mX 

§.  10.  Eine  gleichförmig  elastische  gerade  Strecke  sei  an  ihren 
Enden  A  und  B  durch  starre  Geraden  oder  durch  irgend  welche 
andere  unveränderliche  lineare  oder  plattenförmige  Stücke  ver- 
längert. Auf  die  Verlängerungen  wirken  zwei  Kräfte  und  nimmt  in 
Folge  dieser  Einwirkung  die  Strecke  eine  Gleichgewichtsgestalt  in 
Form  einer  ebenen  Curve  an,  man  soll  diese,  sowie  die  Spannung 
oder  Pressung   in  einem  beliebigen  Punkte,  sowie  die  Normalkraft 

für  denselben  bestimmen. 

1.    Da  das  Gleichgewicht 

auch  noch  fortbestehen  muss, 
wenn  das  System  unveränder- 
lich wird,  so  müssen  die  bei- 
den Kräfte  entgegengesetzt 
gleich  sein.  Ihre  gemeinsame 
Richtungslinie  A0B0  heisstdie 
Axe  der  elastischen  Curve. 
Wählen  wir  diese  Gerade  zur 
x-Axe  (Fig.  86),  so  ist  das 
Moment  aller  Kräfte,  welche  das  Bogenstück  AM  afficiren,  das  Moment  der  ein- 
zigen in  A0  angreifenden  Kraft,  die  wir  mit  A  bezeichnen,  gleich  Ay  und  daher 
nach  §.  9  die  Differentialgleichung  der  Curve 

dtp 


Fig.  36. 


Ay 


u 


oder  wenn  wir  e  :  A  =*  a*  setzen: 


--as 


ds  Q 


oder    y  —    -  a*  ^ . 
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Diese  Gleichung  zeigt,  dass  das  Produkt  des  Krümmungshalbmessers 
der  Curve  und  des  Abstandes  des  Curvenpunktes  von  der  Aze  der 
Kräfte  conatant,  also  die  Krümmung  der  Ordinate  proportional  ist. 
Die  Krümmung  kann  daher  nur  in  Punkten  verschwinden,  welche  die 
Curve  mit  der  Aze  gemein  hat.  Sind  Wendepunkte  vorhanden,  so 
können  sie,  weil  in  ihnen  die  Krümmung  verschwindet,  nur  auf  der 
Axe  liegen.  Die  von  der  Axe  entferntesten  Punkte  zeigen  die  stärkste 
Krümmung;  in  allen  Punkten  desselben  Abstandes  von  ihr  ist  die 
Krümmung  gleichstark. 

2.  Wir  suchen  zunächst  die  Ordinate  y,  die  Bogenlänge  s  und  die  Abscisse  x 

als  Functionen  der  Summe  xp  der  Contingenzwinkel.  Die  Gleichung  y  =»  —  a*  -Tr- 
eibt differentiirt    -~  ■=  —  a8  -—£  und  da  ~  =  sin  tf  ist, 

ö  ds  ds*  ds  T 

ds*        a8  ' 

welche  Gleichung  mit  der  Differentialgleichung  der  Pendelbewegung  übereinkommt. 

Sie  liefert  nach  Multiplication  mit  ~  als  erstes  Integral 

a  s 

±  l-^J ¥  cos  ip  =  C    oder    \y*  =  o*  cos  y  +  (7, 

wenn  für  -=2!  gein  Werth  —  y  :  a*  gesetzt  wird.     Die  Constante   G  können  wir 

mit  Hülfe  der  Ordinate  y0  des  Anfangspunktes  A  des  elastischen  Bogens  bestimmen. 
Denn  hiefür  ist  \  y%  ■=»  a8  cos  p  +  0  und  hiemit  wird 

\V*  —  \yl  ■■  <*8  (c08  V  —  cos  p)  «a  2a8  sin8  \(i,  —  2a8  sin1  \y . 
Die  Gleichung  \  y%  =  a8  cos  y  +  C7  zeigt,  dass  die  Ordinate  einen  Maximalwerth  /* 
erreicht  für  y  =  0.  Mit  Hülfe  dieses  Maximalwerthes  kann  die  Constante  C  ebenfalls 
bestimmt  werden.    Für  ihn  ist  ±f*  =»  a8  +  C*  und  wird  also 

\V%  —  i/*a  —  —  2a*  sin8  ^    oder    y8  =  /*»  —  4a8  sin8  ±  y . 
Die  Vergleichung  beider  Bestimmungsarten  der  Constanten  liefert  zugleich: 

i/,»  =  ±y3  +  2a8sin8ifi. 
Es  sind  nun  die  drei  Fälle  möglich: 

»■  £<*•   2-  n-1-   3-  n>1« 

die  wir  der  Reihe  nach  betrachten  wollen.    Aus  der  Formel 

y%  =  f%  —  4a8  sin8  \  ip, 

folgt,  dass  im  dritten  Falle  y  nicht  Null  werden,  die  Curve  also  die  Axe  der 
Kräfte  nicht  schneiden  oder  berühren  kann,  während  dies  im  ersten  und  zweiten 
Fall  möglich  ist. 

3.  Für  den  ersten  Fall  setzen  wir  f:  2a  =  k  und  erhalten  aus 

y%  =  f%  —  4a8  sin8  \y , 

indem  wir  f  =»  2ak  und  sin  \  1p  =  k  sin  m  substituiren, 

y  =  2ak  cos  co  =>  f  cos  m . 

Beschreibt  man  daher  um  den  Fusspunkt  C  (Fig.  36)  einer  Maximalordinate 
SC  =  f  einen  Kreis,  so  ergibt  sich  die  Bedeutung  des  Winkels  a>,  indem  man 
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die  Ordinate  y  ==»  MP  =  QC  auf  SC  projicirt;   es  ist  nämlich  <£  NCQ  «=■  ca. 

Zugleich  sieht  man,  wie  die  Winkel  ty 
und  co  von  einander  abhängen.  Nimmt 
t/>  von  p  'bis  0  ab,  so  nimmt  co  von 
einem  der  Ordinate  y0  entsprechenden 
Werthe  m0  bis  zu  Null  ab. 

Da  sin  \p  =  k  sin  co0  und  /*=  2ak} 
also  /"sin  w0  =  2  a  sin  ^p  wird,  so  er- 
gibt sich  eine  einfache  Construction  der 
Länge  a.  Man  ziehe  N  U  senkrecht  zur 
Halbirungslinie  desWinkels  p.  Ist  o>0= J*, 
also  A  der  Angriffspunkt  der  Kraft,  so 
ist  die  durch  den  Scheitel  S  gelegte  zur 
Halbirungslinie  von  fi  parallele  Gerade 
HS  =  2a. 
4.    Aus  dy  :  ds  =*  sin  ip  folgt  ds  —  dy  :  sin  ^  =  dy  :  2  sin  -£^>  cos  ±ip  und 

wenn  man  dy  =  —  2ak  sin  «>ä*a»  und  sin^  =  k  sin  a>  zu  Hülfe  nimmt, 

ä"«  =  —  ada>  :  Vi  —  k*  sin8  09. 

Mithin  wird  der  Bogen  AM  =  «: 

Wo 


jr, 

s 

JT^s^ 

sfA 

A 

y 

/             \       *S|^^ 

\     ^X 

1 

l* 

1 

r                            1 

Fig.  36 


ff 


'S* 


]/l  -  jfc*  Bin8  01 


CO 


Die  Länge  2  des  Bogens  AS  von  J.  bis  zum  nächsten  Scheitel  (od  =  0)  ist 

0 


? 


/dm      
Vi  -jfc2sin2a> 


«0  . 


und  hiemit  erhalten  wir   für  die  Bogenlänge  SM  =»  a  vom  Scheitel  5  (eu  =  0) 
bis  zum  Punkte  M((o=  w): 

w 

/'  ä*a»  f 

r/T^^ir-^^vFfa1*)*  &sass^»       Äsina»«sin4V- 
y  1  —  kr  sm*  09  *  <* 

0 
6.    Die  Abscisse  x  wollen  wir  auf  der  Axe  vom  Fusspunkte  P0  der  Ordinate 

y0  an  zählen.    Da  dx  =-  ds  cos  t^>  ist,  so  wird 

d«+d«»d*(l  +  cos^)  B»2d«cos2|^  =  2(i«(l  — sin2^)80— *2od[«D}/l  — Äa  sin*«» 

und  folglich 


Wo 

a?+  s  =  2aldco]/l  —  &2  sin2  09. 


tu 


Ist  c  die  Abscisse  des  Scheitels  5,  so  hat  man  hieraus 


+  Z  =  2a  I  da>yi  —  fc*  »in»  o> 


und  folglich,  wenn  die  Abscisse  £  des  Punktes  üf  von  C  aus  gezählt  und  der 
Bogen  SM  =  2  —  «,  wie  vorher  mit  0  bezeichnet  wird 


<u 


{  +  0  —  2a    (dmVi  -  Ä"  sin*  a>  «  2a#(a>,  ifc). 
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Indem  man  den  in  Nr.  4  gefundenen  Werth  von  a  einsetzt,  erhält  man  für  die 

Abscisse  £ : 

£  =»2a.E(a>,  k)  —  aF  («,*), 


wozu  die  Ordinate 
kommt. 


Fig.  37. 


y  =  2ak  cos  cd 
6.    Die  Gleichung  <r  =-  oJP(»,  k)  gibt  m  =  am  •  — 
und  hiemit  (Fig.  37),  wenn  wir  NQ  =  J'  setzen. 

-Z-.  =  cos  am  •  — ,        -TT  =  sin  am  •  —  • 
f  <*  f  a 

Trägt  man  ^TR  »2  a  an,  wodurch  /"sin  cd  =-  2 a  sin  QBN, 

also  vermöge  /*  sin  w  «  2a  sin  ^  der  Winkel Qi^iV  =  1 1^ 

wird,  so  erhält  man 

QM*  Ä  4a*  —  /**  sin1  <o  «  4a*  (1  —  k*  sin« a>), 
also,  wenn  QU  =^  q  gesetzt  wird 

-£-  =*  Aam  •  —  • 
2a  a 

Da  der  Kreisbogen  a  =  £2V  =  /7»  ist,  so  gehört  hiezu  noch:  -j  =  am  •  —  • 

Es  finden  also  die  elliptischen  Functionen  am^  cos  am-,  sin  am-,  Aam- 
sämmtlich  ihre  Bedeutung  in  der  Figur.  Aehnlich  wie  Neper  die  Quadratur 
der  Hyperbel  benutzte,  um  die  Zahlenwerthe  der  Logarithmen  zu  berechnen,  hat 
man  die  Gleichgewichtsform,  welche  ein  elastischer,  durch  gleiche  Endkräfte  ge- 
spannter Draht  annimmt,  zur  Berechnung  der  elliptischen  Functionen  vorgeschlagen. 
Vgl.  Greenhill,  GraphiccU  representation  of  the  eilipHc  funetions  by  means  of  a 
bent  elastic  beatn.  Messenger  of  Mathem.  Vol.  V,  p.  180  (1876). 

7.  Die  Figur  gibt  noch  eine  einfache  Tangentenconstruction  der  elastischen 
Linie.  Da  die  Tangente  in  M  mit  MQ  den  Winkel  y  bildet,  so  ist  an  MQ  der 
doppelte  Winkel  NRQ  =»  \ty  anzutragen. 

8.  Die  Ordinate  y  =  fcos  m  verschwindet  für  m  =■  (2n  +  1)  —    und    hiefür 

2 

nimmt  ip  immer  denselben  absoluten  Werth  an,  der  aus 

sin  ±ip  =3  k  sin(2n+  1)  ^  =*  (—  l)nk 

folgt.  Schneidet  daher  die  Curve  die  Axe,  so  bildet  in  den  Schnittpunkten  die 
Tangente  mit  der  Axe  immer  denselben  Winkel,  aber  abwechselnd  nach  der  einen 
und  nach  der  anderen  Seite  hingewandt. 

Aus  der  Natur  der  elliptischen  Functionen  folgt,  dass  die  Ordinate  jedes 
Scheitels  eine  Symmetrieaxe  ist,  und  dass,  wenn  die  Curve  die  Axe  schneidet, 
jeder  Schnittpunkt  in  die  Mitte  zwischen  zwei  aufeinanderfolgende  Scheitelordi- 
naten  fällt,  dass  die  Abstände  aufeinanderfolgender  Scheitelordinaten  und  aufein- 
anderfolgender Schnittpunkte  mit  der  Axe  gleichgrOBs  sind,  dass,  wenn  die  Curve 
die  Axe  schneidet,  je  zwei  aufeinanderfolgende  Scheitel  auf  entgegengesetzten 
Seiten  der  Axe  liegen,  dass  alle  Scheitelordinaten  absolut  gleich  und  alle  Schnitt- 
punkte mit  der  Axe  Wendepunkte  sind. 

Es  fragt  sich  nun,  wie  viele  Scheitel  oder  Wendepunkte  auf  einer  gegebenen 
Bogenlänge  L  liegen  können.  Wir  wollen  diese  Untersuchung  in  dem  einfacheren 
Falle  führen,  dass  die  beiden  Endkräfte  A  an  den  Enden  des  Bogens  L  selbst 


III.  Th.,  Cap.  VII,  §.  10.     Die  elastische  Saite,  durch  zwei  Endkräfte  gespannt,    123 

angreifen  und  die  Verbindnnglinie  dieser  Endpunkte  also  die  Axe  der  Curve  ist. 
In  diesem  Falle  ist  y0  =  0,  a>0  —  £*,  k  =  sin-^p  und  theilt  sich  die  ganze  Länge 
L  der  Curve  in  eine  noch  unbekannte  Zahl  n  von  Abtheilungen  von  der  Lange  21, 
so  dass  L  —  2nZ  wird  und  zwischen  dem  Anfangs-  und  Endpunkte  n  —  1  Wende- 
punkte auf  der  Axe  liegen,  deren  Länge  AB  —  2nc  ist.  Man  hat  daher  ver- 
möge des  Ausdrucks  l  in  Nr.  4: 

£  =  2na  I—  ~i==-2iiaF(i«lt)i 
o 
Dies  Integral  ist  gleich  ^ir,  multiplicirt  mit  einem  gewissen  Mittel werth  der 

Function  (1  —  k*  sin8  a)  .  Da  der  kleinste  Werth  derselben  1  ist,  so  ist  der 
Mittelwerth  jedenfalls  >  1  und  also  L  =  2na[±n  +  •••],  d.  h.  jL  ^  na«,  also 

n< Es  ist  daher  die  Anzahl  n  der  Abtheilungen  des  Bogens  höch- 

-   an  o  o 

stens   gleich  der   grössten  ganzen  Zahl,    welche  in  L  :  an  =  —  1/  - 

enthalten  ist.  Diese  Anzahl  wächst  mit  der  Kraft  A.  Zu  jedem  gegebenen  n 
und  k  =»  sin  \  p  gehört  eine  ganz  bestimmte  Kraft  A ,  bei  welcher  diese  Anzahl 
von  Abtheilungen  möglich  ist.  Es  folgt  nämlich  aus  L  »  2naF(\nt  k)  die 
Formel 

a  =Vx '- iWni^üy  aUo  ä-if(f« *>*>)'• 

9.  Die  Gestalt  der  Curve  hängt  ab  von  den  Constanten  A,  fi,  y0%  d.  h.  von 
der  Intensität  und  der  Lage  des  Angriffs  der  Kräfte  A  und  der  Neigung  der 
Tangente  des  Bogenanfanges  gegen  die  Axe.  Nehmen  wir  zunächst  an,  es  sei  y0  =  0, 
d.  h.  die  Verbindungslinie  der  Bogenenden  sei  die  Axe.  Wir  unterscheiden  fol- 
gende Fälle: 

a)  p  «■  0  oder  fi»x  (Fig.  38).  In  beiden  Fällen  ist  die  gerade  Linie  Gleich- 
gewichtsform.   Im  Falle  p  «■  n  ist  das  Gleichgewicht  sicher,  f  ür  p  =  0  kann  es, 

*    >   — <     * 


>  f"** 


Flg.  38. 


je  nach  der  Intensität  der  Kraft  A  sicher  oder  unsicher  sein.    Denn  für  die  An- 
zahl der  Abtheilungen  der  Curve  durch  die  Wendepunkte  gilt  die  Ungleichung 

n  < Ist  nun  A  =  t  :  a%  nur  so  gross,  dass  L  i  na  nicht  grösser  als  1  ist, 

so  kann  n  nur  0  sein,  d.  h.  die  Cnrve  hat  weiter  keine  Abtheilungen.    Es  ist 

daher  dio  Gerade  so  lange  Gleichgcwichtsform,  als  L  :  na  ^  1,  d.  h.  A  ^   TJ 

Jj 

ist.    Ueberschreitet  A  diese   Grenze,  so  wird  das  Gleichgewicht  unsicher,  d.  h. 

ist  nicht  mehr  unabhängig  vom  Geschwindigkeitszustande;  bei  gewissen  Geschwin- 

digkeitszuständen  bleibt  es,  bei  anderen  hört  es  auf. 

6)  fi  <  i  n  (Fig.  39).    Je  nach  der  Intensität  von  A  ohne  Wendepunkt  oder 
mit  Wendepunkten. 
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c)  p  =  \  n  (Fig.  40).    Die  rechtwinklige  elastische  Linie.    Da  k  »  sin  \  p  ist, 
so  wird  /**-  2ak  =-  <*Y¥. 

d)  [i  >  ^  n  (Fig.  41).   Die  Ä-Curve  mit  oder  ohne  Wendepunkte.    Von  beson- 
derem Interesse  ist  der  Fall,  dass  c  =»  0  wird.    Dann  fallen  alle  Wendepunkte  in 


Fig.  40. 


Fig.  41. 


Fig.  42. 


Fig.  48. 


einen  zusammen  und  erlangt  die  Curve  die  Gestalt  des  Zeichens  der  Unendlich- 
keit (Fig.  42).    Es  ist  nach  Nr.  5  c  —  2a  E  (**,  k)  —  a F  ft»,  k)  und  folgt  der 

Werth  von  p  aus  den  Gleichungen 

2E(\n,  fc)— F{\*,k)=>0,  fc  =  sinip. 

Man  findet  (i  —  139°,  9'. 
.^v  /V       xx     ^  '       Verschieben  sich  bei  stumpfem  (i  die  Endpunkte 

übereinander  hin,  so  entsteht  die  Form  (Fig.  43). 

10.  Im  zweiten  Falle  der  in  Nr.  2  gewählten 
Eintheilung  ist  f:  2  a  «-  k  =  l.    HiefÜr  wird 

2a  cos  \fi  =*  y0,  y  =  2a  cos  ^. 

Man  erhält  weiter 


al  •  cotg  (I«  —  { ^),    {  +  a  =  2a sin  J^f 

so  dass 

y»2a  cos  ^V> 

£  s>  2a  sin^tp  —  al  ■  cotg  (f  n  —  \ip) 

die  Gleichungen  der  Curve  werden.  Die  Curve  hat 
die  Aze  der  Kräfte  zur  Asymptote;  es  ist  y  —  0, 
J  =  —  oo  für  ^  —  0  (Fig.  44). 

11.  Im  dritten  Falle  ist  f:  2a  >  1,  also  wenn 
man  2a  :  f  =  k  setzt,  wo  k  <  1  ist,  erhält  man 


Fig.  44. 


y  —  fYl  —  Jfcisin»  i 
also  für  Ä  sin  ^  ^  =  sin  cd  wieder  y  =  f  cos  id.    Ferner  wird 


mithin 


ds 

iß 


dy  :  sin  ip  =-  —  akd^tp  :  }/l  —  fc*  sin*  £9» 


dm 


|/1  -  **  sin2  a> 


==.    * 


ak  I  .-= 

J  ]/i  —  fc*  si 
o 


8in3co 


a  =  aifeFrt^,fc). 


Ebenso 


rfx  =  ds  cos  ^  =-  ds  (1  —  2  sin*  \fp)  =  (l  —  ,  „  j  ds  +    „  (1  —  fc*  sin*  i  ^)  cfs, 
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mithin 


x 


(l  -  A),  +  fCdnVl^  k 


*  sin*  co 


*  -(aft-fl  F(4*f  k)  +  fE{\%  k). 

Diesen  Gleichungen  entspricht  die  Form 
Fig.  46  mit  einer  oder  mehreren  Win- 
dungen. 

12.  Wenn  die  Kräfte  A  unendlich 
klein  werden  und  ihre  Angriffspunkte, 
also  auch  die  Axe  der  Curve,  ins  Un- 
endliche rücken,  so  stellen  sie  zwei  ent- 
gegengesetzt gleiche  Kräftepaare  dar. 
Ist  das  Moment  derselben  gleich  m  und 
wählen  wir  die  Verbindungslinie  der  Endpunkte  des  elastischen  Bogens  zur  x-Axe,  so 
besteht  die  Gleichung  u  *=  m  statt  der  Gleichung  in  Nr.  2,  indem  das  Moment  m 

für  alle  Punkte  M  der  Ebene  constant  ist.   Diese  Gleichung  wird  also  —  *  j^ 

■  fi  für   *  —  0  wird 


Fig.  46. 


m 


m 


und    folgt    aus    ihr    ^  = 8  +  C,   mithin,   wenn   ip 

p  —  ff,  a.  —  s,  d.  h.  die  Summe  der  Contingenzwinkel  von  der  Anfangstangente 

bis  zur  Tangente  in  irgend  einem  Punkte  der  Curve  ist  proportional  dem  zwischen- 
liegenden Bogen.  Daher  ist  die  Curve  ein  Kreis  vom  Radius  *  :  *».  Zwei  ent- 
gegengesetzt gleiche  Kräftepaare  ertheilen  also  der  elastischen  Linie 
die  Gleichgewichtsform  eines  Kreisbogens,  dessen  Radius  der  Elasti- 
citätsmodulus,  dividirt  durch  das  Moment  der  Kräftepaare  ist.  Die 
Axe  der  Curve  ist  in  diesem  Falle  die  unendlich  ferne  Gerade,  längs  welcher 
zwei  unendlich  kleine  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte  gedacht  werden  können, 
welche  den  beiden  Paaren  äquivalent  wären. 

13.    Für    die   Spannung  T   der   elastischen   Linie   erhalten  wir  nach   §.  9, 

Nr.  4  wegen   fXds  »  A ,    fTds  =  0   den  Ausdruck 

dx 


T=-A 


ds 


—  A  cos  rp . 


Die  Spannung  ist  daher  die  Projection  der  Kraft  A  auf  die  Tangente, 
im  umgekehrten  Sinn  genommen.  Sie  ist  positiv,  wenn  die  Tangente 
mit  der  Axe  einen  stumpfen  Winkel  bildet,  negativ,  d.  h.  Pressung, 
wenn  dieser  Winkel  spitz  ist,  sie  verschwindet  mit  ^  =  ^ä.  In  den 
Formen  (Fig.  41)  z.  B.  findet  also  theils  Spannung,  theils  Pressung  statt;  in  den 
UebergangBpunkten,  für  welche  die  Tangente  rechtwinklig  zur  Axe  ist,  ist  keine 
Tangentialkraft  erforderlich,  um  das  Gleichgewicht  bei  Abtrennung  des  Bogens 
zu  erhalten. 

Die  Normalkraft  V  wird  nach  demselben  §.  F  =  A  sin  ^,  nämlich  gleich 
der  Projection  der  Kraft  A  auf  die  Normale  der  Curve.  Der  Abstand  p 
der  Normalkraft  V  vom-Curvenpunkte  M  ist 

p  =m,  —  u  :  V  =  Ay  :  A  sin  y  =  y  t  sin  ^, 
d.  h.  gleich  der  Tangentenlänge  MT  vom  Punkte  M  bis  zum  Schnittpunkt  mit 
der  Axe. 

14.  Der  Fall  schwacher  Biegungen  lässt  eine  einfache  approximative  Be- 
handlung zu,  indem  für  ihn  die  Differentialgleichung  der  elastischen  Linie  durch 
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eine  lineare  Differentialgleichung  ersetzt  werden  kann.    Indem  wir  in  dieselbe, 
nämlich  y  =■  —  a*  -=^  den  Werth  —  =  -=-^  :     t  +  l^\    y  einführen,  nimmt 


sie  die  Gestalt  an 


3+5['+69T-- 


Der  schwachen  Biegung  wegen  ist  aber  (-,--)    sehr   klein  und   mit  Vernachlässi- 
gung dieses  Gliedes  gegen  1  geht  sie  über  in 


d*y       i 


+  -.y  =  0,  ! 


welcher  die  Form  A         x    .    n   .     x 

y  =»  A  cos h  B  sin  — 

a  a 

genügt.    Greifen  die  Kräfte  A  an  den  Enden  des  Bogens  selbst  an,  so  ist  y  =  0 

x 
mit  x  —  0,  also  die  Constante  A  «-  0  und  bleibt  y  ■—  B  sin  —  als  Gleichung  der 

Curve.    -B  aber  ist  das  Maximum  f  der  Ordinate,  so  dass  y  «-  f  sin  —  ist.    Ist  e 

der   Abstand   der  Endpunkte,   so  muss   y  =  0  für  x  =  e,    also   wenn  £   nicht 
Null  ist,   was  nur  im  Falle  der  geraden  Linie  als  Gleichgewichtsfigur   eintritt, 

gin —  =  0,  d.  h.  e  =  nua  sein.    Nun  ist  aber  e  sehr  nahe  gleich  der  Gesammt- 
a 

länge  L  der  Curve,  also  sehr  nahe  L  =  nna.    Für  n  =■  1  wird  a  —  — ,    also 

y  =*  fg[n  —-  ,    Für  n  =  2  ist  y  =  /"  sin  — =-  ;  die  Curve  schneidet  die  Axe  drei- 
mal  auf  der  Länge  Z,   nämlich  für  x  «—  0,   rc  =»  J.L,  ä  —  X».    Für  n  =  3  wird 

y  =■  ffOJl  — r—    U.    8.   I. 

Die  Kräfte  -4,  welche  kleine  Biegungen  hervorzubringen  vermögen,  sind  nach 
Nr.  8,  da  für  solche  k  =  f:  2  a  sehr  klein  ist,  also  F  (\n,k)  sich  nahezu  auf  ^» 

reducirt:    ji  =  — ry-  (^  «)*  =»  — fj-  . 

15.  Die  ebene  elastische  Linie,  an  welcher  blos  zwei  Endkräfte  angreifen  und 
welche  Galilei  gleichfalls,  wie  die  Kettenlinie,  für  eine  Parabel  hielt  {Discorsi  e 
dimostrazumi  matematiche  etc.,  Leida  1638),  wurde  zuerst  von  Jacob  Bernoulli  be- 
handelt (Curvatura  laminae  elasticae;  ejus  identüas  cum  curvatura  lintei  a  pondere 
inclusi  fluidi  expansi,  etc.  Acta  eruditorum  Ups.  1694,  p.  262  und  Explicationes^ 
annotationes  et  additiones  ad  ea,  quae  in  Actis  superioris  anni  de  curra  elastica, 
isochrona,  paracentrica  et  velaria  hinc  inde  memorata,  et  partim  controversa  legun- 
tur;  tibi  de  linea  mediarum  directionum,  aliisque  novis.  Ibid.  1695  p.  587  —  553. 
Zehn  Jahre  später  schrieb  er  eine  Abhandlung:  Veritable  hypothese  de  la  resistance 
des  solides,  avec  la  demonstration  de  la  courbure  des  corps  qui  fönt  ressort.  (Mäm. 
de  l'Acad.  des  scienses,  1705,  p.  230  oder  Opera,  T.  II,  p.  976).  Daniel  Ber- 
noulli th  eilte  Euler  mit,  dass  er  gefunden  habe,  dass  für  diese  Curve  das  Integral 

ds 

—  ein  Minimum  werde,  wo  o  den  Krümmungshalbmesser  bedeutet.  Dies  ver- 
anlasste Euler  sich  die  Aufgabe  zu  stellen:  „die  ebene  Curve  zu  finden,  für  welche 
unter  allen  Cnrven  gleicher  Bogenlänge,  welche  durch  dieselben  zwei  Punkte  A,  B 


I 


/ 
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hindurchgehen  und  in  diesen  von  denselben  Geraden  berührt  werden,  das  Integral 

-y  ein  Minimum  werde.    Er  löste  sie  in  seinem  berühmten  Werke:  Methodus 

inveniendi  lineas  curvas  maximi  minimive  proprietate  gaudentes;  Lausannae  et  Genevae 
1774,  S.  245  n.  ff.  (Addüamentum  J,  De  curvis  elasticis  p.  246—310).  Er  gibt  eine 
vollständige  Discnssion  der  elastischen  Linie  und  führt  9  Hauptformen  derselben  auf. 
Ausserdem  gehören  hierher:  L.  Euler,  Solutio  problematis  de  invenienda  curva, 
quam  formal  lamina  uteunque  elastica  in  singulis  punetis  a  potentiis  quibuseunque 
soüicitata.  (Comment.  Acad.  Petrop.  T.  III,  ad  a.  1728.)  —  Genuina  prineipia 
doctrinae  de  statu  aequilibrii  et  motu  corporum  tarn  perfecte  flexibüium,  quam  elastico- 
rum  (Novi  Comment  Acad.  Petrop.  T.  XV,  p.  a.  1770,  p.  381—413).  —  De  gemina 
tnethodo  tarn  aequilibrium,  quam  motum  corporum  flexibüium  determinandi  et  utrius- 
que  egregio  eonsensu  (Novi  Comment.  Acad.  Petrop.  T.  XX,  p.  a.  1775,  p.  286—303). 
§.  11.  Wir  fügen  einige  weitere  leichte  Aufgaben  über  die  elastischen  Linien 
hinzu,  um  dieselben  unter  Voraussetzung  schwacher  Biegung  approximativ,  wenn 
auch  nur  andeutungsweise,  zu  behandeln. 

Eine  homogene,  schwere  elastische  Ge- 
rade  ruht    auf  zwei   Stützen  A,  B  gleicher 
j~*    Höhe  und  biegt  sich  unter  dem  Einfluss  der 
Schwere  (Fig.  46);  die  Form  derselben  zu  be- 
/*'*-*•»  stimmen: 

Die  horizontale  Verbindungslinie  der  Stützen  A,  B 
Plg  46  sei   die  a-Axe,   die  Verticale   des  Punktes   A   die 

y-Axe,  positiv  abwärts  gerechnet.  -  In  einem  beliebigen 
Punkte  M  (#,  y)  trennen  wir  ab  und  betrachten  das  Linienstück  MB.  Ist  p  das 
Gewicht  der  Längeneinheit  der  Linie  und  AB  =  a,  so  ist  das  Gewicht  des  Bogen 8 
MB  nahezu  gleich  dem  seiner  Horizontalprojection,  nämlich  gleich p  (a — x)\  dasselbe 
greift  im  Massenmittelpunkte  des  Bogens  an  und  das  Moment  desselben  in  Bezug  auf 
M  ist  daher  \p  (a  —  rc)*,  im  positiven  Sinne  zu  nehmen.  Der  Widerstand  bei  B 
ist  gleich  dem  halben  Gewichte  \pa  des  ganzen  Bogens  und  sein  Moment 
—  \pa(a  —  x).  Die  Summe  der  Momente  aller  am  Bogen  MB  angreifenden 
Kräfte  in  Bezug  auf  dessen  Ende  M  ist  daher 

\p  (a  -*)s-ipa(«-a!)  =  -  £ px  (a  —  x) ; 

dieselbe  ist  gleich  dem  Biegungsmomente  —   der  elastischen    Kräfte    zu    setzen 

du                       £ 
d.  h.  wegen  der  Schwäche  der  Biegung  gleich  e  -7—  (es  ist das  Biegungs- 
moment für  M  als  Endpunkt  von  AM,  —  für  M  als  Endpunkt  von  MB). 
Man  hat  daher                    „ 

f  d  J  =  _  *px  (a  -  *> 

und  hieraus  , 

•  rf|  —  4P  (A«a  —  *«**  +  i  «^), 

da  wegen  der  Symmetrie  der  Figur  -J?  für  x  — i  £  a  verschwindet   Ferner  hat  man 

'3/  =*  AP  (*«•*  —  «a'  +  i*4), 
ohne  Constante,  da  y  =»  0  wird  für  x  —  0.    Das  Maximum  f  der  Ordinate  (die 

Senkung  oder  Durchbiegung),  entsprechend  £  »  4  a  ist  /* »  -     -  aAp . 

384c 
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Es  ist  weiter    /*Xd*  =»  0,  J*Yds  =  ^p  (a  —  x)  —  \pa\   daher  die  Span- 
nung nach  §.  9,  Nr.  4 


/ 


i 


*T 


4 


+ *»*  Ä. 


* 


da  —-  nahezn  gleich  -~  wird. 


r  §.  12.    Die  homogene,  schwere  elastische 

~  Fig.  47.  Linie  liege    auf  zwei  gleich  hohen  Stützen, 

trage  aber   iin   Abstände  l  von   A   noch  ein 
Gewicht  P  (Fig.  47). 

Den  Widerstand  der  Stütze  B  findet  man,  indem  man  Momente 
nimmt  in  Bezug  auf  A%  nämlich  Na  =  \pa*,+  PL  Man  hat  hier  zweierlei 
Formeln  zu  bilden,  je  nachdem  der  Punkt  M  («,  y)  zwischen  A  und  C  oder 
zwischen  B  und  C  liegt.    Im  enteren  Falle  ist  die  Momentensumme 


-  fopa  +  P+ya-x), 


M^tpia-xy  +  PQ-x) 
im  andern  Falle      _-        .      ,  xl       ,,         •    »  » x  /  v 

Man  hat  daher  für  die  Punkte  des  Bogens  AG  und  BC  die  beiden  verschiedenen 
Gleichungen:  d*yx        lur         .  <**yt 


Mx% 


Mt. 


dx*       ~lf  dx* 

Die  Integration  derselben   führt  4  Constanten  ein,   welche   man   durch   die 

4  Bedingungen  zu  bestimmen  hat:  1.  für  x  =  l  ist  -j-1  =  -^ ,   2.  für  x  «  0  ist 

y  =  0,    3.  für  a;  —  l  ist  y,  —  y8,    4.  für  x  =  a  ist  y  *=»  0. 

Die  Senkung  ist  der  grösste  Werth  unter  den  Maximis  von  yt  und  y, . 

§.  13.  Die  elastische  Linie  sei  nicht  schwer,  sondern  blos  am 
Ende  B  mit  einem  Gewichte  belastet,  bei  A  aber  eingespannt,  so  dass 
die  Tangente  daselbst  horizontal  ist  (Fig.  48). 


Hier  ist  e 


d*y 


P(a  —  x),    8 


dy 


P  {ax  —  \  x%    ohne  Constante,    da 


dx*  dx 

-f-  =  0  ist  für  a?  =»  0;  *y  =*  P  (\ax*  —  ±x*),    gleichfalls    ohne  Constante,    da 
dx 

Pa* 

y  =  o  für  x  =»  0.   Die  Senkung  (bei  x  =»  a)  betragt  f  =  £ 


\~-X 


Öx 


jr  ^  y 

Fig.  48.  Fig.  49. 

§.  14.    Die  homogene,   schwere   elastische  Linie   sei   bei  A   hori- 
zontal eingespannt,  bei  B  frei  und  weiter  nicht  belastet. 
Hiefür  ist 


dx* 


\p(a  —  x)*,    s 


dy 
dx 


ipa3~iP  («-*)'. 


Die  Senkung  betragt  /*«  £'— 


*y  —  iP  (4  o**2  —  4  a*8  +  A  **)• 
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§.  16.  Die  homogene,  schwere  elastische  Linie  sei  bei  A  und  B 
horizontal  eingespannt  und  weiter  nicht  belastet  (Fig.  49). 

Die  Auflagerung  und  Einspannung  bei  B  kann  als  äquivalent  angesehen  wer- 
den einer  Tertikai  stützenden  Kraft  F  und  einem  Paare  vom  Momente  p.  Da- 
durch wird  das  Moment  der  Kräfte  von  dem  Bogen  AB  im  Punkte  M  gleich 
Ä  P  (a  —  x)*  +  F  (a  —  x)  +  p  und  die  Differentialgleichung  der  elastischen  Linie 

d*y 


dx* 


\p  (o  —  x)*  +  F  (a  —  x)  +  f*. 


äy 


Aus  ihr  folgt  s  -j^  =  ±p  (a*x  —  ax*  +  $x*)  -\-  F  (ax  —  \x*)  +  fix,   ohne  Con- 


stante,  da  -~ 
ax 


0    wird    für    x  =  0.    Weiter    folgt    sy  =*  ^p  (-ia8aj8  —  ^a«s 


+  t^^4)  +  -^  (i««'  —  i«8)  +  ifta8,  ohne  Constante,  da  y  =  0  ist  für  a:  =  0. 
Um  die  beiden  Constanten  F  und  p  zu  bestimmen,   hat  man  für  x  =  a  sowohl 

— ^  =»  0,  als  auch  y  «=  0.    Diese  Bedingungen  liefern  .F  =»  —  iP<*>  P  =  T*iPa*- 

Cv  *C 

Die  Senkung  beträgt  /"  =  y^-«  pa4.   Für  die  frei  auf  den  Stützen  aufliegende  Linie 

6    da* 
betrug  sie  -^-r  - — .    Die  Einspannung  reducirt  die  Senkung  also  auf  ein  Fünftel. 
384     b 

§.16.  Die  homogene  schwere  elastische 
Linie  sei  bei  A  eingespannt  und  liege  bei 
B  frei  auf  einer  Stütze  auf;  ausserdem  sei 
dieselbe  durch  ein  einzelnes  Gewicht  P  im 
Abstände  l  von  A  belastet  (Fig.  50). 

Ist  N  der  Widerstand   der  Stütze,    so    erhält 
man  für  Punkte  M  (x,  y)   zwischen  A  und  P  und 
solche  zwischen  P  und  B: 
Mt  =ip(a-x)*  +  P(l-x)-N  (a.-  x), 

M%  —  iP  (<*  -  «)8  —  N  («  —  *) ; 
mithin  .*■*„         .** 


Fig.  50. 


*it 


lff. 


da;8  x  '  da?8 

Die  Bedingungen  für  die  Bestimmung  der  Constanten  sind 


1.    für  x=*0  ist  yx  «=  0  und  ^=»0, 


<*& 


da;  ' 


2.  für  a;  =»  2  ist  yt  =»  y9  und  -~ 

3.  für  a;  =  a  ist  yä  =  0. 

Wir  gehen  auf  das  Detail  dieser  für  die  Technik  wichtigen  Aufgaben  hier 
nicht  ein,  da  dieser  Gegenstand  den  Schriften  über  angewandte  Mechanik  zu- 
fallen muss. 

§.  17.  Der  elastisch  biegsame  Faden  im  Baume.  Fallen  die  den 
elastischen  Faden  afficirenden  Kräfte  nicht' in  eine  Ebene,  so  nimmt  derselbe  im 
Falle  des  Gleichgewichts  die  Gestalt  einer  doppelt  gekrümmten  Linie  an.  Wir 
setzen  dabei  voraus,  dass  blos  ein  elastischer  Widerstand  gegen  die  Biegung,  d.  h. 
von  Tangente  zu  Tangente,  aber  kein  Widerstand  von  Schmiegungsebene  zu 
Schmiegungsebene  (Torsionswiderstand)  stattfinde.  Damit  ist,  wie  bisher,  das 
Moment  der  elastischen  Kräfte  eines  Curvenbogens  vom  Anfang  A  bis  zu  irgend 
einem  Punkte  M  {x,y,  z)  dip 


8 


U 


—  £ 


ds 
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Der  Contdngenzwinkel  dift  ergibt  sich  mit  Hülfe  des  Infinitesimaldreiecks  A 
dreier  aufeinanderfolgender  Punkte  M,  M\  M"  der  Curve.  Es  ist  nämlich 
2  A  =  MM'  .  M' M"  .drp  =  ds  (da  +  d*a)  dy ,  mithin  ds*dy  =  2  A  und 
,  2A  1        dtf)       2A 


1        dy 

,  2 ,     sowie  —  —  -=— 

da21  q        ds 

Daher  wird 


dsl 


u 


—  26 


ds1 


Das  Gleichgewicht  zwischen  den  gegebenen  und  den  elastischen  Kräften  am 
Bogen  AM  verlangt,  dass  das  Moment  H  der  ersteren  dem  Momente  u  der  letz- 
teren entgegengesetzt  gleich  sei.  Die  Componenten  des  Momentes  H  sind  aber 
entsprechend  §.  9  Nr.  4,  in  den  Ebenen  der  yz,  zx,  xy  oder  als  Axenmomente 
parallel  den  Axen  der  x,  y,  z  gedacht 

Ex  =f[dzfYds  —  dyfZds],    Hy  =  f[dx/Zds  -  dzfXds], 

HM=*f[dyfXd8-dxfYds]; 

Die  Componenten  u%,  u  9  u$  von  u  parallel  denselben  Axen  erhalten  wir,  indem 

wir  das  senkrecht  zur  Schmiegungsebene  MM'  M'\  der  Ebene  des  Dreiecks  A, 
in  welcher  das  Paar  liegt,  dessen  Moment  u  ist  (parallel  zur  Binormale  oder  zu 
der  Krümmungsaxe  der  Curve),  aufgetragene  u  auf  die  Coordinatenaxen  projiciren. 
Die  Richtungscosinusse  dieses  u  gegen  die  Axen  der  xy  y,  z  sind  aber  die  Cosinusse 
der  Winkel  X,  p,  y,  welche  das  Dreieck  A  mit  seinen  Projectionen  Ax,  A  ,  As  auf 
die  Ebenen  der  yz,  zx>  xy  bildet,  nämlich 

cos  X       cos  fl       cos  v         1 
~A7  —  "AT"  —  "AT    ""  Ä  = 
Hiemit  werden 


2Q 

ds3 


u. 


—  2s 


Mit  Rücksicht  auf 


ds 


8    > 


u 


y 


—  2« 


ds3' 


«.--*fä? 


2A 


2A    = 


dt/    <2* 
d*y  dl£r 

sind  daher  die  Gleichgewichtsbedingungen  im  Punkte  M 


dz    dx 
d*z   d*x 


2A,= 


dx    dy 

d*x  d*y 


s 

~dT9 


dy  dz 
d*y  d*z 


H 


0,    _*. 
'    ds* 


-*,-<>, 


s 
dJ* 


dx  dy 
d%x  d%y 


—  #.=0. 


dz  dx 
d*z  d*x 

Zwei  dieser  Gleichungen  genügen  zur  Bestimmung  der  Gleich gewichtsfigur 

des  elastischen  Fadens.    Die   drei  darin  enthaltenen  Integrale    PXds,  jYds, 

jZds  führen  drei  Constanten  mit  sich  und  die  weiteren  zur  Bildung  der  Grössen 

II x,  H  ,  Hz  geforderten  Integrationen  verlangen  noch  je  eine  Constante  weiter. 

Da  die  Gleichungen  aber  Differentialgleichungen  2.  Ordnung  sind,  so  treten  durch 
die  Integration  von  zweien  von  ihnen  noch  4  neue  Constanten  in  die  Unter- 
suchung ein.  Demnach  bestimmen  9  Constanten  die  Gleichgewichtefigur  des 
Fadens.  Nimmt  man  die  Coordinaten  der  beiden  Endpunkte  und  die  Fadenlänge 
als  gegeben  an,  so  bestimmen  sich  hiedurch  5  Constante.  Die  Richtung  der  Tan- 
gente in  einem  gegebenen  Punkte  ist  durch  2  Bedingungen  bestimmt.  Gibt  man 
also  noch  die  Tangenten  in  den  Endpunkten,  so  erhält  man  die  vier  weiteren 
Gleichungen  zur  Bestimmung  der  vier  noch  übrigen  Constanten. 

Schneidet  man  im  Punkte  M  den  Faden  durch,  so  genügt  es  nicht,  zur  Er- 
haltung des  Gleichgewichts  blos  längs  der  Tangente  eine  Spannung  einzuführen, 
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vielmehr  muss  in  der  Schmiegungsebene  des  Endpunktes  M  neben  der  Tangential- 
kraft T  noch  eine  Normalkraft  V  wirken,  um  das  Ausweichen  der  Tangente  in 
der  Schmiegungsebene  zu  verhindern.  Da  diese  beiden  Kräfte,  wenn  der  Faden 
steif  gedacht  wird,  wobei  die  elastischen  Kräfte  verschwinden,  wie  am. unver- 
änderlichen System  mit  den  gegebenen  Kräften  Gleichgewicht  halten  müssen,  so 

erhält  man  T  und  V  indem  man  die  Kräfte   fXds,  J*Yda,   f  Zda    auf   die 

Tangente  und  die  Hauptnormale  projicirt  und  den  Abstand  p  der  Kraft  V  von  M 
indem  man  die  Momente  in  der  Schmiegungsebene  für  M  gleich  Null  setzt.  Dies 
liefert  zunächst 


T  + 


dx 
da 


f 


Xds  + 


da 


f 


Yds  + 


£  f«.  - . 


und  weil  die  Bichtungscosinusse  der  Hauptnormalen 

.    dx  ,    dy 

da  da 

9    —JT->    9  '      ^     »    9 

sind: 


da 


da 


d8 


V+<f 


(?Sf*'>  + 


ds 


•J  YAs  + 


da 

,    dz 

d  •  -r- 

da 


Jzda) 


o, 


da    e/  da 

endlich  weil  das  Moment  H  der  gegebenen  Kräfte  gleich  u  sein  muss 

Vp  +  u  =»  0 . 

Die  Kräfte  T  und  V  sind  im  Allgemeinen  einer  Einzelkraft  äquivalent,  welche  in 
die  Schmiegungsebene  fallt  und  die  Tangente  im  Abstände  p  von  M  trifft;  in 
besonderen  Fällen  können  sie  aber  auch  einer  unendlich  kleinen  unendlich  fernen 
Kraft,  d.  h.  einem  Paare  äquivalent  sein. 

§.  18.  Auf  die  verlängerten  Tangenten  der  Endpunkte  einer 
elastisch  biegsamen  Geraden  oder  auf  sonstige  an  den  Endpunkten 
angefügte  anderweitige  unveränderliche  Gebilde  wirken  an  jedem 
Ende  beliebige  Kräfte  im  Baume,  ohne  dass  über  den  Bogen  selbst 
continuirlich  Kräfte  vertheilt  sind;  man  soll  Gestalt,  Spannung  u.  s.  w. 
der  Fadencurve  ermitteln. 

Denken  wir  die  Endkräfte  beiderseits  für  ihre  Centralaxen  auf  Resultante  A 
und  resultirendes  Axenmoment  m  reducirt,  so  folgt  sofort,  da  das  Gleichgewicht 
noch  fortbestehen  muss,  wenn  der  Faden  steif  wird,  dass  die  Centralaxen  zu- 
sammenfallen und  sowohl  die  Resultanten,  als  auch  die  Axenmomente  entgegen- 
gesetzt gleich  sein  müssen.  Die  gemeinschaftliche  Gentralaxe  nennen  wir  die  Axe 
der  elastischen  Curve.  Wir  wählen  sie  zur  Axe  der  x  und  legen  die  2- Axe  durch 
den  Anfangspunkt  des  Bogens.  Für  einen  beliebigen  Punkt  M  (x,  y,  z)  sind 
dann  die  Momente  der  Resultanten  A  gleich  my  — Az,  Ay  und  bestehen  die  drei 
Gleichgewichtsbedingungen : 


ds1 


dy    dz 


(J8 


y  d%z 


m'    5* 


dz    dx 
d%z  d%x 


-Azy 


da1 


dx    dy 
d*x  d%y 


Ay. 


cos  X 


—  cos  fi 
9 


Ay. 


Diese  Gleichungen  können  wir  auch  so  schreiben: 

e 

Die  erste  von  ihnen  sagt  aus,  dass  die  Krümmung  der  Curve  der  Secante 
des   Winkels   zwischen    der  Krümmungsaxe   und   der  Axe   der  Curve 

9* 


—  Az%    —  cos  v 
9 
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(oder  aUo  der  Cosecanto  des  Winkels  zwischen  der  SchmiegungB- 
ebene  und  der  Axe  der  Curve)  proportional  ist. 

Quadrirt  und  addirt  man  diese  drei  Gleichungen,  so  ergibt  sich 

~  =  m*  +  A*  (y»  +  z*)  =3  m*  +  A*r\ 

wenn  man  mit  r  den  Abstand  des  Curvenpunktes  von  der  Axe  bezeichnet.  Das 
Quadrat  der  Krümmung  der  Curve  hat  daher  zwei  Glieder,  ein  con- 
stantes  und  ein  veränderliches,  dem  Quadrate  des  Abstandes  von  der 
Axe  proportionales.  Die  Krümmung  wächst  daher  mit  dem  Abstände 
von  der  Axe. 

Schneidet  die  Curve  die  Axe,  so  ist  für  den  Schnittpunkt  r  =  ö  und  folglich 

8  8 

—  =  m.    Da   aber   —  cos  X  =  m  ist,    so   folgt    cos  X  «=■  1,    d.  h.   in   einem 
9  9 

Schnittpunkte  der  Curve  mit  der  Axe  fällt  die  Krümmungsaxe  mit 
der  Axe  der  Curve  zusammen  und  steht  also  die  Schmiegungsebene 
auf  dieser  Axe  senkrecht.  Für  Punkte  der  Axe  wird  die  Krümmung  ein 
Minimum;  dies  Minimum  ist  Null  für  tn  =•  0. 

-  Parallel   mit   der  Axe    kann   die   Curve   nur   in   einem   unendlich 
fernen  Punkte  werden.    Denn  da  in  diesem  Falle  auch  die  Schmiegungsebene 

mit  der  Axe  parallel  werden  muss.  so  wird  in  der  Formel  —  cos  X  =>  m  der  Factor 

9 

8 

cos  X  =  0  und  mithin  —  «=»  oo  werden  müssen.    Hierzu  folgt  aber  dann  r  =*  oo. 

9 

Nur  in  dem  einen  Falle,  dass  m  a  0  ist,  ist  cos  X  stets  Null,  also  die  Schmie- 
gungsebene immer  mit  der  Axe  parallel.  In  diesem  Falle  ist  aber,  wie  sich  so- 
gleich nachher  zeigen  wird,  die  Curve  eben  und  gibt  es  Punkte  im  Endlichen, 
deren  Tangente  mit  der  Axe  parallel  läuft. 

8*  8 

Indem  man  aus  den  Gleichungen  -=-  =  w9  +  A*r*  und  —  cos  X  =  m    die 

9  9 

Grösse  —  eliminirt,  ergibt  sich  mtgl»  Ar,  d.  h.  der  Abstand  des  Curven- 

9 
punktea   von   der  Axe   ist   der  Tangente   des  Winkels   zwischen   der 

Krümmungsaxe  und  der  Axe  der  Curve  proportional  oder  das  Pro- 
dukt aus  dem  Abstände  r  und  der  Tangente  der  Neigung  der  Schmie- 
gungsebene gegen  die  Axe  ist  eine  Constante  m:  A. 

Eliminirt  man  nt,  so  folgt  —  sin  X  =  Ar,     Daher   ist   die   Krümmung 

dem  Abstände  r  von  der  Axe  und  der  Cosecante  der  Neigung  der 
Krümmungsaxe  gegen  die  Axe  der  Kräfte  proportional. 

Multiplicirt  man  die  drei  Gleichungen  in  der  zuerst  aufgestellten  Form  der 
Reihe  nach  mit  dx,  dy,  dz  und  addirt  sie,  so  verschwindet  die  Determinante, 
welche  gleich  der  Summe  der  linken  Seite  wird,  indem  sie  zwei  gleiche  Reihen 
enthält  und  bleibt 

y    z 
dy  dz 

Es  ist  aber  ydz  —  zdy  der  doppelte  Elementarsector,  den  die  Projection  des  Ab- 
standes r  des  Punktes  {x,  y,  z)  von  der  Axe  auf  die  yz- Ebene  beim  Uebergange 
von  diesem  Punkte  zum  nächstfolgenden  beschreibt,  während  dx  die  Projection 
des  zwischenliegenden   Bogenelementes  ds  auf  die  Axe  ist.     Integrirt  man  also 


tndx  +  -^ 


0   oder   tndx  -\-  A  {ydz  —  zdy)  =  0. 
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von  einem  Punkte  M  bis  zu  einem  anderen  Punkte  N  der  Curve  und  bezeichnet 
die  Projectionen  dieser  Punkte  auf  die  Axe  mit  [i,  v  und  ihre  Projectionen  auf 
die  zur  Axe  senkrechte  yz- Ebene  mit  Mly  Nlf  so  erhält  man 

m  .  pv  +  2  A  .  Sect.  OM^  «=  0 


oder 


Sect.  OMlNl    _  m 

2    A    > 


(iv  A 

d.  h.  der  Sector,  welchen  der  Badiusvector  in  der  Projection  der 
Curve  auf  die  Ebene  des  Paares  m  beschreibt,  ist  proportional  der 
Projection  des  Bogens  auf  die  Axe  der  Curve. 

Ibt  insbesondere  m  =  0,  d.  h.  sind  die  Endkräfte  Einzelresultanten  äquivalent, 
so  wird  die  zu  integrirende  Gleichung  ydz  —  zdy  =  0,  d.  h.  z  :  y  =  Const.  oder 

z  +  <*y  =  0,   also  die  Curve  eben.    Dann  ist  —  =  Ar,    d.  h.  die  Krümmung 

9 

dem  Abstände  von  der  Axe  proportional,  wie  oben  §.  10,  Nr.  1,  S.  120. 

Ist  1  =  0,  d.  h.  reduciren  sich  die  Endkräfte  auf  Paare  m,  so  wird  mdx*=0} 
also  x  =  Const. ,  d.  h.  die  Curve  liegt  in  einer  zur  Axe  der  Paare  senkrechten 

Ebene;   ferner  ist  —  «=•  ro,  also  die  Krümmung  constant.    Mithin  ist  die  Curve 

ein  Kreis  (§.  10,  Nr.  12,  S.  125). 

Von  den  drei  Differentialgleichungen  des  Gleichgewichts  genügen  irgend  zwei 
oder  irgend  zwei  von  einander  unabhängige  Combinationen  derselben  zur  Bestim- 
mung der  Gleichgewichtsform.    So  z.  B.  die  beiden 

—  =  «»*  +  A%r% ,    mdx  +  A  {ydz  —  zdy)  =»  0. 

Jede  Curve,  welche  diesen  beiden  Gleichungen  genügt,  ist  eine  Gleichgewichts- 
form  der  elastischen  Linie,  für  welche  die  x-Axe  die  Axe  der  Kräfte  ist.  Die 
Gleichgewichtsform  ist  daher  durch  die  beiden  Eigenschaften  definirt:  1.  das 
Quadrat  der  Krümmung  ist  eine  lineare  Function  vom  Quadrate  des 
Abstandes  von  der  Axe  der  Kräfte  und  2.  der  Sector,  welchen  die  Pro- 
jection irgend  eines  Bogens  auf  die  Ebene  der  Paare  mit  den  Projec- 
tionen der  Anstände  seiner  Endpunkte  einschliesst,  ist  proportio- 
nal der  Projection  des  Bogens  auf  die  Axe.    Der  Proportionalitätsfactor  der 

Projection  des  Bogens  ist  —  i  ~r  >  ^er  Coefficient  am  Quadrate  des  Abstandes 
in  dem  Ausdrucke  für  die  Krümmung  ist  ( — J  ,    während    das    Absolutglied    in 

demselben  ( — J    ist 

Die  Schraubenlinie  eines  Rotationscylinders  genügt  diesen  bei- 
den Bedingungen  und  ist  daher  eine  Gleichgewichtsfigur  des  elasti- 
schen Fadens.  Denn  für  sie  sind  r  und  o  constant  und  zwar  ist  9  =  a:sin2a, 
wenn  a  den  Radius  des  Cy linders,  a  die  constante  Neigung  der  Curve  gegen  die 
Axe  bedeutet.    Man  hat  daher  zur  Bestimmung  von  m  und  A  zunächst  die  Glei- 

chung  -j  sin*«  =  m*  +  A*a\  Ferner  folgt  aus  der  Erzeugungsart  der  Schrauben- 
linie, dass  auch  die  zweite  Bedingung  erfüllt  ist.  Denn  die  Projection  des  Bogens 
auf  die  Axe  des  Cylinders  ist  proportional  dem  Winkel,  welchen  die  Radien  des 
Kreisschnittes  mit  einander  bilden,  welche  nach  den  Projectionen  der  Endpunkte 
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des  Bogens  hinführen;  diesem  Winkel  ist  aber  auch  der  von  ihnen  eingeschlossene 
Sector  proportional.  Daher  ist  der  Sector  selbst  der  Projection  des  Bogens  auf 
die  Axe  proportional.  Die  Constante  dieser  Proportionalität  ist  na* :  h,  wenn  h 
die  Hohe  des  Schraubenganges  bedeutet,  oder  da  h  :  2ita  =  cotang  a  ist, 

«a*  :  2na  cotang  a  «  | a  tg  of. 

Wir  erhalten  daher  als  weitere  Gleichung  zur  Bestimmung  von  m  und  A  vermöge 
der  zweiten  Bedingung  —  t»:i»a.  tang  a.  Aus  den  beiden  Gleichungen  er- 
geben sich: 

s     .  a  .  £   sinaa 


m  =  —  sin8  a ,  A 


a  a*   tg  a 

Die  zweite  Bedingung  liefert  den  einfachen  Satz 

m       na% 

d.  h.  es  verhält  sich  das  Moment  tn  des  Paares  zur  Kraft  At  wie  die  Fläche  des 
Cylinderquerschnitts  zur  Höhe  des  Schraubenganges. 

Für  die  Spannung  Tt  die  Normalkraft  V  und  deren  Abstand  p  ergeben  sich 

nach  §.  17.  wegen   fXds  =»  A,     fYd 8  z=j*Zd8  =*  0,  nämlich 

.   dz 

r  =  -^57-    F  =  -^-5T'     *>  +  — o. 

dm 
Für  die  Schraubenlinie  ist  -=-    constant,    nämlich    der    Cosinus    der    constanten 

d8 

Neigung  der  Curve  gegen  die  Axe.    Daher  hat  T  durchaus  denselben  Werth.  Die 

Normalkraft  V  ist  Null,  wie  auch  direkt  ersichtlich,  denn  die  Hauptnormale  der 

Schraubenlinie  ist  senkrecht  zur  Axe  und  daher  ist  die  Projection  von  A  auf  sie 

Null.    Da   7  =  0  ist,   so   muss  p  =  oo  werden.    Es  kann  daher  nur  ein  Paar 

von  dem* Momente  —  m  in  der  Schmiegungsebene  das  Gleichgewicht  erhalten  in 

Verbindung  mit  T\  dasselbe  kann  mit  T  zu  einer  Kraft  vereinigt  werden. 

§.  19.  Ein  elastischer  Faden  habe  die  Gestalt  einer  ebenen  Curve; 
durch  gegebene  Kräfte  werde  er  in  die  Gestalt  einer  doppelt  ge- 
krümmten Curve  verdreht,  jedoch  so,  dass  die  Contingenzwinkel 
nicht  verändert  werden  und  nur  die  Ebene  der  Curve  sich  in  die  ver- 
schiedenen Schmiegungsebenen  der  Curve  doppelter  Krümmung  ent- 
blättert. Es  findet  demnach  keine  weitere  Biegung,  nur  eine  Torsion 
um  die  Tangenten  statt.    Man  soll  die  Gestalt  der  Curve  ermitteln. 

Es  seien  M,  M',  M'\  M'"  vier  aufeinanderfolgende  Punkte  der  Gleich- 
gewichtscurve,  also  MM' M'\  M' Ml' M"'  zwei  aufeinanderfolgende  Schmiegungs- 
ebenen und  da  der  unendlichkleine  Winkel,  den  sie  mit  einander  bilden.  Durch 
den  elastischen  Torsionswiderstand  werden  diese  beiden  Schmiegungsebenen  zum 
Zusammenfallen  getrieben;  dies  Zusammenfallen  kann  durch  eine  unveränderliche 
Linie  verhindert  werden,  welche  zwei  Punkte  derselben,  z.  B.  M  und  M"\  ver- 
bindet. Daher  ist  der  Torsionswiderstand  der  Spannung  der  Linie  MM"*  ent- 
gegengesetzt gleich.  Derselbe  kann  aber  ebensogut  durch  zwei  andere  Kräfte 
dargestellt  werden,  welche  irgend  zwei  andere  Punkte  der  Schmiegungsebenen 
verbinden.  Durch  ähnliche  Schlüsse,  wie  §.  9  bei  der  Biegung  elastischer  Linien, 
ergibt  sich  für  alle   Bolche  Kräfte,  dass  das  Moment  in  Bezug  auf  die  Schnitt- 
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linie  beider  Schmiegungsebenen ,  nämlich  in  Bezug  auf  die  Tangente  MM"  als 
Aze  dasselbe  sein  muss.  Nennen  wir  v  dies  Moment,  so  können  wir  die  Intensität 
p  der  längs  MM'"  wirkenden  Kräfte  darstellen.  Denn  das  Moment  von  p  in 
Bezug  auf  M'  M"  ist  pd  sin  (p,M'  M"),  wenn  d  der  kürzeste  Abstand  der  Kraft 
p  von  31'  M"  ist.    Man  hat  daher 

pd  sin  (p,  M'  M")  =s  u, 

woraus  p  folgt.  Da  das  6 fache  Volumen  17  der  Pyramide  MM'  M"  M"\  nämlich 
6/T  =  MM'" .  M'M"  .  S  sin  (p,  üf'üf ")  ist,  so  wird 

f    MM"'.  3t' M" 
P-l fi •. 

Das  Moment  v  heisst  das  Torsionsmoment.    Wir  setzen  es  dem   unendlich- 

kleinen  Schmiegungswinkel  da  oder  vielmehr  der  Torsion  —  =  -j-  proportional, 
wo  r  den  Torsionsradius  bezeichnet,  nämlich 

___        da        __  j> 

ds  r  ' 

wobei  das  Zeichen  (— )  den  Sinn  von  v,   entgegengesetzt  dem  Sinne  des  Scbmie- 
gungs winkeis,  ausdrückt.    Der  Coefficient  &  heisst  der  Torsionsmodulus. 
Um  den  Schmiegungswinkel  da  darzustellen,  kann  man  bemerken,  dass 


rHI 


.rr       oAin#.M«     2AM'M"M'       .     , 

6 II  =  2  A  MM  M    •  -        v>rüTr/ sin  da. 

M  M 

nämlich  gleich  der  doppelten  Grundfläche  2A  M31' M"  multiplicirt  mit  der  von 
M'"  auf  sie  gefällte  Höhe  ist.  Diese  Höhe  ist  aber  das  Produkt  aus  der  Höhe 
des  Dreiecks  A  M' M" M"\  von  M'"  auf  die  Grundlinie  M'M"  gefällt,  multi- 
plicirt mit  dem  Sinus  der  Neigung  da  der  Ebenen  der  Dreiecke  MM' M"  und 
M'  M"  M'"  gegen  einander.  Die  Höhe  des  Dreiecks  AM'  M"  M'"  aber  ist  dessen 
Fläche,  dividirt  durch  M'M".    Nun  ist 

2AM3V31"  «  MM' .  M'M"  .  drp  ==  ds  (ds  +  d8*)  dy , 

wenn  MM'  =  ds,  also  M' M"  »  d  («  +  ds)  =»  ds  +  d*s  und  d^>  den  Contiu- 
genzwinkel  bedeutet,  also  abgekürzt  2  AM  M'  31"  =  ds2dij)  ist.    Ebenso  ist 

2AM'3l"M'"  =  (ds  +  d8*)  (ds  -f  2d8*  +  ds«)  (dy  +  d8^), 

• 

weil  M"M'"  =  d(*  +  ds)  +  d*  (s  +  ds)  =*  ds  +  2d*s  +  d*s  und  die  Seiten 
M'  31"  und  M"  M'"  den  geänderten  Contingenzwinkel  d  (^  +  d^)  »  d^  +  d2tf> 
mit  einander  bilden.  Daher  wird  abgekürzt  2\AM'  M"  M'"  =  ds2dtp  und  mithin 
Auf' M" Jf'"  =  AafJf'M".    Hiermit  wird 

Gn*=i(AM3f'M")*d.a  =ds*dy*da  =  ds6-  (^V .  d/  • 

Man  erhält  hierdurch  für  die  Schmiegung  oder  Torsion  der  Curve,  wenn  r  den 
Schmiegungs-  oder  Torsionsradius  bedeutet: 

da  __  1  __  cn 

ds  ~~  V  ~~  4  (AM31'3I'Y  " 

Sind  nun  #,  y,  s  die  Coordinaten  von  M,  so  sind  a;  +  dx,  y  -f-  dy,  z  -\-  dz 
die  von  3/',  as  +  <*#  +  ^  (#  +  dx)  =  a?  -+-  2da?  +  d8as,  y  +  2<*y  +  d*y, 
z  +  2dz  +  d*z  die  von  M"  und  (*  +  2dx«  +  d*x)  +  d  (x  +  2dx  +  d8.*) 
—  x  +  $dx  +  3d8o;  -f  d'x,  y  +  3dy  +  3d2y  +  d3y,  *  +  3dz  +  3d*z  +  daz 
die  von  3f"'   und  wird  mithin 
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6JI 


Ferner  ist 


dx  dy  dz 
d*x  d*y  d%z 
d*x  d*y  d*ß 


dy   dz 
d*y  d%z 


d*x  + 


dz  dx 
d*z  d*x 


d*y  + 


dx   dy 
d%x  d%y 


d*z. 


4(AJtf M* M")*  -  (2AX)»  +  (2A  )8  +  (2A,)J 


dy    dz 
d2y  d2z 

Daher  wird  schliesslich 

dx    dy    dz 


+ 


dz    dx 
d*z  d'x 


+ 


dx    dy 
d*x  d2y 


1 
r 


■■( 


>  dy    dz 
day  d%z 


+ 


dz    dx  !* 


d*z  d*x 


+ 


<x    dy  \*\ 
%x  d»?/    / 


d*x  d%y 


d*x  d*y  d*z 
d*x  d9y  d*z 

Man  bemerke,  dass  6/7  auch  unter  der  Form  dargestellt  werden  kann: 

671- 44''. 

Um  die  Gleichgewichtsbedingungen  aufzustellen,  drücken  wir  aus,  dass  das 
Moment  aller  Kräfte  längs  deB  Bogens  vom  Anfang  bis  zu  einem  beliebigen  Punkte 
M  (Xj  y,  z)  gleich  dem  Elasticitätsmomente,  also  hier  gleich  dem  Torsionsmomente, 
sei.    Da  die  Axe   des  Torsionsmomentes  die  Tangente  ist,  so  sind  seine  Com- 


.            9  dx 
ponenten -=— , 

gewichtsbedingungen 


-r^ . t-  .     Daher   sind    die    gesuchten   Gleich- 

r  ds  '         r  ds  ° 


&  dx 

r  ds  x         ' 


r   ds  *  ■ 


wo 


Hx  *=>f[defYds  -  dyfZds] ,    Hy  =>f[dxfZds  -  dzfXds] , 

#,  =f[dyfXds  —  dxfYds] 

sind.  Hiezu  kommt  aber  noch  die  Bedingung,  dass  der  Krümmungshalbmesser 
eine  gegebene  Function  des  Bogens  ist;  denn  da  die  Contingenzwinkel  und  die 
Bogenelemente  durch  die  Torsion  nicht  geändert  werden,  so  bleiben  die  Krüm- 
mungshalbmesser der  Curve  doppelter  Krümmung,  in  welche  die  ursprüngliche 
ebene  Curve  übergeht,  dieselben,  wie  die  der  ursprünglichen  ebenen  Curve. 

Zwei  dieser  Gleichungen  genügen  zur  Bestimmung  der  Gleichgewichtsform. 
Da  jede  der  Grössen  Hx,  H  ,  Ht  drei  Constante  mit    sich   führt  und  r  dritte 

Differentialien  enthält,  so  liefert  die  Integration  dieser  2  Gleichungen  12  Con- 
stanten, welche  zu  bestimmen  sind.  Zur  Bestimmung  derselben  genügt  es,  wenn 
zwei  Punkte  der  Curve,  in  diesen  die  Tangenten  und  die  Schmiegungsebenen  ge- 
geben sind.  Denn  dass  die  Curve  durch  einen  Punkt  gehen  soll,  sind  zwei  Be- 
dingungen, die  Lage  der  Tangente  fordert  zwei  Bedingungen,  die  Lage  der 
Schmiegungsebene  enthält  eine  weitere  und  der  gegebene  Krümmungshalbmesser 
noch  eine  solche.    Dies  gibt  für  2  Punkte  12  Bedingungen. 

Durchschneidet  man  die  Curve  in  M%  so  ist  eine  Kraft  T  in  der  Richtung 
der  Tangente  und  ein  Paar  erforderlich,  dessen  Axe  der  Tangente  parallel  ist, 
um  das  Gleichgewicht  zu  sichern. 

Beduciren  sich  die  gegebenen  Kräfte  auf  A  und  tn,  wie  §.  18.,  so  sind  die 
Gleichungen  des  Gleichgewichts: 

9  dx  j>  dy ,  fr  dz 


r  ds 


m 


r    ds 


Azy 


r   ds 


—  Ay . 
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(i  x      H  \i      dz 

Aus    ihnen   folgt   durch   Multiplication   mit    — ,   -=-- ,    -=~     und    Addition ,    da 

ttS         OL  8        €L  8 

1        da   .  . 

r        ds 

&da  =■  mdx  -f-  A  (ydz  —  zdy), 

welche  Gleichung  durch  Integration  einen  für  die  Bestimmung  der  Curve  wichtigen 
Satz  liefert.  Denn  ydz  —  zdy  ist  der  doppelte  Elementarsector  in  der  Ebene 
des  Paares  w,  dx  die  Protection  des  Bogenelementes  ds  auf  die  Axe  der  Kräfte. 
Es  besteht  eIbo  eine  lineare  Relation  zwischen  der  Protection  des 
Bogens  auf  die  Axe,  dem  Winkel  der  Schmiegungsebenen  in  seinen 
Endpunkten  und  dem  Sector,  den  die  Projection  des  Bogens  auf  die 
Ebene  des  Paares  mit  den  Projectionen  der  Abstände  der  Endpunkte 
von  der  Axe  auf  die  Ebene  bildet. 

Quadrirt  und  addirt  man  die  Gleichungen,  so  kommt 

^i  -  m»  +  A*V, 

wo  S  den  Abstand  des  Curvenpunktes  von  der  Axe  bedeutet.  Es  sind  daher  r 
und  S  zusammen  constant  oder  variabel. 

m 

dm 
Da  —  der  Cosinus  der  Neigung  der  Curve  gegen  die  Axe  ist,  so  folgt,  im 


Falle  dass  A 


Ä  .  ,    dx       #     da 

0  ist,  -,-  = -j- 

ds        m    ds 


—  •  — .   d.  h.  es  bildet  in  diesem  Falle 
m      r 


die  Tangente  mit  der  Axe  einen  Winkel,  dessen   Cosinus  der  Torsion  propor- 
tional ist. 

Man  überzeugt  sich  leicht  mit  Hülfe  dieser  Eigenschaften,  dass,  wenn  die  ur- 
sprüngliche Form  der  Curve  ein  Kreis  ist,  die  tordirte  Gestalt  eine  Schrauben- 
linie eines  Kreiscylinders  sein  wird.  Denn  für  diese  ist  die  Krümmung,  Torsion 
und  die  Neigung  gegen  die  Axe  constant. 

§.  20.  Es  sei  der  Faden  elastisch,  sowohl  hinsichtlich  der  Bie- 
gung, als  auch  hinsichtlich  der  Torsion.    Das  Moment  u  der  Biegung  ist 

8  dib 

tt= —  —  8  -~ 

q  ds 

das  betreffende  Paar  zu  denken  ist;  das  Torsionsmoment  v  ist 


und  seine  Axe  senkrecht  zur  Schmiegungsebene,  in  welcher 


—  —  —  —  &  !*5 

r  ds 

und  seine  Axe  hat  die  Richtung  der  Tangente.    Die  Componenten  des  ersten, 
parallel  den  Coordinatenaxen  sind  daher 

*              ,                 8                                  8 
C08  A, COS   li, C08  V, 

9  9  9 

wo 


2A 


COS  X          C08  ß          COB  V 

A     ^    A      "^    A 

x                y                 m 

1 

~  A' 

dy    dz 
d%y  d*z 

^Ay- 

dz    dx 
d*z  d*x 

,    2A,= 

dx    dy  1 
d*x    d*y  - ' 

A*  = 

±1  +  *i 

+  *},     - 

1         2A 

Die  Componenten  des  Torsionsmomentes  sind 
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wo 


_1_ 

r 


1U. 
4Aa 


—  cos  cc 
r 

cos  « 

,      —  ---  cos  ß  , cos  y  , 

T                                   T 

cos  ß       cos  y         1 

dx 
d*x 
d*x 

dx 

dy    dz 
d*y  d*z 
d*y  daz 

dy           d 

/  |  dy    dz 
'\\d*y  d%z 

z 

+ 

ds  ' 

dz    dx 
d*z  d*x 

2 

+ 

dx    dy 
d*x  d* 


'IV 

y  I  / 


Daher  sind  die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes: 

—  cos  X  H cos  a  —  H 

q  '     r  * 


0 


—  COS  fl  -\ cos  ß 

9  9 


*,-0, 


*  .     *  tt 

-  cos  v  -\ cos  y  —  H.  =  0. 

Quadrirt  und  addirt  man  diese  Gleichungen,   nachdem  man  i/x,  //  ,  II t  auf 

dje  rechten  Seiten  gebracht  hat  und  bezeichnet,  wie  oben,  mit  H  das  Moment 
der  gegebenen  Kräfte,  so  kommt,  weil  die  Tangeute  und  die  Binormale  zu  ein- 
ander senkrecht  sind  und  also  cos  a  cos  X  -f-  cos  ß  cos  p  +  cos  y  cos  v  =  0  ist, 

h-  +  -s  =  IT». 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  mit  cos  X,  cos  p,  cos  v,  addirt  sie  und  nimmt 
man  dieselbe  Operation  mit  cos  a,  cos  ß,  cos  y  vor,  so  erhält  man 

—  =»  ifp  cos  X  -f-  IT   cos  p  -f*  Ha  C08  *  i 

—  =  Ux  cos  a  +  1/    cos  ß  +  2/^  cos  y , 

d.  h.  die  Projectionen  von  II  auf  die  Binormale  und  die  Tangente  sind 
gleich  den  Momenten  der  Biegung  und  der  Torsion. 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  mit  d*xf  d8y,  d*z  und  bemerkt,  dass 

d*x  cos  X  +  d*y  cos  p  +  d*z  cos  v 

d  cf  fl  qi  dz 

^J    dZ    Vr.JL     dS    dX    ,I..,4-     *~      "*'         V 

d* 


__/\dy   dz 
~~\\d*y  d*. 


d*x  + 


dz   dx 
d*z  d*x 


d*y  + 


a*x  ary\       I 


dx  dy   dz 
d*x  d*y  d%z 


:2A  =  0, 


d*x  cos  a  4-  d*y  cos  ß  -f-  d%z  cos  y 
rZo?  _„      ,    dy  ,,      ,    ds 


so  folgt 


ds 


ds 


*-£■*[#)'+©' +©!••— 


lTrfaa;  4-  H„  d*y  4-  H  d8*  =  0. 


Diese  Gleichung  drückt  aus,  dass  das  Moment  II  senkrecht  zur  Hauptnormalen 
ist.    Denn  es   sind,   wenn  man   den  Bogen  8  als  unabhängige  Variabele    wählt, 

T  a  »    ~T? »    T~i   ^en  Richtung8C08inu8sen  der  Hauptnormalen  proportional. 

(1 8  €t  8  (1 Z 

Für  den  Fall,  dass  blos  an  den  Endpunkten  des  Bogens  Kräfte  wirken,  hat 
man  Hx  =  m,  H  =  —  .4  s,  H9  =  Ay  und  werden  die  Gleichungen,  in  der  aus- 
führlichen Form  geschrieben: 
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d? 


dy  dz 
d*y  d*z 

,    fr  dx 

rf*3 

dx    dy 
d*x  d*y 

ds    dx 


ds*\d*z  d*x 


r  ds 


.    *  dz        A 
H j-  —  Ay> 

1     r  ds  * 

Quadrirt  und  addirt  man  sie,  bo  kommt,  dem  Obigen  entsprechend, 

**        fr* 

^  +  ^  =  **  +  ^*\ 

wenn  S  den  Abstand  von  der  Axe  der  Kräfte  bedeutet. 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  mit  dx,  dy,  dz  und  addirt  Bio,  so  kommt: 

fr  —  =  mdx  +  A  {ydz  —  zdy) 

oder  da  —  =  -r-  ist, 

r        ds 

fr  .  da  =  mdx  +  A  {ydz  —  zdy). 

Diese  und  die  vorige  Gleichungscombination  genügen  zur  Bestimmung  der 
Gleichgewichtsform  des  Fadens.  Da  für  die  Schraubenlinie  q  und  r  constant 
sind,  so  folgert  man  mit  Bücksicht  auf  da»  über  dieselbe  im  vorigen  §.  gesagte, 
dass  die  Schraubenlinie  eine  Gleichgewichtsform  des  elastischen 
Fadens  ist. 


Multiplicirt  man  die  Gleichungen  mit 


d*x 
ds 


v 


d*y 
ds* ' 


d*z 
z  s  und  addirt  sie,  so  folgt 


oder 


d 
ds 


d*x   ,     .  (    d*z  d*y\       A 

[dx   .     .  /    dz  dy\~\ 


Vergleicht  man  dies  mit  der  vorigen  Gleichung,  so  folgt  -,-  (—  j  —  0,  d.  h.  die 

Torsion  ist  constant. 

Ist  insbesondere  m  =  0 ,  d.  h.  reducircn  sich  die  äusseren  Kräfte  auf  Einzel- 
resultanten, so  folgt 

dz  dy 

yd8-'dS-a> 

wo  a  eine  willkühfliche  Constante  bedeutet.  Es  ist  daher  der  doppelte  Elementar- 
sector  in  der  y  z-  Ebene  dem  Bogenelemente,  der  Sector  selbst  also  dem  Bogen  s  propor- 
tional. Diese  Gleichung  läset  noch  eine  andere  Deutung  zu.  Sie  ist  nämlich  die 
Differentialgleichung  der  kürzesten  Linie  auf  einer  Rotationsfläche  um  die  *-Axe. 
S.  B.  I,  S.  437.  Hieraus  folgt,  dass  in  dem  Falle  m  =  0  die  elastische 
Linie  auf  der  Fläche,  welche  sie  durch  Rotation  um  die  Axe  der 
Kräfte  erzeugt,  eine  kürzeste  Linie  ist.  Daher  ist  auch  das  Produkt 
aus  dem  Abstände  von  der  Axe  in  den  Sinus  des  Azimuths  constant. 

In  dem  Falle  i  =  0,  d.  h.  wenn  an  den  Enden  entgegengesetzte  Kräftepaare 

dx 
wirken,  folgt  -y-  =  Const.,  d.  h.   die   elastische   Linie   hat   durchaus   constante 

Neigung  gegen  die  Axe. 

Vgl.  Wantzel,  Note  sur  V Integration  des  equations  de  Ja  courbe  clastique  ä 
double  courbure.    Comptes  r.  T.  XVIII,  p.  1197  (1844).    Vgl.  auch  Binet,  Me- 
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• 

nwire  sur  Tintegration  des  equations  de  la  courbe  elastique  ä  double  courburc. 
Ebendas.  p.  1115.  Das  Problem  wird  auf  elliptische  Integrale  zurückgeführt  und 
zeigt  grosse  Aehnlichkeit  mit  dem  Problem  des  sphärischen  Pendels. 

§.  21.     Ausdehnung    und    Zusammendrückung    eines    elastischen 

StabeB  von  constantem  Querschnitt.   Einen  homogenen  parallelepipedischen 

oder  cylindrischen  Stab  von  der  Länge  l  und  dem  Querschnitte  Q  wollen  wir  als 

ein  Aggregat  paralleler  Fasern  von  unendlich   kleinem  Querschnitt  co   ansehen. 

Ein  solcher  ist  ein   elastischer  Faden  im  Sinne  von  §.  4.  und  erleidet,  wenn  er 

durch  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte  von  der  Intensität  p  gespannt  wird ,   eine 

pl 
Ausdehnung  I  =  —  •    Wirken  auf  unseren  Stab  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte 

P  und  darf  vorausgesetzt  werden,  dass  die  Kräfte  sich  ihrer  Wirkung  nach  so 
über  die  Endflächen  verth eilen,  dass  an  allen  Fasern  gleiche  Kräfte  p  angreifen, 
deren  Resultante  P  ist,  so  besteht  die  Gleichung 

p  CD 

P=Ö" 

P 

Entnimmt  man  hieraus  den  Werth  von  p  =  •— •  ©   und  setzt  ihn  in   die  Formel 

für  X  ein,  so  erhält  man  für  die  gemeinschaftliche  Verlängerung  aller  Fasern  des 

Stabes  oder  die  Verlängerung  des   Stabes  selbst  in  Folge  der  Einwirkung  der 

Kräfte  P 

co     PI      .        ,         1      PI 

X  =  -E'-Q     0der    l-E"Q* 

indem  wir  ^ :  co  in  der  Grenze  mit  E  bezeichnen.  Diese  Grösse  1  :  £  kann  auf- 
gefasst  werden  als  die  Verlängerung,  welche  ein  Stab  von  der  Länge  l«l  und 
dem  Querschnitte  Q  =  1  durch  die  spannenden  Kräfte  P  =»  1  erleidet.  Sie  heisst 
der  Elasticitätsmodulus  des  Materials,  ans  welchem  der  Stab  besteht,  für 
Dehnung.  Aus  dieser  Formel  erhalten  wir  für  die  Intensität  P  der  spannenden 
Kräfte,  welche  einen  Stab  von  der  Länge  l  und  dem  Querschnitte  Q  um  X 
ausdehnen : 

P-EQ±- 

Man  sieht  hieraus,  dass  der  Elasticitätsmodulus  auch  als  die  Kraft  definirt  werden 
kann,  welche  den  Stab  vom  Querschnitte  Q  —  1  um  die  Länge  X  =  I,   d.  h.  um 

P 

sich  selbst  verlängern  würde.    Die  Kraft  -^- ,    welche    dem    Querschnitt    1     ent- 

spricht,  heisst  die  Spannung,  auf  die  Flächeneinheit  bezogen;  die  Grösse 

X 
-y ,  welche  die  Ausdehnung  der  Linieneinheit  bedeutet,  wird  die  speci fische 

Ausdehnung  genannt.    In  den  Anwendungen  auf  technische  Constructionen  darf 

p 

die  Spannung  -j?  eine  voraus  bestimmte  Grösse  k  nicht  überschreiten. 

V 

Diese  Betrachtungen  gelten  auch  für  den  Fall,  dass  der  Stab  durch  gleiche 
Kräfte  P  zusammengedrückt  wird. 

1.  Es  sei  l  die  ursprüngliche  Länge  eines  homogenen,  schweren  cylindrischen 
Stabes,  welcher  vertical  am  oberen  Ende  A  befestigt,  am  unteren  Ende  B  von 
einer  Kraft  P  gespannt  wird.  Nach  der  Dehnung  sei  Gleichgewicht  eingetreten. 
Das  Stabstück  AM  vom  oberen  Ende  an  nach  unten  gerechnet,  von  der  ursprüng- 
lichen Länge  a  erlange  durch  die  Dehnung  die  Länge  8  und  sei  die  Verlängerung 
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X  =»  s  —  0;  dann  ist  die  Verlängerung  des  Längenelementes  da  an  der  Stelle  M 

gleich  dl  und  die  specifische  Verlängerung  y-  •    Die  Kraft,   welche   diese  Ver- 

dl 
längerung  über  den  ganzen  Querschnitt  Q  hervorzubringen  vermag,  wäre  EQ  -=-  • 

de 

Sie  hält  an  dem  Stabstück  A  M  mit  dem  Gewichte  dieses  Stückes  und  dem  Wider- 
stände der  Befestigung,  gleich  P,  Gleichgewicht.  Ebenso  hält  sie  an  dem  Stab- 
stück MB,  im  umgekehrten  Sinne  genommen,  mit  dem  Gewichte  desselben  und 
der  Endkraft  P  Gleichgewicht.    Daher  ist 

-EQ<£  +  P+dgQ(l-o)  =  0 
oder 

EQ^c=P  +  agQ(!-o). 

Dividirt  man  diesen  Ausdruck  mit  Q,  so  liefert  er  die  Spannung,  auf  die  Flächen- 
einheit bezogen  im  Querschnitt  bei  M.  Sie  ist  eine  lineare  Function  von  c  und 
wird  ein  Minimum  für  0  =  0,  d.  h.  am  oberen  Ende.  Graphisch  wird  sie  durch 
die  Ordinate  einer  Geraden  dargestellt  für  a  als  Abscisse.  Durch  Integration  gibt 
der  Ausdruck  die  Verlängerung  l  des  Stabstückes  AM,  wofür: 

EQl  =  Pa  +  8gQ  (la  -  ±a*). 

Die  Gesammtverlängerung  l  des  Stabes  folgt  für  a  =>  l  und  wird  für  sie 

EQlQ  =  PI  +  iögQl*  -  J  (P  +  * dgQJ). 

Da  das  Gesammtge wicht  G  des  Stabes  gleich  G  =  dgQl  ist,  so  sieht  man,  dass 
die  Dehnung  ebenso  eintreten  wird,  als  ob  der  Stab  nicht  schwer  wäre,  dafür 
aber  am  unteren  Ende  statt  P  die  Kraft  P  +  ^  G  angreifen  würde. 

2.  Es  sei  der  Stab  unten  befestigt  und  wirke  oben  eine  Kraft  P.  Rechnen 
wir  die  0  positiv  aufwärts  vom  unteren  Ende  an  und  betrachten  das  Stabstück 
von  einem  beliebigen  Querschnitte  M  an  bis  zum  oberen  Ende.     An  demselben 

halten  sich  P,  das  Gewicht  und  EQ  -=-  Gleichgewicht,  so  dass 

-  EQ  ^  +  P  -  8gQ  (l  -  a)  -  0 

wird.    Hieraus  folgt  wieder  die  Spannung  E  -=-   und  die  Dehnung  X,  nebst  der 

»0 

Gesammtverlängerung  lQ  mit  Hülfe  der  Formeln: 

EQl  =3  Pa  -  8gQ  (la  -  4  O  .     EQh  -  1  (P  -  *  *gQ*). 
X0  verschwindet,  wenn  P  der  Schwere  entgegenwirkt  und  gleich  dem  halben  Ge- 
wichte  des   Stabes  ist.    Für  kleinere   Werthe   von  P  oder  für  P  im  Sinne   der 
Schwere  wirkend,  wird  der  Stab  zusammengedrückt. 

(Vgl.  die  Untersuchung  über  den  elastisch  dehnbaren  Faden,  §.  8.) 

§.  22.  Biegung  eines  cylindrischen  homogenen  gleichförmig  elasti- 
schen Stabes  durch  ein  in  einer  Symmetrieebene  wirkendes  Kräfte- 
system. 

Ein  cylindrischer  Stab,  welcher  als  ein  Aggregat  paralleler  Fasern  angesehen 
werden  kann,  habe  eine  gekrümmte  Gestalt,  jedoch  so,  dass  seine  Fasern  parallele 
ebene  Curven  bilden.  Der  Querschnitt  senkrecht  zu  der  Richtung  der  Fasern  sei 
kreisförmig,  elliptisch  oder  rechteckig.  Durch  die  Einwirkung  von  Kräften,  welche 
sämmtlicb  in  eine  der  Fasernebenen  fallen,  die  zugleich  eine  Symmetrieebene  des 
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Stabes  sei,  oder  welche  einem  ebenen  Kräftesystem  äquivalent  sind,  welches  dieser 
Ebene  angehört,  werde  er  in  eine  andere  Form  gebogen,  jedoch  so,  dass  die  FaBern 
nach  der  Biegung  wieder  ebene  Curven  sind  in  denselben  Ebenen,  wie  vor  der 
Biegung.  Durch  die  Biegung  werden  die  Fasern  theils  ausgedehnt,  theils  zu- 
sammengedrückt und  wollen  wir  annehmen,  dass  es  eine  Schicht  neutraler 
Fasern  gebe,  d.  h.  solcher,  die  keine  Verlängerung  oder  Zusammendrückung 
erleiden.  Sie  werden  eine  Cylinderfläche  bilden,  senkrecht  zu  der  Symmetrieebene 
des  Stabes.  Diese  Ebene  wollen  wir  die  Biegungsebene  nennen  und  die  in  ihr 
enthaltene  neutrale  Faser  insbesondere  verstehen,  wenn  wir  kurz  von  der  neu- 
tralen Faser  reden.  Es  werde  ferner  angenommen,  dass  die  Punkte  eines  Quer- 
schnittes vor  der  Biegung  auch  nach  derselben  in  einer  Ebene  liegen,  nämlich  in 
einem  Querschnitt  der  neuen  Gleichgewichtsform  des  Stabes. 

Wegen  des  Parallelismus  der  Fasern 
haben  diese  sämmtlich  in  allen  Punkten 
desselben  Querschnitts  gemeinschaftliche 
Krümmungsaxe  senkrecht  zur  Biegung»  • 
ebene.  Die  sämmtlichen  Schwerpunkte  der 
Querschnitte  bilden  eine  Faser,  die  wir  die 
Schwerpunktsfaser  «  nennen  (Fig.  51).  Der 
Abstand  der  neutralen  Faser  n  von  der 
Schwerpunktsfaser  sei  z,  der  einer  be- 
liebigen Faser  q  von  ihr  sei  v.  Ist  alsdann 
der  Krümmungshalbmesser  der  Schwer- 
punktsfaser r,  so  ist  r  -f-  z  der  Krüm- 
mungshalbmesser der  neutralen  und  r  -f-  v 
der  der  beliebigen  Faser  q.  Daher  besteht 
für  die  Bogenelemente  ds  und  dn  der  Fasern  q  und  n  die  Gleichung 

ds        r  -f-  v 
dn       r  +  z 

Durch  die  Biegung  gehe  nun  ds  in  ds  über,  während  das  Element  dn  der  neu- 
tralen Faser  ungeändert  bleibt.  Der  Krümmungshalbmesser  r  sei  nach  der  Bie- 
gung gleich  p.    Dann  gilt  nach  der  Biegung  die  Gleichung 

ds' q  +  w 

dn       q  -f-  z ' 

Man  erhält  daher  für  die  Verlängerung  des  Elementes  ds,  indem  man  beide  Glei- 
chungen subtrahirt  und  die  neue  Gleichung  durch  die  erste  dividirt: 

ds  —  ds       (r  —  g)  (v  —  z) 
ds      "  —  (r  +  v)  (9  +  *)' 

Diese  Gleichung  gibt  die  speeifische  Ausdehnung  an  der  Stelle,  wo  das  Bogen  - 
element  liegt  und  ist  mit  dem  Querschnitt  da  der  Faser  und  dem  Elasticitäts- 
modulus  E  zu  multipliciren,  um  die  am  Elemente  angreifende,  längs  dessen  Tan- 
gente wirkende  Spannung 

(r  +  v)  {q  +  z) 
zu  erhalten. 

Trennen  wir  jetzt  den  Stab  durch  den  betrachteten  Querschnitt  in  zwei  Theile 
A  und  JB,  so  haben  wir  an  jedem  von  ihnen,  damit  das  Gleichgewicht  an  ihm 
fortbestehe,  Spannungskräfte  einzuführen,   welche  das  leisten,  was  die  elastische 


Fig.  51. 
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Verbindung  des  abgetrennten,  zu  betrachtenden  Stückes  mit  dem  übrigen  Stab- 
stück leistet.  Diese  Kräfte  sind:  1.  die  eben  genannten,  in  der  Richtung  der 
Fasern  wirkenden  und  mithin  zum  Querschnitt  senkrechten  dehnenden  oder  pressen- 
den Kräfte  (Normalspannungen),  am  Stabstück  A  in  dem  einen,  am  Stabstück  B 
im  anderen  Sinn  zu  nehmen  und  2.  gewisse  andere  in  die  Ebene  des  Querschnitts 
fallende  Kräfte  (Tangentialspannungen),  gleichfalls  an  beiden  Stabstücken  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  einzuführen.  Diese  zuzufügenden,  die  Elasticität  der  Ver- 
bindung darstellenden  Kräfte  halten  mit  den  gegebenen  äusseren  Kräften  an  dem 
betreffenden  Stabstück  Gleichgewicht.  Wir  wollen  dies  Gleichgewicht  ausdrücken, 
indem  wir  alle  Kräfte  für  den  Schwerpunkt  s  des  Querschnitts  als  Ursprung,  die 
Tangente  der  Schwerpunktsfaser,  die  zu  ihr  senkrechte  Gerade  der  Symmetrie- 
ebene und  die  zu  dieser  Ebene  normale  Gerade  des  Schwerpunktes  (die  Biegungs- 
axe)  als  Coordinatenaxen  ansehen.  Betrachten  wir  den  Sinn  der  Linien  als  positiv, 
wie  es  dem  Verlaufe  vom  Anfang  des  Stückes  A  nach  dem  Trennungsquerschnitt 
entspricht,  und  stellen  wir  das  Gleichgewicht  des  Stabstückes  B  dar,  so  ergibt 
die  Projectionssumme  auf  die  Tangente  der  Schwerpunktsfaser 


wenn  nämlich  T  die  Gomponentensumme  der  äusseren  Kräfte  für  diese  Axe  be- 
deutet und  das  Integral  der  Normalspannungen  über  den  ganzen  Querschnitt  aus- 
gedehnt wird.  Eine  ähnliche  Gleichung  findet  statt  zwischen  den  Tangential- 
spannungen und  den  Componenten  der  äusseren  Kräfte  bezüglich  der  zweiten, 
in  die  Symmetrieebene  fallenden  Coordinatenaxe.  Von  dieser  Gleichung  wollen  wir 
hier  absehen.  Für  die  Biegungsaxe  besteht  eine  solche  Gleichung  nicht,  da  das 
Kräftesystem  parallel  zur  Symmentrieebene ,  also  senkrecht  zur  Biegungsaxe  ist. 
Weiter  ist  aber  noch  die  Momentengleichung  bezüglich  dieser  Axe  aufzustellen. 
Sie  ist 

M  —  E — ^    I  — .—  vda>  ="  0. 


ß 


9  +  *  J  r  -\-  v 

In  ihr  bedentot  M  das  Moment  der  äusseren  Kräfte  am  Stabstück  B  und  das 
Integral  die  Summe  der  Momente  aller  Normalspannungen,  nämlich  des  Pro- 
dnktes  jeder  Normalspannung  in  ihren  Abstand  v  von  der  Biegungsaxe. 
•  Die  beiden  eben  aufgestellten  Gleichungen  genügen,  um  q  und  2,  d.  b.  den 
Krümmungshalbmesser  der  Schwerpunktsfaser  und  den  Abstand  z  der  neutralen 
Faser  von  der  Schwerpunktsfaser  zu  finden.  Indem  man  die  Figur  auf  irgend  ein 
beliebiges,  in  der  Biegungsebene  liegendes  Coordinatensystem  der  x,  y  bezieht, 
mit  x,  y  die  Coordinaten  des  Punktes  8  bezeichnet  und  für  q  den  analytischen 
Ausdruck  des  Krümmungshalbmessers  in  xt  y  einsetzt,  gehen  dieselben  in  Diffe- 
rentialgleichungen zweiter  Ordnung  über,  welche  die  Gestalt  und  Lage  der  Schwer- 
punktsfaser und  der  neutralen  Faser  bestimmen.  Sobald  diese  gefunden,  ist  damit 
Gestalt  und  Lage  jeder  anderen  Faser  bestimmt. 

Die  Spannung  in   Bezug  auf  die  Flächeneinheit  des  Querschnitts  ist  für  das 
Stabstück  BM 

_  F  (r  —  Q)  (p  —  z) 

(r  +  t>)  fo  +  i)' 

indem  man  diesen  Ausdruck  einer  ConBtanten  gleich  setzt,  erhält  man  die  Curven 
gleicher  Spannung  im  Stabe. 

§.  23.  Für  einen  ursprünglich  geraden  Stab  ist  r  =  oo  und  werden  daher  die 
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beiden  Gleichungen  I 

T ^—    f(v  —  z)  da  —  0,       M ^—    f(v*  —  zv)  da>. 

In   diesen  Integralien  bezeichnet  v  den  Abstand   eines  Punktes   im   Querschnitt 
von  der  Biegungsaxe,  welche  eine  Axe  des  Massenmittelpunktes  ist.    Daher  wird 

Cvdto  =  0  und  reduciren  sich  die  beiden  Gleichungen  auf 

^Q+Z  Q  +  Z 

wenn   J  das   Trägheitsmoment  des  Querschnitts  in   Bezug  auf   die  Biegungsaxe 
bedeutet,  nämlich  J  =*fv*da>. 

Ist  die  Summe  der  Projectionen  der  äusseren  Kräfte' auf  die  Tangente  der  Schwer- 
punktaxe durchaus  sehr  klein,  so  folgt  aus  der  ersten  der  beiden  Gleichungen 
näherungsweise  «  =  0,  d.  h.  für  sehr  schwache  Biegungen  durch  Kräfte, 
derenResnltante  nahezu  rechtwinklig  ist  gegen  die  Schwerpunktaxe, 
fällt   die    neutrale   Faser   mit   der    Schwerpunktsfaser   zusammen. 

Für  diesen  Fall  schwacher  Biegung  wird  die  zweite  Gleichung  approximativ 

Sie  ist  die  Differentialgleichung  der  neutralen  Faser  und  stimmt  überein  mit  der 
§•  9  gegebenen,  wenn  das  dortige  s  hier  durch  EJ  vertreten  wird.    Zu  bemerken 

ist  dabei,  dass  dort steht,  weil  die  Untersuchung  auf  den  Bogen  AM 'he-  . 

zogen  ward,  hier  aber  das  Stabstück  BM  gewählt  wurde.    Da  für  schwache  Bie- 

1        d*y 
gungen  —  =»  —  ?  gesetzt  werden  kann,  so  wird  die  Gleichung 

Aus  der  Formel  für  die  Spannung  folgt  hiezu  für  r  =  <x>  und  z  «  0,  wenn  wir 
sie  mit  a  bezeichnen 


oder,  weil  —  =»  üf  ist: 
9 


*f 


M 


Die  am  stärksten  gespannte  Faser  ist  daher  diejenige,  welche  den  grössten  Ab- 
stand v  von  der  neutralen  Faser  hat.  Ist  T  nicht  sehr  klein,  so  erhält  man  als 
Gleichung  für  die  Schwerpunktsfaser  durch  Elimination  von  z: 

J  MQ 

Q    =  T+EQ' 


Die  in  den  vorstehenden  §§.  21,  22,  23  gegebenen  Entwickelungen  sind  nur 
als  fragmentarisch  behandelte  Einzelfälle  aus  einer  umfangreichen  Theorie  anzu- 
sehen, welcher  wir  an  dieser  Stelle  keinen  Raum  geben  können,  indem  sie  mehr 
der  angewandten,  als  der  theoretischen  Mechanik  zuzurechnen  ist.  Vgl.  Gras hof, 
Theorie  der  Elasticität  und  Festigkeit  mit  Bezug  auf  ihre  Anwendung  in  der 
Technik;  Berlin  1878,  II.  Abschnitt,  S.  37—199. 
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VIEL  Capitel. 

Analogie  Ewißohen  Problemen  des  Gleichgewichts   und  Problemen 

der  Bewegung. 

§.  1 .  Bei  den  nicht  unbedeutenden  Schwierigkeiten,  welche  die  Behand- 
lung vieler  Probleme  der  Mechanik  darbietet,  ist  es  von  grossem  Werthe, 
Analogien  zu  verfolgen,  welche  zwischen  einzelnen  Theorien  bestehen,  weil 
sie  oft  dazu  führen,  aus  der  gefundenen  Lösung  eines  Problems  die  Lösung 
eines  andern,  einer  ganz  andern  Oruppe  angehörigen  unmittelbar  abzu- 
leiten. So  besteht  eine  Analogie  zwischen  der  Bewegung  eines  Punktes 
und  dem  Gleichgewichte  an  einem  biegsamen  Faden,  welche  gestattet, 
jedem  Satze  der  ersten  Theorie  einen  entsprechenden  Satz  der  andern 
gegenüberzustellen  und  aus  der  Lösung  jeder  Aufgabe  über  die  Bewegung 
eines  Punktes  die  einer  andern  über  das  Gleichgewicht  eines  gespannten 
Fadens  herzuleiten.  Eine  Andeutung  solcher  Analogien  findet  sich  bereits 
bei  Galilei,  Dialoghi  iniorno  a  due  scienze  nuove.  Opere  T.  13,  p.  263 
(Ediz.  Firenze  1855);  Möbius  hat  sie,  ohne  Galilei's  Notiz  zu  kennen, 
zuerst  gründlich  untersucht  (Lehrbuch  der  Statik,  II,  S.  217  u.  ff.). 

So  führt  die  Vergleichung  von  B.  I,  Th.  II,  Cap.  VIII,  S.  312  u.ff.  und 
B.  II,  Th.  UI,  Cap.  VI,  S.  88  u.  ff.  unmittelbar  zu  folgenden  Sätzen,  die 
theils  dortselbst  entwickelt,  theils  der  eine  aus  dem  andern  oder  der  eine, 
wie  der  andere  durch  die  einander  entsprechenden  Betrachtungen  der  beiden 
Capitel  abgeleitet  werden  können: 

1.  Die  Sohmiegnngsebene  der  Bahn  eines  Punktes  enthalt  die  Beschleunigung.  — 
Die  Schmiegungsebene  eines  biegsamen  Fadens  enthält  die  Kraft. 

2.  Ist  die  Beschleunigung  der  Bewegung  der  Richtung  nach  constant,  so  ist  die 
Bahn  eine  ebene  Curve,  deren  Ebene  durch  die  Richtung  der  Beschleunigung  und  die 
der  Anfangsgeschwindigkeit  bestimmt  ist.  Die  Bahn  eines  schweren  Punktes  z.  B. 
ist  eine  verticale  Parabel.  —  Ist  die  Kraft  am  biegsamen  Faden  von  constanter 
Richtung,  so  ist  die  Fadencurve  eben  und  ihre  Ebene  ist  durch  die  Richtungen 
der  Kraft  und  der  Spannung  im  Anfangspunkt  des  Bogens  bestimmt.  Die  Gleich- 
gewichtsgestalt eines  homogenen  Fadens  ist  eine  verticale  Kettenlinie. 

S.  Bei  constanter  Richtung  der  Beschleunigung  ist  die  Componente  der  Ge- 
schwindigkeit senkrecht  zur  Beschleunigungsrichtung  constant.  Die  Geschwindig- 
keitscomponente  parallel  dieser  Richtung  ist  der  Cotangente  der  Neigung  ty  der 
Tangente  der  Bahn  gegen  die  Beschleunigungsrichtung  und  die  Geschwindigkeit 
selbst  der  Cosecante  von  ip  proportional.  —  Bei  constanter  Richtung  der  Kraft 
am  Faden  ist  die  Componente  der  Spannung  senkrecht  zur  Kraft  constant.  Die 
Componente  der  Spannung  in  der  Richtung  der  Kraft  ist  der  Contangente  und 
die  Spannung  selbst  der  Cosecante  des  Winkels  proportional,  welchen  die  Tan- 
gente der  Fadencurve  mit  der  Kraftrichtung  bildet. 

4.    Ist  die  Beschleunigung  des  Punktes  normal  zur  Bahn ,   so  ist  die   Ge- 

Schbll,  Mechanik.   IL  10 
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schwindigkeit  constant  und  umgekehrt.  —  Ist  die  Kraft  zur  Fadencurve  normal, 
so  ist  die  Spannung  constant  und  umgekehrt. 

5.  Ist  ein  Punkt  gezwungen,  auf  einer  Flache  zu  bleiben  und  ist  seine  Be- 
schleunigung normal  zur  Fläche,  so  beschreibt  er  eine  kürzeste  Linie  der  Fläche 
mit  constanter  Geschwindigkeit.  —  Ein  über  eine  Fläche  gespannter  Faden,  an 
welchem  die  Kraft  normal  zur  Fläche  ist,  nimmt  die  Gestalt  einer  kürzesten  Linie 
der  Fläche  an  und  seine  Spannung  ist  constant. 

dt) 

6.  Die  Tangential  -  und  Normalcomponenten  der  Beschleunigung  sind  ^7 , 

—  —  Die  Tangential-  und  Normalcomponenten  der  Kraft  am  Faden,  auf  die 
9 

j  rp  rp 

Längeneinheit  bezogen ,  sind  -=~  und  —  • 

7.  Ist  die  Beschleunigung  normal  zur  Bahn,  so  ist  sie  umgekehrt  proportional 

dem  Krümmungshalbmesser  der  Bahn.  —  Ist  die  Kraft  normal 
zum  Faden,  so  ist  sie  umgekehrt  proportional  dem  Krümmungs- 
halbmesser der  Fadencurve. 

8.  Die  Geschwindigkeit  v  ist  die  mittlere  Proportionale 
zwischen  der  Beschleunigung  qp  und  der  halben  Beschleunigungs- 
sehne c  (Protection  des  Durchmessers  des  Krümmungskreises 
auf  die  Richtung  der  Beschleunigung),  nämlich  ü2  «  ^cgp.  — 
Die  Spannung  T  des  Fadens  ist  gleich  dem  Produkt  aus 
der  Kraft  P  und  der  halben  Spannungssehne  c  (Sehne,  welche 
Fig.  52.  die    Kraftrichtung    im    Krümmungskreise    bestimmt),    nämlich 

T=*\cP. 

9.  Ist  die  Richtung  der  Beschleunigung  <p  constant  (Fig.  52)  und  a  die  con- 

stante  Componente  der  Geschwindigkeit  v  senkrecht  zur  Richtung  von  <p,  so  ist 

a  =  v  Bin  rp  =  v  - %c  :  q  oder  v  :  q  =  a : % c.    Combinirt  man  hiermit  v*  »  \ ctp9 

v*  a* 

so  wird   9  =»  —  oder  q  sin8  rp  =  —  •  —  Ist  die  Richtung  der  Kraft  P  am  Faden 

atp  <p 

constant  und  T0  die   constante  Componente  der  Spannung,   senkrecht  zu  P,  so 

wird  T0  0  T  sin  rp  —  T  -  ^  c  :  q  und  da  T  =  ^  cP,  so  wird  q  =  T1 :  T0  P  oder 

T 
£8in2tj>=  p--    Hieraus  folgt  für  die  Parabel,   dass  die   dritte  Protection   des 

Krümmungshalbmessers  zwischen  den  Richtungen  der  Hauptaxe  und  der  Normalen 
constant  ist.  —  Ebenso  für  die  Kettenlinie,  dass  die  zweite  Projection  zwischen 
Axe  und  Normale  constant  ist. 

10.  Für  die  Parabel  ist,  wenn  die  Zeit  t  =  0  der  Scheitellage  des  beweg- 
lichen Punktes  entspricht,  -=-.  =>  a ,    -~  —  gt,  also  ■—  =  —  f.   Für  die  Ketten- 

r  dt  dt       *  7  dx        a 

linie  ist  ~-  =       «,  wenn  der  Bogen  vom  Scheitel  an  gerechnet  wird.   Daher  ist 

bei  der  Parabel  als  Bahn  eines  schweren  Punktes  die  Cotangente  des  Winkels  rp 
der  Zeit,  bei  der  Kettenlinie  dem  Bogen,  vom  Scheitel  an  gerechnet,  proportional. 

11.  Für  die  Parabel  ist,  für  denselben  Anfangsmoment  der  Zeit  va=a8+<78ts, 
ü*  =  2<72/,  wenn  die  Ordinate  von  der  Directrix  an  gerechnet  wird.    Aus  beiden 

Formeln  folgt  y  =»  £ hi0**-    B«i   der   Kettenlinie   als   Form   des    schweren 

Fadens  ist  T*  —  T*  +  #V,  T  =  —  gy  und  beide  Formeln  geben  y*=*  -|  +  s\ 
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12.  Für  die  Parabel  ist,  die  Ordinate  y  von  der  Directrix  an  als  positiv  ge- 

v* 
rechnet,  0*  »  2gy  und  zugleich  ist  —  =  g  Bin  V;  daher  ist  y  =  \  q  sini/>,  d.  h. 

Q 
die  Normalstrecke  zwischen  der  Parabel  und  ihrer  Directrix  ist  gleich  der  Hälfte 

T 
des  Krümmungshalbmessers.  —  Für  die  Kettenlinie  ist  T  =  —  gy  und  -     =^sin^, 

Q 

also  y  =  q  sin  ip ,  d.  h.  der  Krümmungshalbmesser  ist  gleich  der  Normalstrecke 
zwischen  der  Curve  und  ihrer  Directrix. 

13.  Für  jede  ebene  Bewegung  eines  Punktes  ist  das  Moment  der  Beschleu- 
nigung 90  in  Bezug  auf  irgend  einen  Punkt  0  der  Ebene  die  Derivirte  des  Mo- 
mentes vp  der  Geschwindigkeit  nach  der  Zeit  in  Bezug  auf  denselben  Punkt,  d.  h. 

es  ist     JL       »  qpffi.  —  Für  jede  ebene  Fadencurve  ist  das  Moment  der  Kraft  Pö 

in  Bezug  auf  irgend  einen  Punkt  0  der  Ebene  gleich  der  Derivirten  des  Mo- 
mentes der  Spannung  in  Bezug  auf  0,  nach  dem  Bogen  genommen,  d.  h.  es  ist 

___ Pa. 

Unter  derselben  Bedingung  bestehen  daher  die  Formeln 

vp  —  v0p0  =*f<pQdt,         Tp  —  Ttp0  —fPads. 

Geht  die  Beschleunigung  <p  immer  durch  denselben  Punkt  0,  so  ist  für  diesen 
das  Moment  vp  der  Geschwindigkeit  constant;  geht  die  Kraft  P  durch  einen 
festen  Punkt,  so  ist  für  ihn  das  Moment  Tp  der  Spannung  constant. 

14.  Beschreibt  ein  Punkt  eine  Bahn,  so  sind  für  die  Protection  der  Bewegung 
auf  einer  Ebene  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  die  Projectionen  der  Ge- 
schwindigkeit und  Beschleunigung  der  Hauptbewegung!  Ist  eine  Curve  Gleich- 
gewichtsfigur, so  ist  ihre  Projection  auf  eine  Ebene  Gleichgewichtsfigur  für  die 
Protection  der  Spannung  und  der  Kraft  auf  diese  Ebene. 

Wir  wollen  im  Folgenden  den  Kern  solcher  Analogien  aufsuchen  und 
Substitutionen  angeben,  welche  von  einem  Satze  der  einen  Theorie  zu  dem 
analogen  Satze  der  anderen  hinführen. 

§.  2.  Jede  Curve  kann  die  Bahn  eines  beweglichen  Punktes  sein. 
Es  ist  dazu  nur  erforderlich;  dass  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  an 
irgend  einer  Stelle  derselben  in  die  Richtung  der  Tangente  falle  und  die 
Beschleunigung  ein  solches  Gesetz  befolge,  dass  sie  die  Geschwindigkeit 
in  jedem  Punkte  in  die  Richtung  der  folgenden  Tangente  ablenke. 

Jede  Curve  kann  die  Gleichgewichtsfigur  eines  biegsamen  Fadens  sein. 
Es  ist  dazu  erforderlich,  dass  die  Spannung  an  irgend  einer  Stelle  der 
Richtung  nach  mit  der  Tangente  zusammenfalle  und  die  auf  das  Bogen- 
element  wirkende  continuirliche  Kraft  sie  in  die  Richtung  der  folgenden 
Tangente  abbiege. 

Bei  der  Bewegung  des  Punktes  ist  die  Geschwindigkeit  v  -f-  dv  zur 
Zeit  t  -j-  dt  die  Resultante  aus  der  Geschwindigkeit  v  zur  Zeit  t  und  der 
Elementarbeschleunigung  du  und  fällt  du  auf  die  Seite  der  Tangente,  auf 

10  ♦ 
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welcher  der  Krümmungsmittelpunkt  liegt;  bei  der  Fadencurve  hält  die 
Spannung  T  -J-  dT,  entsprechend  dem   Bogen  s  +  ds}   Gleichgewicht  mit 

der  Sannung  —  T,  nämlich  der  dem  Bogen  s 
entsprechenden  Spannung,  im  umgekehrten  Sinne 
genommen  und  der  unendlichkleinen  Kraft  Pdm 
am  Bogenelemente,  wenn  dm  dessen  Masse,  also 
P  die  Beschleunigung  der  Kraft  oder  die  Kraft, 
„,     eA  bezogen  auf  die  Masseneinheit,  ist    Daher  sind  T 

Fig.  58.  °  * 

und  —Pdm  äquivalent  T+  dT  oder  es  ist  T+dT 
die  Resultante  von  T  und  — Pdm  (Fig.  53). 

Damit  beide  Curven,  die  Bahn  des  Punktes  und  die  Gleichgewichts- 
figur des  Fadens,  identisch  seien,  ist  noth wendig  und  hinreichend,  dass  in 
den  entsprechenden  Punkten  die  Bogenelemente  ds,  ds,  Contingenzwinkel 
ds,  ds'  und  Schmiegungs winkel  da,  da'  dieselben  seien.  Für  ebene  Curven 
fällt  die  Bedingung  der  gleichen  Schmiegungswinkel  als  von  selbst  erfüllt 
hinweg.  Im  Punkte  M  einer  Curve,  welche  zugleich  Bahn  eines  Punktes 
und  Gleichgewichtsfigur  eines  Fadens  ist,  seien  v  und  <p  die  Geschwindig- 
keit und  Beschleunigung  der  Bewegung  des  Punktes  zur  Zeit  t,  T  und  P 
seien  die  Spannung  und  die  continuirliche  Kraft,  auf  die  Masseneinheit 
bezogen,  in  demselben  Punkte  M  der  Fadencurve,  deren  Bogenelement 
die  Masse  dm  besitze. 

Von  den  drei  Bedingungen 

ds  =  ds',     de  =  de\     da  =  da' 

ist  die  dritte  erfüllt,  wenn  die  unendlich  schmalen  Parallelogramme  in  die- 
selbe Ebene  fallen,  was  geschieht,  wenn  g>  und  P  in  allen  entsprechenden 
Punkten  mit  der  Tangente  der  Curve  in  derselben  Ebene  liegen.  Da 
ds  =  vdt  und  dm  =  yds  ist,  wenn  y  die  specifische  Masse  bedeutet,  so 
gibt  die  erste  Bedingung 

yvdt  =  dm.  (1) 

Ferner  geben  die  beiden  unendlich  kleinen  Parallelogramme  der  Figur 

<p*dt*  =  dv*  +  v*ds\     (-  Pf  dm2  =  dT*  +  T*ds'\ 

woraus  wir  ds  und  ds'  ziehen  und  in  die  zweite  Bedingungsgleichung  ein- 
setzen.    Dies  liefert 

y'dt*  -dv>  + 

(~P)*dm*  —  dT*       T%  w 

Diese  Gleichung  kann  durch  verschiedene  Annahmen  erfüllt  werden,  von 
denen  wir  nur  die  eine  verfolgen  wollen,  dass  v  :  T  eine  beliebige  Con- 
stante  A,  nämlich 

v  =  x    oder     v  =  XT 
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sein   solle.     Damit  wird  auch  dv  =  XdT  und   indem  wir  dies  in  (2)  ein- 
führen, spaltet  sich  (2)  in  die  beiden  Bedingungen: 

'"     -*.      i-*.  (3) 


—  Pdm         '      T 

Die   gemachte  Annahme  ist  identisch  damit,  dass  die  genannten  Parallelo- 
gramme ähnlich  und  also  die  Richtungslinien  von  <p  und  P  zusammenfallen. 

§.  3.  Nehmen  wir  zunächst  weiter  an,  dass  der  Faden  homogen  und 
y  =  1  sei,  so  erhalten  wir  als  Bedingungen  für  diesen  Fall: 

vdt  =  ds,      — ~- —  =  A,     v  =  XT 

—  Pds 

oder 

—  =  —  AP,     v  =  XT. 

v 

Daher: 

Halten  Kräfte  P  an  einem  homogenen  Faden  Gleichgewicht, 
so  is t  die  Gleichgewichtsfigur  des  Fadens  die  Bahn  eines  Punktes, 
für  dessen  Bewegung  an  jeder  Stelle  die  Beschleunigung  q> 
gleiche  Richtung  bei  entgegengesetztem  Sinne  mit  der  Kraft  P 

hat,  das  Yerhältniss  —    der   Beschleunigung   zur   Geschwindig- 

v  o         o  o 

keit   der   Kraft   P  und   die    Geschwindigkeit   v  der  Spannung  T 
proportional  ist.     Es  ist  q>  =  —  X*PT,  v  =  XT. 

Beschreibt  ein  Punkt  unter  Einfluss  einer  Beschleunigung 
tp  eine  Curve,  so  ist  dieselbe  Gleichgewichtsfigur  eines  homo- 
genen Fadens,  an  dessen  Elementen  Kräfte  P  angreifen,  propor- 
tional dem  Quotienten  aus  der  Beschleunigung  <p  und  der  Ge- 
schwindigkeit v  jener  Bewegung  und  ist  die  Spannung  der  Ge- 
schwindigkeit in  demselben  Verhältnisse  proportional.  Die 
Richtung  der  Kraft  ist  dabei  die  Richtung  der  Beschleunigung, 
dem  Sinne  nach  aber  sind  beide  entgegengesetzt. 

Zerlegt  man  <p  in  die  Tangential-  und  Normalcomponente  tpt  =  — , 

dt 

t?2  d  T  T 

q>n  =  —  und  ebenso  P  in  die  Componenten  — —  und  —    nach    der    Tan- 
q  ds  Q 

gente  und  Normalen,  so  sind  die  Zerlegungsfiguren  gleichfalls  ähnlich  und 

kann  man  die  weiteren  leicht  verständlichen  Proportionalitäten  hinzufügen: 

—  —  dt 

dv     dT_^_       .        *L  =  2 =  l 

dt  :  ds  ~T  =    '      dT        T  _ 

—  —  ds 
ds  Q 

die  aber  wegen  ds :  dt  =  v  nichts  Neues  sagen. 


150    Analogien  zw.  Problemen  d.  Gleichgew.  u.  d.  Bewegung.  III.  TL,  Cap.  VIII,  §.4. 

Die  Bedingung  der  Gleichheit  der  Schmiegungswinkel  ist,  da  P  und 
q>  in  dieselben  hineinfallen  müssen,  durch  deren  gemeinschaftliche  Richtung 
yon  selbst  gesichert.  Daher  bestehen  die  beiden  Sätze  unverändert 
fort,  wenn  der  Schmiegungswinkel  beliebig  verändert  wird, 
wenn  also  z.  B.  die  Ebene  einer  ebenen  Curve  sich  entblättert 
und  dadurch  die  Curve  zu  einer  Curve  doppelter  Krümmung 
wird,  oder  'wenn  die  Ebene  auf  eine  abwickelbare  Fläche  auf- 
gewickelt wird. 

§.  4.    Beispiele. 

1.  Die  Gerade  ist  die  Gleichgewich tafigur  eineB  homogenen  Fadens,  welcher 
nicht  von  Kräften  P  afficirt,  sondern  nur  von  Endspannungen  im  Gleichgewicht 
erhalten  wird;  die  Spannung  ist  durchaus  constant. 

Die  Gerade  ist  die  Bahn  eines  Punktes,  der  ohne  Beschleunigung  einer  blos- 
sen Anfangsgeschwindigkeit  folgt;  seine  Geschwindigkeit  ist  constant. 

2.  Die  Tangential-   und  Normalcomponenten  der   Kraft  P  am   homogenen 

dT  T 

Faden   sind     ,-  und  — .    Reducirt  sich  P  auf  seine  Normal componente,  so  ist 

--  =  0,  also  T  constant.  Wird  daher  ein  Faden  von  Normalkräften  (in  der  Rich- 
ds  x 

tung  der  Hauptnormalen)  dem  Sinne  nach  vom  Krümmungsmittelpunkte  abge- 
wandt afficirt,  80  ist  die  Fadencurve  die  Bahn  eines  Punktes,  dessen  Beschleu- 
nigung die  Richtung  der  Hauptnormalen  hat,  dem  Krümmungsmittelpunkte  zu- 

gewandt  und  deren  Grösse  aus  den  Gleichungen  —  =*  Z  .  — ,  v  =■  XT  folgt,  näm- 

V  Q 

V* 

lieh  <p  = — •    Die  Geschwindigkeit  v  ist  constant.     Umgekehrt:   Beschreibt  ein 

Punkt  unter  Einfluss  einer  blossen  Normalbeschleunigung  eine  Curve,  so  ist  die 

v*  v 

Curve  Gleichgewichtsfigur  für  Normalkräfte  P  =*  p  —  ,  t?  =  ft  — -  und  die  Span- 
nung ist  durchaus  constant,  nämlich  T  =  pv. 

3.  Die  Kettenlinie  ist  die  Gleichgewichtsfigur  eines  homogenen  schweren 
Fadens ,  also  für  P  =»  g  und  die  Spannung  ist  der  Cosecante  des  Winkels  pro- 
portional, welchen  die  Tangente  mit  der  Yerticalen  bildet.  Wird  daher  ein  Punkt 
vertical  nach  oben  von  einer  Beschleunigung  <p  *=*  gv,  also  proportional  der  Ge- 
schwindigkeit afficirt,  so  beschreibt  er  eine  verticale  Kettenlinie  mit  einer  Ge- 
schwindigkeit, welche  der  Cosecante  ihrer  Neigung  gegen  die  Verticale  proportional 
ist.  Der  Scheitel  der  Kettenlinie  liegt  im  tiefsten  Punkte.  Beziehen  sich  die  Grössen  <p0 , 
v0J  T0  «  ctg,  wo  a  den  Parameter  bedeutet,  auf  den  Scheitel,  so  ist  dortselbBt 

??  _  Xgy  v   «  x T0  «  lag,  mithin  <p0  =  lgv0  -  0  _  ^.    Daher  ist  a  -  % 

d.  h.  der  Parameter  der  von  dem  Punkte  beschriebenen  Kettenlinie  ist  gleich  dem 
Quadrate  der  Geschwindigkeit  im  Scheitel,  dividirt  durch  die  Beschleunigung 
daselbst. 

4.  Ein  Punkt  beschreibt  unter  Einfluss  einer  nach  Grösse  uud  Richtung  con- 
stanten  Beschleunigung  <p  =  g  eine  Parabel,  deren  Hauptaxe  parallel  zur  Be- 
schleunigung ist;  die  Geschwindigkeit  dieser  Bewegung  ist  der  Cosecante  des 
Winkels  tp  proportional,  den  die  Tangente  mit  der  Richtung  der  Beschleunigung 
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bildet  und  der  halbe  Parameter  ist  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  im  Scheitel, 
dividirt  durch  die  Beschleunigung.  Denn  die  Componente  von  v,  senkrecht  zur 
Uauptaxe  ist  constant  gleich  a  und  die  Geschwindigkeit  ist  in  jedem  Punkte  so 
gross,  als  ob  der  Punkt  von  der  Directrix  bis  dorthin  frei  gefallen  wäre,  also  ist 

a* 

im  Scheitel  a2  =»  2  g  .  \p  oder  p  — ■  — • 

tf 
Eine  Parabel  ist  daher  Gleichgewichtsfigur  eines  Fadens,  wenn  die  Kraft  P 

parallel  zur  Hauptaze  nach  der  Directrix  hingewandt  und  der  Spannung  T  um- 
gekehrt proportional  ist.  Die  Spannung  ist  der  Gosecante  des  Winkels  propor- 
tional, den  die  Tangente  mit  der  Hanptaxe  bildet  und  die  Spannung  T0  im 
Scheitel  dividirt  durch  die  Kraft  P  gibt  den  halben  Parameter  der  Parabel.  Denn 

es  ist  -?-  —  XP,  v  —  IT,   also  PT  =»  Const;   ^  =  XPQt   a  «=  XT0  ,   also 

T0iPQ  =  a*i  g. 

§.  5.  Wir  wollen  jetzt  die  Annahme  fallen  lassen,  dass  der  Faden 
homogen  sei;  es  tritt  dann  noch  eine  weitere  Grösse  in  die  Untersuchung 
ein,  die  Masse,  und  kann  hinsichtlich  derselben  noch  eine  Beziehung  auf- 
gestellt werden,    welche  den   Resultaten   grössere    Allgemeinheit   verleiht. 

Es  war  §.  2. 

todt  v 

Wir  setzen,  wie  §.  2.  q>dt  =  XPdm,  v  =  XT,  spalten  aber  X  in  zwei 
Factoren  «,  ß,  so  dass  q>  =  aP,  dt  —  ßdm,  aß  =  X  wird.  Dies  sagt 
soviel,  als  dass  das  Zeitelement,  in  welchem  das  Bogenelement  von  dem 
beweglichen  Punkte  zurückgelegt  wird,  proportional  der  Masse  des  Bogen- 
Clements,  also  auch  überhaupt  die  Zeit,  während  welcher  ein  Bogen  be- 
schrieben wird,  der  Masse  dieses  Bogens  proportional  genommen  wird. 
Eine  Folge  davon  ist,  dass  die  Geschwindigkeit  der  specifischen  Masse  um- 
gekehrt  proportional    wird.     Denn   die  Gleichung  yvdt  =  dm   gibt   unter 

dieser  Voraussetzung  ßyv  =  1,  also  v  =  — .    Den  Inhalt  der  Gleichungen 

r  / 

9  =  «P,     dt  =  ßdm,     v  =  aß  •  T  =  — 

ßy 

können  wir  in  die  beiden  Sätze  fassen: 

Halten  sich  Kräfte  P  an  einem  Faden  Gleichgewicht,  so  ist 
die  Fadencurve  die  Bahn  eines  Punktes,  für  dessen  Bewegung 
die  Beschleunigung  von  gleicher  Richtung,  aber  entgegen- 
gesetztem Sinne  mit  der  Kraft  und  nach  Grösse  ihr  propor- 
tional, die  Zeit,  in  welcher  ein  Bogen  durchlaufen  wird,  der 
Masse  dieses  Bogens  und  die  Geschwindigkeit  der  Spannung 
direct,  oder  der  specifischen  Masse  umgekehrt  proportional 
wird. 
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Beschreibt  ein  Punkt  unter  Einfluss  einer  Beschleunigung 
<p  eine  Curve,  so  ist  dieselbe  Gleichgewichtsfigur  eines  bieg- 
samen Fadens,  wofür  die  Kraft  bei  gleicher  Richtung  und  ent- 
gegengesetztem Sinne  der  Beschleunigung,  die  Spannung  der 
Geschwindigkeit  und  die  Masse  eines  Bogens  der  Zeit  propor- 
tional ist,  in  welcher  er  beschrieben  wird. 
§.  6.    Beispiele. 

1.  Ein  Punkt  beschreibt  bei  einer  nach  Grösse  and  Richtung  conatanten  Be- 
schleunigung <p  *=*  g  eine  Parabel,  deren  Hauptaxo  die  Richtung  der  Beschleu- 
nigung hat  und  ist  die  Componente  der  Geschwindigkeit  senkrecht  zur  Hauptaxe 
constant  und  somit  die  Projection  des  Bogena  auf  eine  zur  Beschleunigungs- 
richtung senkrechte  Gerade  der  Zeit  proportional,  in  welcher  er  beschrieben  wird. 
Dieselbe  Parabel  ist  daher  die  Fadencurve  für  eine  constante  Kraft  derselben 
Richtung  bei  entgegengesetztem  Sinne  mit  <p,  wenn  die  Masse  der  Bogenelemente 
ihrer  Projection  auf  die  zur  Kraftrichtung  senkrechte  Richtung  proportional  ist. 
Die  Spannung  ist  der  Geschwindigkeit  proportional. 

2.  Ein  Punkt  beschreibt  eine  Ellipse  unter  Einfluss  einer  nach  einem  Brennpunkte 
gerichteten  Gentralbeschleunigung,  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  der  Ent- 
fernung von  diesem;  die  Geschwindigkeit  ist  ihrem  Abstände  von  diesem  Brennpunkt 
umgekehrt  und  der  vom  Radiusvector  in  irgend  einer  Zeit  beschriebene  Sector  ist 
der  Zeit  direct  proportional.  Dieselbe  Ellipse  ist  die  Gleichgewichtsform  eines 
biegsamen  Fadens,  wenn  die  Kraft  fortwährend  durch  den  Brennpunkt  geht,  wel- 
cher Centrum  der  Beschleunigung  ist,  dem  Quadrate  der  Entfernung  von  dem- 
selben umgekehrt  proportional  ist  und  von  ihm  abgewandt  wirkt;  die  Spannung 
des  Fadens  ist  in  jedem  Punkte  umgekehrt  proportional  ihrem  Abstände  von  dem 
Brennpunkte  und  die  Masse  eines  jeden  Bogentheiles  ist  dem  Sector  proportional, 
welcher  den  Bogen  zur  Basis  und  den  Brennpunkt  zur  Spitze  hat. 

§.  7.  Die  Betrachtungen  der  §§.  2.  3.  lassen  sich  leicht  auf  den  Fall 
ausdehnen,  dass  der  Faden,  den  wir  jetzt  wieder  als  homogen  annehmen 
wollen,  nicht  frei,  sondern  über  eine  Fläche  gespannt  und  der  beweg- 
liche Punkt  auf  der  Fläche  zu  bleiben  gezwungen  ist.  Indem  man  den 
Widerstand  Eds  der  Fläche  der  Kraft  Pds  hinzufügt,  kann  der  Faden  als 
frei  angesehen  werden.    Daher  ist  der  Faden  die  Bahn  für  die  Bewegung 

eines  Punktes,  für  welche  —  proportional  der  Resultanten   von  P  und  R 

v 

und  v  proportional  der  Spannung  T  ist ,  aber  cp  bei  gleicher  Richtung  ent- 
gegengesetzten Sinn  mit  dieser  Resultanten  hat.  Indem  man  die  Fläche 
wieder  hinzufügt  und  den  beweglichen  Punkt  auf  sie  zwingt,  vertritt  der 
aus  B  entspringende  Bestandteil  der  Beschleunigung  diesen  Zwang  und 
wird  durch  die  Fläche  ersetzt,  so  dass  der  erste  der  beiden  Sätze  des  §.  2. 
auch  für  den  über  die  Fläche  hingespannten  Faden  gilt.  Dabei  verdient 
hervorgehoben  zu  werden,  dass  der  Widerstand  der  Fläche  gegen  den  Faden 
gleichfalls  entgegengesetzten  Sinn  mit  der  Zwangsbeschleunigung  hat,  welche 
den  Punkt  nöthigt,    auf  der  Fläche   zu  bleiben.     Es  ist  von  selbst  klar, 
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dass  auch  der  zweite  der  obigen  Sätze  hinsichtlich  des  Uebergangs  von  der 
Bewegung  eines  Punktes  auf  der  Fläche  zu  dem  Gleichgewicht  des  Fadens 
auf  derselben  fortbesteht  und  in  ähnlicher  We*se  bei  umgekehrter  Folge 
der  Schlüsse  bewiesen  werden  kann. 

Beispiel: 

Ein  schwerer  Punkt  bewegt  sich  auf  einer  krummen  Fläche;  seine  Ge- 
schwindigkeit ist  dann  proportional  der  Quadratwurzel  aus  seinem  Abstände  von 
einer  bestimmten  Horizontalebene,  zu  welcher  er  von  der  Anfangslage  auB  mit 
seiner  Anfangsgeschwindigkeit  vertical  aufsteigen  konnte.  Seine  Bahn  ist  zugleich 
die  GleichgewichtBfigur  eines  schweren  Fadens,  dessen  Spannung  dieser  Quadrat- 
wurzel direct,  für  welchen  aber  das  Gewicht  jedes  Fadenelementes  derselben  um- 
gekehrt proportional  ist. 

§.  8.  Wir  haben  in  B.  I,  S.  430  u.  ff.  eine  Reihe  von  Sätzen  über  die  ge- 
zwungene Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  Fläche  entwickelt.  Der  hier  vor- 
getragenen Theorie  zufolge  lassen  sich  dieselben  sämmtlich  auf  das  Gleichgewicht 
eines  über  eine  Fläche  gespannten  Fadens  übertragen,  wie  wir  in  Bezug  auf  einige 
derselben  zeigen  wollen. 

Im  Punkte  M  des  Fadens  ziehen  wir  die  Normale  der  Fläche  und  die  Tangente 
der  Fadencurve  und  legen  durch  beide  den  die  letztere  berührenden  Normalschnitt 
der  Fläche;  wir  construiren  ferner  die  Normalebene  der  Fadencurve,  welche  die 
Tangentenebene  der  Fläche  in  einer  zur  Tangente  senkrechten  Geraden  schneiden 
wird.  Diese,  die  Tangente  und  die  Flächennormale,  bilden  drei  Axen,  auf  welche 
wir  die  Kräfte  projiciren  wollen.  Es  sei  wie  a.  a.  0.  y  der  Winkel,  welchen  die 
Kraft  P  mit  der  Flächennormale  und  a  der  Winkel,  den  ihre  Projection  auf  die 
Tangentenebene  mit  der  Tangente  bildet,  sowie  fr  der  Winkel  zwischen  der 
Schmiegungsebene  der  Fadencurve  und  der  Tangentenebene.   Dann  hat  man,  weil 

AT       T 

-j— ,  —  die  Componenten  von  P  in  der  Richtung  -der  Tangente  und  Haupt- 
normalen sind 

AT  T  T 

-=—  =»  P  sin  y  cos  a  ,    —  cos  £■  =  P  sin  y  sin  a ,    —  sin  d  =  P  cos  y  +  N. 
da  '     q  Q 

Es  ist  aber  der  Radius  der  geodätischen  Krümmung  q  =  q  :  cos  &  und  der 
Krümmungshalbmesser  des  berührenden  Normalschnitts  R  =  q  :  sin  0*  (S.  B.  I, 
S.  418).    Hiemit  werden  diese  Gleichungen 

dT  T  T 

-j—  =  P  sin  y  cos  a ,   -^-  ■«  P  sin  y  Bin  a ,    -=-  =  P  cos  y  +  N. 

Die  beiden  ersten  von  ihnen  liefern: 

dT         <** 


T  "Jtga 

oder,  wenn  d%  den  geodätischen  Contingenzwinkel  dx  =»  ds  :  o  bezeichnet 

dT       d%_ 
T  "tga* 
woraus  folgt 

T=CeJ%g", 

/>dx 
wwicne  rormei  uer  a.  a.  kj.  entwichenen  rormei  v  ■»  o  e  für  die  Geschwindig- 
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keit  entspricht.    Die  beiden  letzten  der  drei  Gleichungen  zusammen  geben 

in  UebereinBtimmung  mit  der  dortigen  Formel  für  die  Beschleunigung  ip  des  be- 
weglichen Punktes,  nämlich 


♦•-(dü'+G— *)' 


Sie  geht  aus  der  Formel  für  P  unmittelbar  hervor,  indem  man  §.  2.  zufolge  P, 
Ny  T  proportional  setzt   — ,  — ,   v. 

§.  9.  Ist  die  Fläche  abwickelbar  und  hat  die  Protection  von  P  auf  die 
Tangeutenebene  die  Richtung  der  geraden  Erzeugungslinie,  so  ergibt  sich  ähnlich 
wie  B.  I,  S.  434  der  Satz: 

Die  Fadencurve  auf  einer  abwickelbaren  Fläche  für  den  Fall, 
dass  die  Projection  der  Kraft  P  auf  die  Tangentenebene  die  Rich- 
tung der  Erzeugungslinie  hat,  bleibt  auch  dann  noch  Gleichgewichts- 
figur, wenn  die  Fläche  zu  einer  Ebene  ausgebreitet  wird  und  die 
Kraft  P  ohne  Aenderung  von  Grösse,  den  Sinn  und  die  Richtung  der 
Linie  in  der  Ebene  hat,  in  welche  die  Erzeugungslinie  durch  die  Ab- 
wickelung übergeht  Umgekehrt  bleibt  eine  ebene  Fadencurve  auch 
dann  noch  Gleichgewichtsfigur,  wenn  man  die  Ebene  zu  einer  ab- 
wickelbaren Fläche  aufrollt,  deren  Erzeugungslinie  mit  der  Richtung 
der  Kraft  zusammenfällt. 

So  geht  die  Curve,  welche  ein  über  einen  verticalen  Cy linder  hingespannter 
schwerer  homogener  Faden  bildet,  in  eine  Kettenlinie  über,  wenn  die  Cy  linder- 
fläche zu  einer  ihrer  Tangentenebenen  ausgebreitet  wird.  Dieser  Satz  entspricht 
dem  folgenden:  die  Curve,'  welche  ein  schwerer  Punkt  auf  einer  verticalen  Cyliu- 
derfläche  beschreibt,  geht  in  eine  Parabel  über,  sobald  der  Cylinder  zu  einer  seiner 
Tangentenebenen  ausgebreitet  wird. 

§.  10.  Für  sphärische  Fadencurven,  für  welche  die  Kraft  P  stets  mit  einem 
festen  Durchmesser  00'  in  eine  Ebene  (Meridianebene)  fällt,  seien  der  Winkel  g>, 
den  die  Meridianebene  eines  Punktes  M  der  Curve  mit  der  Meridianebene  des 
Anfangspunktes  bilde  und  der  sphärische  RadiuBvector  OM  =»  r  (S.  B.  I,  S.  435, 
Fig.  174,  wenn  r  statt  q  gesetzt  wird)  die  sphärischen  Coordinaten  von  M.  Da 
die  kürzesten  Linien  auf  der  Kugel  grösste  Kreise  sind,  so  ist  der  geodätische 
Contingenzwinkel  d%  der  unendlich  kleine  Winkel,  welchen  zwei  die  Fadenlinie 
in  den  aufeinanderfolgenden  Punkten  M ,  M'  berührende  grösste  Kreise  mit  ein- 
ander bilden.  Ist  a  der  Winkel  OMM\  so  hat  man,  wie  dort  ds  •  cos  a  —  —  dr 
und  wenn  p  das  sphärische  Perpendikel  0  P  bedeutet ,  welches  vom  Pole  0  auf 
die  geodätische  Berührende  gefällt  werden  kann,  erhält  man  dx :  tg  a  «=  —  d  •  Z  sinp, 
also  nach  den  Formeln  des  §.  7. 

sin  p* 

d.  h.  die  Spannung  ist   dem  Sinus  des   sphärischen  Abstandes  p   des 
berührenden  grössten  Kreises  vom  Pol  umgekehrt  proportional. 

Ferner  ergibt  sich  der  Radius  der  geodätischen  Krümmung  9  =  — — r-    -  • 
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Mit  Hülfe  dieses  Ausdruckes  und  des  eben  gefundenen  Werthes  für  T  erhält  man 

weiter  nach  §.7.:    T  :  q  =  P  sin  y  sin  a,  mithin 

sin  r  •  dr       C 

d  •  sin  p         P  sin  y  sin  p  sin  a  ' 

welches  die  Differentialgleichung  der  Fadencurre  in  Bezug  auf  p  und  r  als  Coor- 
dinaten  ist,  sobald  P  sin  y  durch  p  und  r  dargestellt  wird.   Da  sin  r  •  sin  a  =  sin  p 

ist,  so  kann  man  sie  schreiben 

Cd-  *in  p 
dr  =»  -yz — : —  — .  = —  • 
P  Bin  y     sin*  j) 

Wenn  z.  B.  der  Faden  schwer,  also  P  =»  g  ist,  so  wird,  falls  0  der  tiefste 

Punkt  der  Kugel  ist,  y  »  r,  mithin  ist 

,  (7     d  sin  p 

ein  r  ar  =  —  •  — r  *— 
#       sinzjj 

die  Differentialgleichung  der  sphärischen  Kettenlinie  in  r,  p.   Ihre  Integration  gibt 

Q 

(A  -J-  cos  r)  sin  j>  «■  — 

d  T  ,       , 

Da  sin  j>  =  sin  r  sin  a  und  ds  •  cos  a  =  —  dr ,  also  cos  a  = t—  und  mithin 

(d  r'N^       sin  r  •  d  <p 
1 -«».») dT- 

ist,  so  geht  diese  Gleichung  über  in 

( A  +  cos  r)  sin2  r  ~-  =  — - . 

ds         g  ' 

worin  , 

^«(dH  +  sin'rrfip*)* 

zu  setzen  ist  Dies  ist  die  Differentialgleichung  erster  Ordnung  der  sphärischen 
Kettenlinie.  Je  nachdem  J.  =»  0,  <  0,  >  0  ist,  kann  sie  als  parabolische, 
elliptische  und  hyperbolische  Kettenlinie  bezeichnet  werden. 

Aus  der  obigen  allgemeinen  Formel  für  den  Radius  der  geodätischen  Krüm- 
mung ergibt  sich  für  die  sphärische  Kettenlinie 

*  ^  c    1 

Q         g     sin8  p ' 

d.  h.  der  Radius  der  geodätischen  Krümmung  der  sphärischen  Ketten- 
linie ist  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  des  Sinus  des  sphä- 
rischen Abstandes  der  Tangente  vom  Pol. 

Die  sphärische  Kettenlinie  kann  in  einen  horizontalen  Kreis  degeneriren.  Für 
einen  solchen  ist  r  constant  und  reducirt  sich  die  Differentialgleichung  auf 

Q 

LA  +  cos  r)  sin  r  «  -  • 

9 

Hierbei  ist  T  constant,  nämlich  T  —  (7:  sin  j?  =  C:  sin  r;  ferner  ist  Q  =»  tg  r  =»  tgp. 

Eliminirt  man  zwischen  2  =»  — r- = —  —  tg  r  und    T  =  C  :  sin  p  =»  C  :  sin  r    die 

r       g  surjj        ^ 

Constante  C,  so  folgt 

T  =  g  tg  r. 

Diese  Gleichung  entspricht  der  Formel  für  die  constante  Geschwindigkeit  des 
spärischen  Pendels,  wenn  die  Bahn  ein  Kreis  ist,  nämlich 

,          sin"  r 
t>*  =»  g 

9  cos  r 
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Die  Kreisbahn  des  sphärischen  Pendels  liegt  immer  auf  der  unteren,  die  Curve 
des  schweren  Fadens,  wenn  sie  ein  Kreis  ist  auf  der  oberen  Halbkugel. 

§.  11.  Um  die  Analogie  zwischen  der  Bewegung  eines  Punktes  und 
dem  Gleichgewichte  am  biegsamen  Faden  auch  in  den  Gleichungen  beider 
Probleme  deutlich  zu  erkennen,  wollen  wir  die  Bewegungsgleichungen  des 
Punktes  so  umgestalten,  dass  sie  die  Form  der  Gleichgewichtsbedingungen 
des  Fadens  annehmen.     Sie  sind 

cPx  _  #y_  Y     cPz_  7 

dt2  ~     '     dt2  ~  *'     dt*~     ' 

Es   ist   aber   g?  =  ±  (J)  =  l(g)  .  Jj  =  v  £(.  g)   und    ahnlich 

für  die  beiden  andern  Coordinaten;  sie  gehen  daher  über  in 

/    dx\        X  ,         „     ,  (    dy\        Y  J         ^    J  /  dz\        Z  3 

d\v- ds  =  Oy  div-^f ds  =  0,  d[v  —  ) ds  =  0. 

\   ds/         v  \    ds/         v  \  ds/        v 

Die  Gleichgewichtsbedingungen  des  Fadens  aber  sind 

d(rp)  +  X'dm  =  01  ^{jj)+  Y'dm  =  0,  d  (l1^  +  Z'dm  =  0 

und   in   dem   speciellen  Falle,   dass   die   specifische   Masse  y  constant  und 
y  =  1,  also  dm  =  y  •  ds  —  ds  ist, 

'  (T  s) + x  <"  -  °-d  (**£) + r  *  -  •• '  (*s) +«•-•• 

Man    sieht,    dass    beiderlei   Gleichungen  identisch  werden  durch   die  Sub- 
stitutionen 

-  =  —  XX\      Y \T,      -  =  -XZ\      v  =  XT. 

V  V  V 

Für  den  nicht  homogenen  Faden  wäre  zu  setzen 

-ds=  —  XX'dm,      ~ds=  —  XY'dm.      -ds  =  —  XZ'dm,    v  =  XT 

V  V  V 

und  diesen  Bedingungen  kann  genügt  werden  durch 

X=  —  aX\     T=  — «r,     Z=  —  uZf,     v=XTy 

dt  =  ß  •  dm. 
W.  z.  b.  w. 

Wir  haben  in  Cap.  VI  die  Gleichgewichtsbedingungen  des  Fadens  verschie- 
denen Transformationen  unterworfen.  Die  analogen  Umformungen  der  Bewegungs- 
gleichungen eines  Punktes  sind  folgende: 

_.     dx         dx       ,    ,      d*x       dv  dx   ,     ,  d%x   ...  ,„  ,. 

Da  -tt  ™  v  -r-  und  also  -r-»  =  -r-  -3 — \-  tr  5-^  ist,   etc.,    so    können    die 
dt  da  dt*        dt  ds    '        ds* 

Bewegungsgleichungen  in  der  Form  geschrieben  werden: 
dv  dx 


dt  dx 


te 4- B« d2*  => x  dv  dy±v*d*y*-Y  d~  *?  +  „*  — =Z 

lx  +  V   ds*        *'   dtdi  +  V   ds*        *'    dt  ds^V   ds*      ^ 
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Eliminirt  man    -  so  kommt: 

a  t 


dy 
ds 


dz 
ds 


d*y  d?z 
ds*  ds* 


dy     dz 
~ds 

Y 


ds 
Z 


V 


de 

dx 

ds 

ds 

d*z 

d*x 

ds* 

ds* 

dz 
ds 


dx 
ds 


Z     X 


V 


dx 
ds 
d*x 
ds* 


dy 
ds 

<Py 
ds* 


dx 
ds 


dy 

ds 


und  wenn  auch  v*  eliminirt  wird: 


ds 


dz 

dy    dz  j 

dz  dx 

dz    dx 

dx  dy 

dx    dy 

ds  i 

ds     ds 

ds   ds 

ds     ds 

ds    ds 

ds     ds 

Z 

• 

d*y    d*z 
ds*     ds* 

Z  X 

m 

d*z  d*x 
ds*    ds* 

X    Y 

• 

d*x    d*y 
d~s*    ds* 

Würde  man  erst  v*  und  dann  -=—  eliminirt  haben,  so  hätte  man  ähnlicherweise 
gefunden : 


'  d*y  d*z 

d*y  d*z 

d*z  d*x 

d*z  d*x 

'ds*    ds* 

ds*   ds* 

ds*    ds* 

ds*    ds* 

Y    Z 

• 

dy    dz 
ds    ds 

Z    X 

m 

dz   dx 
ds     ds 

d*x  d*y 

d*x  d*y 

ds*    ds* 

5?    ds* 

X      Y 

m 

dx    dy 
ds     ds 

dv 
dt 


Die  Combination  der  beiderlei  Resultate  liefert  daher  als  die  Gleichungen  der 
Bahn  des  Punktes: 


dy  dz 
ds   ds 

. 

d*y  d*z 
ds*   ds* 

de  dx 
ds    ds 

• 

d*z  d*x 
ds      ds 

dx'  dy 
ds    ds 

m 

d*y  d*y 
ds*   ds* 

Y    Z 

i 

i 

Y     Z 

Z     X 

Z  :  X 

X      Y 

X      Y 

dv 
~dt 


Diese  Gleichungen  gehen  durch   die  oben  genannten  Substitutionen  in  die  Glei- 
chungen der  Fadencurve  über  ohne  ihre  Form  zu  ändern.    Es  ändert  sich  blos 


5-* »  v* :  h  * »  welcher  über- 
at  at 


derWerth  der  drei  gemeinschaftlichen  Verhältnisse  v*, 

geht  m   —  T,   — — ,  —  T:-^— • 

0  '         ds  ds 

Für  die  Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  Fläche  und  das  Gleichgewicht 
eines  über  sie  hiugespannten  Fadens  sind  die  Gleichungen 

'(•S)-(?+t)*- '(•£)-(?+*)'— • 


4  £)-(!+?)— «■ 
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d  (Tdj)  ~ (X'  +  ^  ds "  °-   d  (r3?)  ~ (r  +  N2ds*~  °. 

welche  dnrch  dieselben  Substitutionen  in  einander  übergehen,  wie  bei  der  freien 
Bewegung  und  dem  freien  Faden.  Ist  U  =»  0  die  Gleichung  der  Fläche ,  so  be- 
stehen zugleich  noch  die  Gleichungen 


m     jv: 


N. 


X 


N 


NL 


V 

X 


5 
üi 


n: 


ir 


U»       U'      (ü?+  U?+  ürf'    U*      Ui      U>     (JJ?  +  U?  +  ütf 

Sind  X  —  Y  —  Z  =  0,  so  wird  v  vermöge  d  •  -Je*  =  Xda;  +  ^J/  +  Zdz  con- 
stant  und  ebenso  T  constant  wegen  — dT  =  (X'da:  -f-  T'dy  +  Z'dz)  (S.  Cap.  VI, 
S.  91).    Daher  sind  die  Gleichungen  des  einen  oder  des  andern  Problems 


d*z 

"  ds*  ~  A» 


0,    v£L-N. 


t^-K^o, 


d%Z  -KT 

d*z 


0, 


ds2 
T  ^  —  N'  =  0      r  — -  —  N'  «  0 


und  liefern  beide  als  Gleichungen  der  Curve  die  der  geodätischen  Linie 

^5  .  u'  -  ^  •  U'  -  —  •  CT  - 

§.  12.  Es  ist  von  Wichtigkeit,  die  Analogien  der  beiden  Probleme 
bis  zu  den  Principen  zu  verfolgen,  welche  Integrale  ihrer  Gleichungen 
liefern. 

Combiniren  wir  die  Gleichungen 

*(**£)  + Xds=0'  d(Tdi)  +  Tds-0'  d(T¥)  +  Zds=° 

nach  der  Manier  der  Determinantenbildung,  so  folgt 


y 


z 


('$<('£) 


+ 


X 


y  * 

Y  Z 


d$  =  0, 


y 


x 


d 


('*)  <Tt 


dx\ 


+ 


Z  X 

ZX 


ds  =  0, 


d 


(*£)*(*£) 


+ 


x  y 
X  Y 


ds  =  0. 


=  0, 


=  0 ,  d.  h.  dass 


Sind  nun  X,  Y,  Z  so  beschaffen,  dass 

X_  Y^  Z 

x  ~  y         z 

ist,  d.  h.  geht  die  h^raft  P  durch  den  Coordinatenursprung,  so  reduciren 
sich  die  Gleichungen,  wie  leicht  ersichtlich  ist,  auf 


y  Z    =  0    >*  x 

YZ\  '   \ZX 


x  .y 
XY 


d-  T 


y    z 

dy  dz 
ds  ds 


=  0,     d-T 


z    x 
dz  dx 
ds  ds 


x    y 

==o, 

d-  T 

dx  dy 
ds  ds 

=  0 
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und  liefern  die  drei  Integrale 

y    * 


T , 

dy  dz 


=  dt-ds,     T 


z    x 
dz  dx 


=  rf2  •  ds,     T 


dxdy\       "*    (lS' 


Diese  letztem  genügen  der  Bedingung 

dyx  +  d2y  +  d^z  =  0, 

d.  h.  die  Fadencurve  ist  in  einer  Ebene  des  Coordinatenursprungs  ent- 
halten. Die  Bildung  der  Quadratsumme  der  drei  Integralgleichungen  gibt, 
weil  die  Quadratsumme  der  drei  Determinanten  das  Quadrat  der  doppelten 
FlSche  2A  des  Dreiecks  ist,  dessen  Basis  das  Bogenelement  ds  und  dessen 
Spitze  der  Coordinatenursprung  ist, 


2A-T=dsVdl  +  d\  +  ~d\ 

und  wenn  p  das  vom  Ursprung  auf  die  Tangente  gefällte  Perpendikel,  also 
2A  =  pds  ist 

d.  h.  die  Spannung  ist  umgekehrt  proportional  ihrem  Abstände  vom  Ursprung. 

Wir  erhalten  daher  den  Satz,  welcher  dem  Flächenprincip  bei  der 
Bewegung  eines  Punktes  entspricht: 

Halten  sich  an  einem  biegsamen  Faden  Centralkräfte  Pds 
das  Gleichgewicht,  so  ist  die  Fadencurve  in  einer  Ebene  des 
Centrums  enthalten  und  ist  die  Spannung  des  Fadens  ihrem  Ab- 
stände vom  Centrum  umgekehrt  proportional. 

Dass  die  Curve  eben  ist,  folgt  unmittelbar  daraus,  dass  bei  jedem 
Fadengleichgewicht  die  Kraft  P  in  die  Schmiegungsebene  der  Curve  fällt 
und  hier  alle  Schmiegungsebenen  durch  einen  Punkt  hindurchgehen,  mithin 
zusammenfallen,  weil  jede  zwei  aufeinanderfolgende  Tangenten  enthält. 

Ist  if>  der  Winkel,  welchen  der  Radiusvector  r  vom  Centrum  0  nach 
dem  Curvenpunkte  M  mit  der  Tangente  bildet,   so  wird  p  =  r  sin  g>  und 

Q 

daher  T  =  — ; —  •    Für  den  Fall,  dass  das  Centrum  ins  Unendliche  rückt, 
r  smqp 

erlangt  P  constante  Richtung  und  wird   T  der  Cosecante  von  if;  propor- 

C 

tional,  da  —   sich    einer   Constanten    nähert.     Hiemit   erhalten    wir   einen 
r 

früher  gefundenen  Satz  wieder  Reduciren  sich  nicht  alle  drei,  sondern  nur 

eine  der  obigen  Determinanten  auf  Null,  ist  z.B.X:x=Y:yy  so  gilt 

der  vorstehende  Satz  nur  für  die  Projection  der  Fadencurve  auf  die  Ebene 

der  x,  y.    Die  Kraft  P  schneidet  dann  in  allen  Lagen  die  #-Axe. 

§.  13.  Das  Analogon  zum  Princip  der  lebendigen  Kraft  ist  bereits 
Cap.  VI,  §.  1,  Nr.  4,  S.  91  in  der  Formel 

d  T  —  —  (Xdx  +  Ydy  +  Zdz) 
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aufgestellt  worden,  welche,  wenn  die  rechte  Seite  das  Differential  einer 
Function  U  von  #,  y,  z  ist,  sofort  ohne  Kenntnis  der  Fadencurve  für  die 
Spannung  liefert: 

dT=  —  dü,    T—T0  =  —  (U—U0)     oder     T=  —  U  +  h. 

Wenn  also  eine  Eräftefunction  U  existirt,  so  hangt  die  Spannung  blos  von 
den  Coordinaten  des  Punktes  ab  und  kann  unabhängig  von  der  Natur  der 
Fadencurve  gefunden  werden.  Die  Spannung  ist  dieselbe  in  allen  Punkten 
einer  Niveaufläche  U  =  C,  also  insbesondere  in  allen  Punkten,  welche  die 
Fadencurve  mit  einer  solchen  Fläche  gemein  hat.  Dieselben  Sätze  gelten 
für  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  eines  Punktes,  wenn  für  dessen  Be- 
schleunigung eine  Eräftefunction  existirt  (Bd.  I,  S.  359). 

Wir  fanden  §.  11,  dass  wenn  X,  F,  Z  die  Componenten  der  Kraft  P 
am  homogenen  Faden  sind,  die  Componenten  der  Beschleunigung  der  Be- 
wegung eines   Punktes,    dessen   Bahn  die  Fadencurve  ist,   gleich  —  XvX, 

—  kvY,  — XvZ  oder,  da  v  =  IT  ist,  wenn  wir  A=  1  setzen  gleich  — TX, 

—  TY,  —  TZ  genommen  werden  können,  so  dass  die  Bewegungsgleichungen 
selbst  sind 

de~~~TX'    d? —     '    <*** 

Existirt  nun  eine  Eräftefunction  U  für  das  Fadenproblem,  so  sind 

z=a-     r=—    z  =  —  • 

dx  '  dy  '  dz 

Hiemit  werden  die  Gleichungen  der  Bewegung 


,  -  (ff  -  *)  0:-  =  iz  (±ff2  -  hu\ 


#y     (TT     h^v      d 

dt%        v  J  dz        dz  VT  y' 

d.  h.:  Gibt  es  für  das  Gleichgewichtsproblem  des  homogenen 
Fadenl  eine  Eräftefunction  U,  so  gibt  es  auch  für  das  entspre- 
chende Bewegungsproblem  eines  Punktes  eine  solche  und  ist 
dieselbe  \TJ%  —  hü,  wo  h  eine  Constante  bedeutet. 

Besteht  umgekehrt  für  das  Bewegungsproblem  eine  Kräftefunction  ET, 

O  TT 

so  dass,  wenn  X,  T,  Z  die  Componenten  der  Beschleunigung  sind   -  -  =  X, 

dx 

7\TT  TlTT 

— —  =  Y,    -r-  =  Z  werden,  so  ist  iv2  =  Z7+  h.  wo  h  eine  Constante 

dy  '     dz  2  ■      ' 

bedeutet.    Die  Kraftcomponenten  des  Gleichgewichtsproblems  sind  alsdann, 
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x        y        z    n      ,        du        i  du        i 

—  « — , —  —  oder  also  —  —  •  — • ^i- 

v  *  v  3x    ]/2  ü  +  h  $9     }/2ü  +  /«, 

, —  •     . —      .  _    ,  oder  wenn  wir  wieder  k  =  1  setzen, 

dz    Y2U+h 

£v           0v           8t; 
d.  h.  — ,    — — , •     Daher: 

•       d*%         dy'        dz 

Gibt  es  für  das  Bewegungsproblem  eines  Punktes  eine 
Kräftefnnotion  U%  so  besteht  auch  für  das  entsprechende  Gleich- 
gewichtsproblem    des    homogenen    Fadens    eine    solche;    sie    ist 

—  "^2  U  +  ä,   nämlich   die   Geschwindigkeit    des   Bewegungspro- 
blems mit  umgekehrtem  Zeichen. 

Beispiele. 

1.  Der  Faden  bilde  eine  verticale  Kettenlinie  in  der  xy- Ebene;  es  ist  also 
X  —  0,  Y  —  —  g,  Z=*0,  äT  =*  gdy,  T  =-  gy  +  h.  Wahlen  wir  die  Directrix 
und  die  Axe  der  Kettenlinie  zu  Axen  der  x,  y,  so  wird  h  =»  0,  T  =»  gy.  Die 
Gleichungen  des  entsprechenden  Bewegungsproblems  sind  daher  nach  dem  Obigen 

d*x       Ä     d*y        , 

Ihre  Integration  liefert  x  =*  at  -\-  ßy  y  =-  Ce    +  C'e       ,     indem    der     zweiten 
Gleichung  als  einer  linearen  mit  constanten  Coefficienten   Exponentialfunctionen 

genügen.    Es  seien  für  *  —  0  die  Coordinaten  x  =»  0,  y  =  -±  und  -^  =-  0,  d.  h. 

T 
die  Bewegung  beginne  im  Scheitel;  dann  wird  ß  =-  0,  —  =  C+(7,  0=-=C—CT, 

also  C  =-  CT  =-  4  —  und  hiermit 
folglich  nach  Elimination  von  t: 


»-«*.  y - i^°  («"  + «"") . 


9  9    „v  ,    *  * 


y»^  (/•*+«     r«*)  od«r  V  =  i«(ia  +e     «Y  wenn  T0-p«. 

2.  Es  sei  die  Kraft  P  am  Faden  eine  Centralkraft,  proportional  der  nten  Potenz 

des  Abstandes  r.    Dann  sind  ihre  Componenten  —  ar*~~1x,    —  arn~ly1  mithin 

ar*  +  l 
ist  die  Kräftefunction  U  «■ r-  .    Die  Beschleunigung  des  entsprechenden  Be- 
il -p*  1 

wegungsproblems  ist  dann   y^r^  +  h)  ar%  —  ^f2n  +  1  +  Br"-     Iat   die  Cen" 
tralkrafb   — ,  so  wird  die  Beschleunigung  von  der  Form    -  -^  +  —  • 


§.  14.   Unter  der  Voraussetzung,  dass  eine  Krttftefunction  U  für  das 
Gleichgewichtsproblem  existirt,  vermöge  welcher  also  T  —  T0  —  —  (U—U0) 

Schill,  Mechanik.    IL  II 
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und  X  =  -  -  ,     T  =  — ,     Z  =  -  -  sind ,  gilt  noch  ein  anderes  Princip, 

ex  dy  dz 

dessen  Analogon  bei  der  Bewegung  eines  Punktes  das  B.  I,  S.  351  er- 
wähnte Princip  der  kleinsten  Wirkung  ist.  Es  seien  A)  B  zwei  feste 
Punkte  der  Fadencurve.  In  allen  ihren  Punkten  ist  die  Spannung  T  durch 
die  vorstehende  Gleichung  gegeben.  Die  Function  T  ist  aber  eine  Function 
des  Ortes  (der  Coordinaten  x,  y,  z)  und  hat  in  jedem  Punkte  des  Baumes 
einen  bestimmten  Werth,  wenn  sie  auch  nur  für  die  Punkte  der  Faden- 
curve eine  Spannung  darstellen  kann.  Zieht  man  durch  A  und  B  irgend 
eine  andere  Curve,  multiplicirt  in  jedem  Punkte  derselben  den  Werth,  den 
die  Function  T  daselbst  hat,  mit  dem  Bogenelemente  ds  dieser  Curve  und 

bildet    das  Integral  jTds^    ausgedehnt  von   A    bis  B   über   den   ganzen 

Bogen  derselben,  so  wird  der  Werth  dieses  Integrals,  welcher  mit  der 
Wahl  der  Curve  veränderlich  ist,  im  Allgemeinen  ein  Maximum  oder  Mini- 
mum, wenn  die  Curve  mit  der  Fadencurve,  wofür  T  die  Spannung  dar- 
stellt, zusammenfallt. 

Zum  Beweise  werden  wir  die  willkührlich  zwischen  A  und  B  gezogene 
Curve  sich  unendlich  wenig  ändern,  d.  h.  in  eine  andere,  gleichfalls  durch 
A  und  B  gehende  Curve  übergehen  lassen  und  zeigen,  dass  die  daraus 

entspringende  unendlichkleine  Aenderung  öjTds    des    Integrals    Null    ist, 

wenn  die  Curve  mit  der  Fadencurve  zusammenfällt.  Denn,  da  die  Grenzen 
des  Integrals  fest  sind,  so  ist 

öfTds*=fö-Tds. 
Ferner  hat  man 

<?.  Tds  =  öT>ds  +  T-  öds. 

Aus  der  Gleichung 

T-T0--(U-U0) 
folgt  aber 

ÖT iU ßf '*  +  |rr'^+8i''*) (Xtx+Yty  +  Zid). 

Andrerseits  ist  d£  =  dx*  +  dy%  -f-  d*2,  mithin 

ds  •  ids  =  dx  •  Sdx  +  dy  •  6dy  -f-  dz  •  ddzf 

dx  dv  dz 

also   öds  =  —  Sdx  +  -~  idy  +  —  6dz.     Fügt  man  die  Werthe  für  T, 

ds  ds  ds 

iT,  öds  in  die  Gleichung  für  öTds  ein,  so  ergibt  sich 
ö  .  Tds  =  —  (Xdsöx  +  Ydsöy  +  Zdsöz) 
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Wählt  man  nun  zu  der  zu  variirenden  Curve  die  Fadencurve  selbst,  so  ist 

d(T£)+xds=°>  <>{**£) +Yds=°>  d(Tt)-zds=° 

und  wird  hiemit 

* • Tds  -  d  (TS)  8*  +  d  (rsf)  "  +  «  (rS  " 

~     ds         ^     ds      *~     da        ' 

oder  indem  man  das  erste  und  vierte,  zweite  und  fünfte,  dritte  und  sechste 
Glied  zusammenfaßt  und  berücksichtigt,  dass  ddx  =  ddx  etc.  ist, 

-'['%»  +  '%••  +  '>]■'> 

Integrirt  man  nun,  so  kommt  allgemein 

CdTds  —  T-ß  ix  +  TdJ '  6y  +  T*ß  de  +  Const. 

*/  «Ä  dfi  da 


*)  Der  Satz 


dy       d<Jy 


da;  da: 

oder  kürzer,  weil  dx  keine  Aenderung  erleidet: 

ddy  «  dtfy, 

von  welchem  wir  bei  dieser  Ent Wickelung  Gebrauch  machten,  erweist  sich  leicht 
in  folgender  Art  Es  Bei  (Fig.  54)  AMM'B  die  Projection  der  wirklichen  Bahn 
auf  die  xy- Ebene,  ApfiB  die  irgend  einer  Nachbarcurve  derselben  und  PM  =  y, 
also  Pfi  =  y  +  dy\  für  eine  unendlichkleine  Aenderung  des  x,  nämlich  PF' 
«■  dx  wird  man  dann  einerseits  haben: 

P>'  -  r  M '  +  M >  -  (y  +  dy)  +  d  (y  +  dy) , 

andererseits  aber  auch 

P>'  -  Pp  +  d  •  Pf*  -  (y  +  dy)  +  d  (y  +  *y). 

Da  nun  ganz  altgemein  die  Aenderung  einer  Summe  gleich 
der  Summe  der  Aenderungen  der  einzelnen  Summanden 
sein  mus8,  so  ergibt  sich  durch  Vergleichung  beider  Aus- 
drücke 

y  +  dy  +  dy  +  ddy  —  y  +  dy  +  dy  +  ddy, 

ddy  =■  ddy. 
Integrirt  man  diese  Gleichung,  so  folgt  weiter 

fddy  =»  dy 


i^T 


JPP' 

Flg.  54. 


d.  h. 


und  da  y  t=fdy  ist: 


JVdy  «  dfdy. 


11 
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Da  aber  an  den  Grenzen,  weil  sie  fest  sind  öx  =  dg  =  de  =  0  wird, 
so  folgt  für  das  über  den  Bogen  AB  ausgedehnte  Integral 

JöTds  =  ifTds  =  0, 

w.  z.  b.  w.     Es    genügt    daher    das    Integral   JTds,    ausgedehnt 

über  irgend  einen  Bogen  der  Fadencurve  mit  festen  Endpunkten, 

im  Allgemeinen  der  Bedingung  SjTds  =  0  des   Maximums  oder 

Minimums,  d.  h.  es  ist  kleiner  oder  grösser  als  der  Werth,  den 
es  für  jede  unendlich  wenig  von  der  Fadencurve  abweichende, 
durch  dieselben  Endpunkte  gehende  Curve  annimmt. 

Denkt  man  sich  durch  alle  Punkte  der  Fadencurve  die  Niveauflachen 
U  =  Const.  gelegt,  so  zerschneiden  sie  die  Fadencurve  und  die  Nachbar- 
curve  in  Bogenelemente.  Man  kann  die  Nachbarcurve  offenbar  so  ziehen, 
dass  ihre  Elemente  nicht  kleiner  sind,  als  die  zwischen  denselben  auf- 
einanderfolgenden Niveauflächen  enthaltenen  Elemente  der  Fadencurve.  Da 
nun  auf  einer  Niveaufläche  T  constanten  Werth  hat,  so  sieht  man,  dass 
die  Elemente  Tds  des  Integrals  für  die  Nachbarcurve  nicht  kleiner,  als 
für  die  Fadencurve  sind.  Daher  ist  das  Integral  für  die  Faden- 
curve im  Allgemeinen  ein  Minimum.  Ob  ein  solches  wirklich  ein- 
tritt, kann  nur  durch  die  Bildung  von  i*jTds  und  dessen  Beschaffenheiten 
entschieden  werden. 

Dieser  Satz  gilt  auch  noch  für  die  Fadencurve  auf  einer  Fläche;  die 
Nachbarcurven  sind  dann  aber  nur  solche,  welche  ebenfalls  auf  der  Fläche 
zwischen  den  festen  Endpunkten  A,  B  gezogen  werden  können.  Ist  nämlich 
F  =  0  die  Gleichung  der  Fläche  und  Bds  der  Widerstand,  so  sind,  wenn 

(F?  +  F?  +  F',*y~  *  =  W  gesetzt  wird,  dessen  Componenten  RF*  Wds 
RF'yWds,  RF*MWds  und  sie  verbinden  sich  mit  Xds,  Yds,  Zds  in  den 
Gleichungen  der  Fadencurve.     Aus  der  Gleichung 

d  T  =  —  [(X  +  R  WK)  dx-\ ] 

verschwinden  sie,  da  F*xdx  +  F^dy  +  F*zdz  =  0  ist,  weil  dies  die  Diffe- 
rentialgleichung der  Fläche  ist;  daher  besteht  die  Gleichung 

unverändert  fort,  wie  für  den  freien  Faden.  Es  ist  daher  auch  für  den 
über  die  Fläche  gespannten  Faden  öfTds  =  0 . 

Sind  X,  r,  Z  Null,  wird  also  der  Faden  blos  von  Endkräften  ge- 
spannt, so  ist  T  constant,  also  $Jds  —  0,  d.  h.  die  Fadencurve  ist  eine 
kürzeste  Linie. 

Der  analoge  Satz  für  die  Bewegung  eines  Punktes  wird  erhalten,  indem 
man  der  Theorie  von  §.  2   gemäss  die  Spannung  T  proportional  der  Ge- 
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Bchwindigkeit  v  setzt,  während  das  Bogenelement  ds  unverändert  bleibt, 
oder  auch,  was  gleichbedeutend  ist,  durch  vdt  ersetzt  wird. 

Wenn  daher  für  ein  Bewegungsproblem  eines  Punktes  eine 
Kräftefunction  existirt,  vermöge  welcher  die  Geschwindigkeit 
v  desselben  eine  Function  des  Ortes  ist,  und  man  nimmt  auf  der 
Bahn  des  Punktes  zwei  feste  Punkte  A,  B  an  und  bildet  längs 
irgend    einer   durch    diese    hindurchgelegten   Curve    das   von  A 

bis  B  erstreckte  Integral  Jvds,  so  wird  dasselbe  im  Allgemeinen 

ein  Minimum,  wenn  diese  Curve  mit  der  Bahn  des  Punktes  zu- 
sammenfällt. Dieser  Satz  führt  den  Namen  des  Principe  der  kleinsten 
Wirkung  und  wurde  zuerst  von  Euler  aufgestellt  {Methoäus  inveniendi  etc. 
Additamentum  II ,  de  motu  prqjectorum  in  medio  resistente ,  1744).  Er  gilt 
auch  in  allgemeiner  Form  für  die  Bewegung  von  Systemen  und  werden 
wir  später  auf  denselben  zurückkommen. 

Aus  der  Gleichung  öJTds  «=»0,  wo  T=£7  +  A  ist,  kann  man  nach 
den  Grundsätzen  der  Variationsrechnung  die  Gleichungen  des  Gleichgewichts 
am  Faden  ebenso  ableiten,  wie  aus  der  entsprechenden  Gleichung  ijvds  =  0, 
wo  \i?  =  U  "^-  ä,   die  Gleichungen   der  Bewegung   eines  Punktes  folgen. 

§.  15.    Aus  dem  Satze  SjTds  =  0  wollen  wir  einige  Folgerungen 

für  die  Kettenlinie  ziehen.  Es  sei  die  Fadencurve  die  verticale  Ketten- 
linie; für  sie  ist  die  Spannung  T  der  Ordinate  y  proportional;  mithin  wird 

jTds  proportional  Jyds.  Es  besteht  aber  für  die  Ordinate  y0  des  Massen- 
mittelpunktes  eines  Bogens   AB   die   Gleichung   y0'Jds=fyds.     Sind 

daher  über  einer  Horizontalebene  zwei  Punkte  A,  B  gegeben, 
so  hat  unter  allen  durch  diese  Punkte  begrenzten  Curvenbogen 
für  den  Bogen  AB  der  vertioalen  Eettenlinie,  deren  Directrix 
in  diese  Horizontalebene  fällt,  das  Produkt  aus  der  Länge  des 
Bogens  und  dem  Abstände  seines  Massenmittelpunktes  von  der 
Horizontalebette  den  kleinsten  Werth.  Hieraus  folgt  sofort,  dass 
unter  allen  solchen  Curven  gleicher  Länge  für  die  Eettenlinie 
der  Massenmittelpunkt  des  Bogens  AB  am  tiefsten  liegt. 

§.  16.  Der  Nerv  der  in  diesem  Gapitel  entwickelten  Analogien  liegt 
darin,  dass  einerseits  v  und  q> dt,  andererseits  T  und  —  Pdm  ein  Parallelo- 
gramm bilden  mit  der  Tangente  als  Seite,  dessen  Diagonalen  v  +  dv  resp. 
T  +  d  T  sind.  Ist  daher  der  Faden  elastisch,  so  dass  ausser  T  noch  das 
Moment  eines  Kräftepaares,  das  Elasticitätsmoment,  auftritt,  so  hört  die 
Analogie  des  Gleichgewichtsproblems  mit  dem  Bewegungsproblem  des  Punktes 
anf,  da  bei  dem  letzteren  das  Analogon  zum  Momente  fehlt.  Nichtsdesto- 
weniger hat  das  Gleichgewicht  eines  elastischen  Fadens  und  das  Problem 
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des  Pendels  eine  auffallende  Analogie,  die  sich  in  der  Uebereinstimmung  der 
Gleichungen  Cap.  VII,  §.10,  S.120  u.S.  395  des  ersten  Bandes  ausspricht.  Dem 
Elasticitätsmomente  entspricht  die  Winkelbeschleunigung,  der  Zeit  die  Bogen- 
länge, sodass  wenn  ein  Punkt  die  elastische  Linie  gleichförmig  durchläuft, 
die  Tangente  derselben  eine  Pendelbewegung  macht,  sodass  ihse  Lage  am 
Ende  des  Bogens  s  dem  Pendelfaden  zur  Zeit  t  parallel  ist.  Solche  Ana- 
logien zu  verfolgen,  haben  wir  erst  später  Veranlassung.  Sie  gehören  zu 
einer  Gruppe,  von  welcher  Kirchhoff  einen  Fall  entwickelt  hat,,  indem  er 
die  Parallele  zog,  welche  zwischen  der  Gleichgewichtsform  eines  elastischen 
Stabes  und  der  Rotation  eines  schweren  Systems  um  einen  festen  Punkt 
geht.  („Ueber  das  Gleichgewicht  und  die  Bewegung  eines  unendlich  dünnen 
elastischen  Stabes44,  Crelle's  Journal,  B.  56,  S.  285  u.  ff.). 


An  Literatur  für  das  vorliegende  Capitel  ist  ausser  Möbius,  Lehrbuch  der 
Statik,  B.  II,  S.  217—246  noch  zu  vergleichen:  Padelletti,  Sulla  teoria  dei 
poligoni  e  delle  curve  funicolari  (Battaglini ,  Giomcde  di  matematiche,  VoL  XIV, 
pp.  14—47,  (1876),  wo  selbst  zu  dem  Hamili ton1  sehen  Princip  für  die  Be- 
wegung eines  Punktes  das  Analogon  für  das  Gleichgewicht  eines  Fadens  auf- 
gestellt wird. 


IX.  Capitel. 

Prinoip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten. 

§.  1.  Wenn  Kräfte  an  irgend  einem  Systeme  zur  Zeit  t  im  Gleich- 
gewicht sind,  so  tilgen  sich  die  Beschleunigungen  gegenseitig,  welche  sie 
hervorrufen  und  üben  sie  mithin  keinen  Einfluss  auf  den  Geschwindigkeits- 
zustand des  Systems  aus.  Welches  auch  immer  dieser  Geschwindigkeits- 
zustand sein  mag,  ist  für  das  Gleichgewicht  der  Kräfte  völlig  gleichgültig; 
es  ist  das  Gleichgewicht  eine  Eigenschaft  des  Kräftesystems,  welche  unab- 
hängig hiervon  besteht.  Man  wird  daher  die  Bedingungen  des  Gleich- 
gewichtes auch  so  darstellen  können,  dass  in  denselben  diese  Unabhängig- 
keit von  dem  Geschwindigkeitszustand  ausgesprochen  wird  und  eine  oder 
mehrere  Relationen  sich  ergeben,  welche  fortbestehen,  welche  Elementar- 
bewegung man  auch  immer  dem  System  beilegen  möge.  Der  betreffende 
Satz,  welcher  diesen  Gedanken  ausdrückt,  führt  den  Namen  „Princip  der 
virtuellen  Geschwindigkeiten"  und  wurde  bereits  vor  Galilei  von 
Guido  Ubaldo  am  Hebel,  von  Galilei  selbst  an  der  schiefen  Ebene  und 
einigen  anderen  einfachen  Maschinen  bemerkt  (DeMa  scienza  meccanica; 
Opere  di  Galileo  Galilei,  T.  I,  p.  265,  Bologna  1655),  in  seinem  vollen  Um- 
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fange  aber  erst  von  Joh.  Bernoulli  in  einem  Briefe  an  Varignon  (Basel, 
26.  Jan.  1717)  ausgesprochen  und  von  Lagrange  zum  Fundamente  seiner 
yJ&6canique  analytique11  erhoben.  Wir  werden  diesen  Satz  zuerst  für  das 
freie  und  das  beschränkt  bewegliche  unveränderliche  System  beweisen  und 
sodann  den  Beweis  auf  das  beliebig  veränderliche  System  mit  beliebigen 
Bewegungsbeschränkungen  ausdehnen. 

§.  2.  Die  B.  I,  S.  67  und  58  allgemein  für  die  Aequivalenz  von  Strecken- 
systemen bewiesenen  Sätze  liefern  für  das  Gleichgewicht  und  die  Aequi- 
valenz von  Kräftesystemen  am  unveränderlichen  Punktsystem  unmittelbar 
die  Sätze: 

Ist  ein  Kräftesystem  an  einem  unveränderlichen  freien  Punkt- 
system im  Gleichgewicht,  so  ist  die  Summe  der  Pyramiden, 
welche  eine  beliebige  Strecke  des  Raumes  zur  gemeinschaft- 
lichen Kante  und  die  Kräfte  des  Systems  zu  Gegenkanten  haben, 
gleich  Null. 

Zwei  äquivalente  Kräftesysteme  haben  in  Bezug  auf  jede 
beliebige  Strecke  des  Baumes  gleiche  Pyramidensummen,  ge- 
bildet aus  dieser  Strecke  als  gemeinschaftlicher  Kante  und  den 
Strecken  des  einen,  wie  des  andern  Systems,  als  Gegenkanten. 

Ist  die  Pyramidensumme,  welche  eine  beliebige  Strecke  des 
Raumes  mit  den  Kräften  eines  an  einem  unveränderlichen  System 
angreifenden  Kräftesystems  als  Gegenkanten  bildet,  für  jede 
beliebige  Wahl  dieser  Strecke  gleich  Null,  so  ist  das  Kräfte- 
system im  Gleichgewicht. 

Haben  zwei  Kräftesysteme  für  jede  beliebige  Strecke  des 
Baumes  gleiche  Pyramidensummen,  so  sind  sie  einander  äqui- 
valent. 

In  Bezug  auf  das  Gleichgewicht  kann  man  daher  zusammenfassend 
behaupten: 

Zum  Gleichgewicht  eines  Kräftesystems  an  einem  freien 
Punktsystem  ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass  die  Summe 
der  Pyramiden,  welche  eine  beliebige  Strecke  des  Raumes  mit 
den  Kräften  des  Systems  bilden,  für  jede  Wahl  der  Strecke  hin- 
sichtlich ihrer  Grösse,  Lage  und  ihrem  Sinne  verschwinde.  Sinn 
und  Zeichen  der  Pyramiden  in  der  Summe  bestimmen  sich,  wie  B.  I,  S.  57 
angegeben  ist. 

Nach  B.  I,  S.  182  ist  ferner  die  Elementarschraubenbewegung  eines 
unveränderlichen  Systems  äquivalent  den  Elementarrotationen  um  zwei  con- 
jngirte  Axen  und  also  der  Geschwindigkeitszustand  äquivalent  den  Winkel- 
geschwindigkeiten um  diese.  Es  seien  nun  a,  a  irgend  zwei  conjugirte 
Axen  für  einen  beliebigen  Geschwindigkeitszustand  des  Systems,  od,  co'  die 
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Winkelgeschwindigkeiten  um  sie  und  seien  letztere  als  Längen  auf  den 
Axen  aufgetragen.  Wendet  man  den  eben  aufgestellten  Satz  auf  co  und  a>', 
als  die  beliebig  wählbaren  Strecken,  an  und  bezeichnet  allgemein  das  Vo- 
lumen einer  Pyramide,  welche  cc  und  ß  zu  Gegenkanten  hat,  durch  [ccß],  so* 
bestehen  für  das  Gleichgewicht  als  nothwendig  und  hinreichend  die  Glei- 
chungen 2[Po>]  =  0,  2[Pa/]  =  0,  welche  bei  der  Willkührlichkeit  der 
.Axen  identisch  dasselbe  aussagen,  sowie  ihre  Summe: 

2;[Pco]  +  2[Pn]  =  0     oder     2([Pa>]  +  [Pw'J)  =  0. 

Der  Inhalt  der  Pyramiden  [Pw]  und  [Po/]  wird  nun  mit  Hülfe  der  kür- 
zesten Abstände  d,  d'  der  Richtungslinie  von  P  von  den  Axen  a,  a  und 
der  Winkel   a,  a',  welche  P  mit  diesen  Axen  bildet,   durch  die  Formeln 

[Pro]  =  ^Pmd  sin  a,     [Po/]  =  £  Pn'tf  sin  a 

gefunden;  wir  führen  aber  in  diese  Formeln  lieber  die  Abstände  r,  r  des 
Angriffspunktes  M  der  Kraft  P  von  den  Axen  a,  a  ein.  Indem  wir  mit 
diesen  Grössen  multipliciren  und  dividiren  und  bedenken,  dass  cor  und  »V 
die  Geschwindigkeiten  w,  u  bedeuten,  welche  der  Punkt  M  vermöge  der 
Winkelgeschwindigkeiten  a>,  ©'  besitzt,  nehmen  die  beiden  Pyramidenvolu- 
mina  zunächst  die  Form  an: 


[Pen]  =  i  Pu  -  —  sin  a, 

T 


[Pa]  ■=  £ Pu  •  —,-  sin  « 


d  et 

Nun  kann  aber  leicht  gezeigt  'werden,  dass  — sin  cc  und  —  sin  u    nichts 

r  r 

anderes  sind,  als  die  Cosinusse  der  Winkel  #,  #',  welche  die  Geschwindig- 
keiten u,  u   mit  der  Richtung  der  Kraft  P  bilden.    Durch  die  Axe  a  und 

die  Kraftrichtung  P  ist  nämlich  eine  Parallel- 
schicht von  der  Dicke  d  bestimmt  und  steht 
d  senkrecht  auf  allen  Geraden  in  den  Ebenen 
der  Schicht.  Daher  stellt  d :  r  den  Cosinus 
des  Winkels  k  dar,  welchen  r  mit  d  bildet 
(Fig.  56).  Setzen  wir  daher  d  :  r  =  cos  k 
und  ebenso  et :  r  =  cos  k',  so  werden 

[Po]  =  £  Pu  cos  k  sin  a , 
[Po/]  =  %Pu  cos  l!  sin  «'. 

Legt  man  ferner  durch  den  Angriffspunkt  M 
der  Kraft  P  gleichfalls  eine  Gerade  MQ  parallel 
zur  Axe  a,  sowie  die  Gerade  Mü  in  der 
Richtung  der  Geschwindigkeit  «,  so  bilden  die 
Richtungen  P,  4fQ  und  M  U  im  Punkte  M 
eine  dreiflächige  Ecke  PUQ,  in  welcher  die  Seite  (I7@)  =  -^jt,  weil  die 
Geschwindigkeit   u   zur    Axenrichtung   a    senkrecht    ist.     Die    beiden    an- 


Fig.  55. 
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deren  Seiten  sind  (UP)  =  fr  und  (PQ)  =  a,  wahrend  der  Flächenwinkel 
PQ  U  mm  A  ist,  weil  die  Ebene  PQ  auf  d  und  die  Ebene  UQ  auf  r  senk- 
recht steht.  Aus  dem  dieser  Ecke  zugehörigen  sphärischen  Dreieck  PQÜ 
ergibt  sich  daher 

d    • 

cos  #  *==  cos  A  sin  a  =  —  sin  a . 

r 

Hiermit  erhalten  wir  jetzt,  indem  wir  dieselbe  Betrachtung  in  Bezug  auf 
die  Axe  a   wiederholen: 

[Pm]  +  [Po']  —  i  P  (u  cos  *  +  u  cos  &'), 

oder  weil  die  Summe  u  cos  &  -\-  u  cos  &  als  Summe  der  Projectionen  der 
Geschwindigkeiten  «,  w  auf  die  Richtung  der  Kraft  P  gleich  der  Projec- 
tion  v  cos  (Pv)  der  aus  ihnen  resultirenden  Geschwindigkeit  v  des  Punktes 
M  auf  die  Richtung  von  P  ist, 

[Pw]  +  [Pa>'J  =  ^  Pv  cos  (Pv). 

Daher  geht  die  obige  Gleichgewiohtsbedingung  über  in 

ZPv  cos  (Pv)  —  0 
und  liefert  den  Satz: 

Zum  Gleichgewicht  von  Kräften  an  einem  unveränder- 
lichen, frei  beweglichen  System  ist  erforderlich  und  hinreichend, 
dass  für  jeden  beliebigen  Geschwindigkeitszustand  des  Systems 
die  Summe  aller  Kräfte,  jede  multiplicirt  mit  der  Projection 
der  Geschwindigkeit  ihres  Angriffspunktes  auf  die  Richtung 
der  Kraft,  oder  was  hiermit  gleichbedeutend  ist,  dass  die  Summe 
der  Geschwindigkeiten  aller  Punkte,  jede  multiplicirt  mit  der 
Projection  der  an  ihnen  angreifenden  Kräfte  auf  die  Richtung 
der  Geschwindigkeit,  verschwinde. 

Der  Satz  führt  den  Namen  des  Principe  der  virtuellen  Ge- 
schwindigkeiten, weil  die  in  ihm  auftretenden  Geschwindigkeiten  nicht 
die  dem  wirklich  vorhandenen  Bewegungszustande  des  Systems,  sondern 
nur  einem  beliebig  angenommenen  oder  als  möglich  gedachten  anzugehören 
brauchen.  Bereits  B.  I,  S.  327  wurde  das  Wort  „virtuell"  in  diesem 
Sinne  als  Gegensatz  zu  „actuell"  erläutert. 

Man  gibt  dem  Satze  in  der  Regel  eine  etwas  andere  Fassung,  als  hier 

geschehen.    Ist  nämlich  ds  der  Elementarweg,  welchen  der  Angriffspunkt 

M  der  Kraft  P  in  Folge  des  willkürlich  angenommenen  Geschwindigkeits- 

ds 
zustandeB  im  folgenden  Zeitelemente  dt  beschreiben  würde,  so  ist  v  =  — - 

dt 

und  wenn  weiter  in  dem  Produkte  v  cos  (Pv)  «= die  Projec- 

dt 

jection   ds  cos  (Pv)   des   Elementarwegs   auf  die  Richtung  der  Kraft  mit 
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dp   bezeichnet   wird,   so    nimmt   die   Gleichung  des   Principe   die   Gestalt 

dp 
^P—  =  0  oder  nach  Multiplication  mit  dt  die  Form  ZV  dp  =  0  an,  in 
at 

welcher  man  noch  an  die  Stelle  des  Differentialzeichens  d,  um  etwaigen 
Verwechselungen  der  beliebig  gedachten  dp  mit  den  dem  wirklichen  Be- 
wegungszustande des  Systems  entsprechenden  dp  vorzubeugen,  das  Varia- 
tionszeichen  S  setzt  und  also  die  Gleichung  so  schreibt: 

ZPSp  —  0. 
Einem  etwas  abnormen  Sprachgebrauche  zufolge  nennt  man  die  Elementar- 
wege der  Punkte,  welche  ihren  virtuellen  Geschwindigkeiten  proportional 
sind,  die  virtuellen  Geschwindigkeiten  selbst  (besser  „virtuelle  Verschie- 
bungen"). Die  Grössen  Pap  sind  gemäss  B.  I,  S.  326  die  virtuellen 
Elementararbeiten  der  Kräfte  werden  aber  auch  die  virtuellen  Mo- 
mente derselben  genannt.  Alles,  was  dort  Über  die  positive  und  negative 
Beschaffenheit  dieser  Grössen  gesagt  ist,  kommt  hier  in  Betracht.  Ein 
virtuelles  Moment  PSp  ist  Null,  wenn  P=  0  oder  dp  =  0;  im  letzteren 
Falle  ist  entweder  die  virtuelle  Verschiebung  Null  oder  senkrecht  zur 
Richtung  von  P     Unter  Anwendung  dieser  Nomenclatur  heisst  der   Satz: 

Zum  Gleichgewichte  eines  Kräftesystems  an  einem  unver- 
änderlichen frei  beweglichen  Punktsystem  ist  erforderlich  und 
hinreichend,  dass  für  jeden  beliebigen  virtuellen  Bewegungs- 
zustand des  Systems  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  (Mo- 
mente) aller  Kräfte  verschwinde. 

Ist  das  Kräftesystem  nicht  im  Gleichgewicht,  so  ist  es  äquivalent 
einer  Einzelresultanten,  einem  Paare  oder  zwei  sich  kreuzenden  Kräften. 
Aus  den  Sätzen  §.  1  über  die  Pyramidensumme  ergibt  sich  ganz  ebenso, 
dass  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  eines  Kräftesystems, 
welches  an  einem  unveränderlichen  freien  Punktsystem  angreift, 
überhaupt  gleich  der  virtuellen  Arbeit  seiner  Besultanten,  seines 
resultirenden  Paares  oder  der  beiden  ihm  äquivalenten  Kräfte 
oder  jedes  anderen  ihm  äquivalenten  Systems  für  jeden  belie- 
bigen Geschwindigkeitszustand  ist. 

§.  3.  Man  kann  diese  Sätze  auch  leicht  aus  dem  allgemeinen  Satze  über 
zwei  Streckensysteme  (S.  27  und  45)  ableiten.  Es  seien  diese  Plf  P2,  . . . 
und  Qx ,  @2, . . .  und  für  irgend  einen  Punkt  0  die  Reduction  des  zweiten  (JR',  G'). 
Uebertragen  wir  dieselbe  auf  einen  beliebigen  Punkt  A  der  Strecke  Ptt,  so 
geht  sie  über  in  eine  Reduction  (It,  G[)  und  sind  in  Bezug  auf  ein  recht- 
winkliges Coordinatensystem  mit  dem  Ursprung  ö,  wenn  xf  y,  z  die  Coor- 
dinaten  von  A  und  //,  M\  N'  die  Componenten  von  G'  sind,  die  Com- 
ponenten  des  neuen  Momentes  G[: 

IJ  —  (yZf  —  t F),     M'  -  (*X'  —  xZ'),     N'  —  (x Y'  —  y X') 
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(8.  B.  I,  S.  51).  Sind  also  P<*>,  P<*\  I*>  die  Componenten  von  Pu,  so 
ist  der  Cosinus  des  Winkels  zwischen  Pu  und  G\ 

mithin  ist 

PuG'x  cos  (P.OJ)  =  P&L'  +  PMM'  +  P?N'  +  (yP<*>  —  zP^)X' 

+  (gpto  _  xPW)  r  +  (xPjf)  —  yPW)Z'. 

Führen  wir  dieselbe  Operation  der  Uebertragung  für  alle  Strecken  Pu  aus 
und  summiren  die  Resultate,  so  kommt,  wenn  die  Reductionselemente  des 
Systems  Plf  P2...  für  den  Punkt  0  mit  Z= 2P'ux\   Y—J5Pj*\  Z=2P^\ 

L  =  2(yPu»-zPM),    M=E(zPV>  —  *!*>),  N =  2(xPM  —  yP&) 

bezeichnet  werden, 

2PUG\  cos  (P»G\)  =  XL'  +  Y3f  +  ZN'  +  LX'  +  MT  +  NZ' 

—  SZZPyr.  (Ptt,  Qu). 

Nun  sei  #  eine  Winkelgeschwindigkeit,  aufgetragen  auf  ihrer  Axe,  G' 
eine  Translationsgeschwindigkeit,  während  die  Strecken  Pu  Kräfte  bedeuten. 
Dann  stellt  (B.  I,  S.  268)  G\  die  Geschwindigkeit  dar,  welche  der  Punkt  A  (xyz) 
durch  den  Geschwindigkeitszustand  (#,  G*)  erlangt,  und  also  G\  cos  (PUG\) 
die  Projection  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  A  auf  die  Richtung  der 
an  ihm  angreifenden  Kraft  Pu  und  ist  die  linke  Seite  der  Gleichung  die 
Summe  der  dem  Geschwindigkeitszustand  entsprechenden  Elementararbeiten, 
dividirt  durch  das  Zeitelement.  Da  die  Pyramidensumme  rechts  für  den 
Fall  des  Gleichgewichts  verschwinden  muss,  so  folgt  JSPöp  =  0,  wie  oben. 
Die  Grössen  L',  M\  N'  stellen  die  Componenten  einer  Translationsgeschwindig- 
keit, X',  Y*,  Z'  die  einer  Winkelgeschwindigkeit  dar  und  wird  also  mit 
dem  Zeitelemente  multiplicirt  und  stellt  man  die  unendlich  kleinen  Weg- 
elemente, welche  diesen  beiden  Bewegungen  entsprechen,  durch  dx,  8y,  dz, 
d&,  d&\  £#"  dar,  so  geht  die  Gleichgewichtsbedingung  über  in 

XSx  +  YSy  +  Zdz  +  Ld&  +  M3&  +  N3&"  =  0, 

auf  welche  Darstellung  des  Princips  wir  §.  8  zurückkommen  werden. 

§.  4.  Ist  das  unveränderliche  System  nicht  frei,  sondern  an  gewisse 
Bedingungen  gebunden,  welche  seine  Beweglichkeit  beschränken,  so  sind 
zwei  Fälle  zu  unterscheiden;  entweder  sind  diese  Bedingungen  der  Art, 
dass  sie  durch  gewisse  Kräfte  vertreten  werden  können,  weiche  das  System 
nöthigen,  dieselben  zu  erfüllen,  oder  es  ist  dies  nicht  möglich.  Im  ersten 
Falle  kommt  das  Gleichgewicht  des  Kräftesystems  nur  durch  Mitwirkung 
der  Kräfte,  welche  die  Bedingungen  ersetzen,  zu  Stande.  Da  diese  Kräfte 
die  Bedingungen  vollkommen  vertreten,'  so  fallen  letztere  durch  ihre  Ein- 
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fühnmg  als  erfüllt  hinweg  und  besteht  das  Gleichgewicht  an  dem  Ge- 
sammtkräftesystem,  wie  an  einem  freien  System.  Es  gilt  daher  auch  hier 
das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  d.  h.  es  besteht  der  Satz: 

Zum  Gleichgewicht  eines  Kräftesystems  P,  P,  P'\...  welches 
an  einem  unveränderlichen  Punktsystem  wirkt,  dessen  Bedin- 
gungen der  Beweglichkeit  durch  Kräfte  darstellbar  sind,  ist 
erforderlich  und  hinreichend,  dass  für  jeden  beliebigen  Ge- 
schwindigkeitszustand die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  aller 
Kräfte  des  gegebenen  Kräftesystems,  sowie  der  Bedingungs- 
kräfte verschwinde.  Sind  also  JV,  3T,  N" .  . .  die  Bedingungs- 
kräfte und  fln,  dri,  Sn\  . . .  die  Projectionen  der  virtuellen  Ver- 
schiebungen ihrer  Angriffspunkte  auf  die  Richtungen  der  N, 
so   besteht   für  jede  virtuelle   Lagenänderung  des  Systems   die 

Gleichung: 

£PSp  +  SNÖn  =  0. 

Fälle  der  zweiten  Art  erfordern  eine  aparte  Behandlung  und  lassen  wir 
dieselben  ausser  unserer  Betrachtung.  Zu  der  ersten  Art  gehören  die 
Bewegungsbeschränkungen,  welche  bereits  Cap.  IV,  §.  6,  S.  56  aufgeführt 
wurden,  nämlich:  1.  das  System  besitzt  einen  festen  Punkt,  2.  es  besitzt 
eine  feste  Axe,  3.  es  hat  eine  feste  Axenrichtung,  4.  gewisse  Punkte  sind 
genöthigt,  auf  bestimmten  Ourven  oder  Flächen  zu  bleiben,  5.  eine  Fläche 
des  Systems  soll  fortwährend  eine  oder  mehrere  gegebene  Flächen  be- 
rühren u.  dgl.  m.  Die  Festigkeit  eines  Punktes  ist  immer  ersetzbar  durch 
einen  Widerstand,  welcher  die  dem  Punkte  ertheilte  Beschleunigung  tilgt, 
die  Festigkeit  der  Axe  kann  durch  Widerstände  in  zweien  beliebigen  ihrer 
Punkte  vertreten  werden;  ein  Punkt  kann  durch  einen  Normal  widerstand 
auf  eine  Curve  oder  Fläche  gezwungen  werden,  die  Berührung  von  Flächen 
des  Systems  mit  gegebenen  Flächen  wird  gleichfalls  durch  Kräfte  aus- 
gedrückt, welche  längs  den  gemeinschaftlichen  Normalen  der  sich  berüh- 
renden Flächen  wirken. 

Unter  den  unendlich  vielen  virtuellen  Elementarbewegungen  des  Systems 
gibt  es  gewisse,  für  welche  die  Summe  SN6n  der  virtuellen  Arbeiten 
der  Bedingungskräfte  für'  sich  verschwindet  Man  nennt  dieselben  die 
mit  den  Bedingungen  des  Systems  verträglichen  Elementar- 
bewegungen. Bei  den  eben  angeführten  Fällen  sind  sie  nämlich  die- 
jenigen, wodurch  die  Bedingungen  nicht  alterirt  werden.  Denn  wird  das 
System  um  den  festen  Punkt  gedreht,  so  ist  für  diesen  dn«=0,  also 
auch  die  virtuelle  Arbeit  Nön  des  Widerstandes  Null,  der  seiner  Festig- 
keit äquivalent  ist.  Rotirt  das  System  um  die  feste  Axe,  so  sind  die  vir- 
tuellen Verschiebungen  der  Angriffspunkte  ihrer  Widerstände  gleichfalls 
Null,  hat  es  eine  Schraubenbewegung  um  die  Axe  von  fester  Richtung,  so 
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sind  die  virtuellen  Verschiebungen  der  Geraden,  welche  in  der  Aze  gleitet, 
normal  zu  den  Axen  widerständen,  also  werden  ihre  Projeotionen  dn  gleich 
Null  und  dasselbe  ereignet  sich,  wenn  das  System  so  verschoben  wird, 
dass  bestimmte  Punkte  in  vorgeschriebenen  Bahnen  oder  auf  vorgeschrie- 
benen Flächen  sich  bewegen;  denn  die  Elementarwege  fallen  in  die  Tan- 
genten oder  Tangentenebenen  und  die  Bedingungskräfte  sind  Normalkräfte. 

Handelt  es  sich  nun  blos  um  die  Aufstellung  der  von  dem  gegebenen 
Kräftesystem  zu  erfüllenden  Gleichgewichtsbedingungen,  ohne  dass  man 
über  die  Natur  der  Bedingungskräfte  Auskunft  erhalten  will,  so  genügt 
es,  die  mit  den  Bedingungen  des  Systems  verträglichen  Elementarbewe- 
gungen mit  Hintansetzung  aller  übrigen  zu  betrachten.  Wir  müssen  hierfür 
.aber  unseren  Satz  in  zwei  Theile  spalten.  Zunächst  kann  man  nämlich 
in  Folge  der  eben  gemachten  Bemerkungen  nur  behaupten: 

Wenn  ein  Kräftesystem  an  einem  unveränderlichen,  gewissen 
Bedingungen,  welche  Kräften  äquivalent  sind,  unterworfenen 
System  im  Gleichgewicht  sich  befindet,  so  ist  für  alle  mit  den 
Bedingungen  verträglichen  Elementarbewegungen  des  Systems 
die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  aller  Kräfte  der  Null 
gleich. 

Der  zweite  Theil  des  Satzes,  die  Umkehrung  des  eben  ausgesprochenen, 
muss  besonders  erwiesen  werden.     Nämlich: 

Wenn  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  eines  Kräfte- 
systems, welches  an  einem  unveränderlichen,  gewissen  Bedin- 
gungen, welche  Kräften  äquivalent  sind,  unterworfenen  System 
angreift,  für  alle  mit  den  Bedingungen  verträglichen  Elementar- 
bewegungen verschwindet,  so  ist  das  Kräftesystem  im  Gleich- 
gewicht. 

Denn  fände  nicht  Gleichgewicht  statt,  so  würden  die  Kräfte  das 
System  in  einer  mit  den  Bedingungen  verträglichen  Weise  beschleunigen. 
Dies  könnte  man  dadurch  hindern,  dass  man  au  den  einzelnen  Punkten 
des  Systems  Kräfte  Q  wirken  Hesse,  welche  die  Beschleunigungen  derselben 
tilgten.  Diese  Kräfte  würden  in  die  Richtungen  jener  Beschleunigungen 
fallen  und  würden  ihnen  dem  Sinne  nach  entgegengesetzt  sein.  Wählen 
wir  nun  die  durch  die  gegebenen  Kräfte  erfolgende  Elementarbewegung 
zu  der  virtuellen  Bewegung  und  bezeichnen  die  unendlich  kleinen  Wege, 
welohe  die  Punkte  hierbei  beschreiben  würden,  mit  dy,  Sy,  dy'\ . . .  und 
ihre  Projectionen  auf  die  Richtungen  der  Kräfte  P  wieder  mit  dp,  öp,  dp" . . ., 
so  wäre  £Pip  die  virtuelle  Arbeit  des  gegebenen  Kräftesystems,  —  £Qdq 
aber  die  virtuelle  Arbeit  der  hinzugefügten  Kräfte  und  diese  letztere  ist 
negativ,  weil  die  Kräfte  Q  mit  den  Wegen  iq  Winkel  n  bilden.  Wegen  des 
sodann  eintretenden  Gleichgewichtes  würde  die  Gleichung  £Pdp  —  £Qdq*=*0 


174  Einseitige  and  doppelseitige  Widerstände.    III.  Th.,  Cap.  IX,  §.  5. 

bestehen,  welche  sich  auf  —  £QSq  =  0  reducirt,  da  nach  der  Voraus- 
setzung £Pdp  =  0  ist.     Diese  Gleichung  kann  aber  nicht  bestehen« 

§.  5.  Hinsichtlich  der  die  Beweglichkeit  des  Systems  beschränkenden 
Bedingungen  ist  noch  eine  speciellere  Untersuchung  erforderlich.  Wenn 
ein  Punkt  gezwungen  ist,  sich  auf  einer  gegebenen  Fläche  zu  bewegen, 
so  kann  er  in  der  Richtung  der  Normalen  weder  nach  der  einen,  noch 
nach  der  anderen  Seite  ausweichen.  Die  Fläche  leistet  sowol,  wenn,  die 
Kräfte  den  Punkt  an  die  Fläche  pressen,  als  auch,  wenn  sie  denselben 
von  der  Fläche  wegziehen,  einen  Widerstand,  der  das  eine,  wie  das  andere 
hindert.  Man  kann  sich  dies  materiell  dadurch  dargestellt  denken,  dass 
man  die  Fläche  als  aus  zwei  unendlich  nahen  Schalen  bestehend  annimmt, 
zwischen  denen  sich  der  Punkt  befindet.  In  einem  Falle  wird  er  gegen* 
die  eine  Schale  gedrückt  und  leistet  diese  im  entgegengesetzten  Sinne 
Widerstand,  im  anderen  Falle  findet  dies  bei  der  anderen  Schale  statt. 
Es  kann  aber  auch  der  Fall  eintreten,  dass  die  Kräfte  den  Punkt  an  die 
Fläche  anpressen  und  der  Widerstand  derselben  blos  das  Eindringen  hin- 
dert, während  der  Beweglichkeit  im  entgegengesetzten  Sinn  kein  Hinderaiss 
im  Wege  steht;  so  z.  B.  wenn  der  Punkt  sich  auf  der  Oberfläche  eines 
festen  Körpers  befindet,  in  welchen  er  nicht  eindringen,  von  welchem  er 
aber  wohl  hinweggeführt  werden  kann.  Die  Fläche  ist  dann  nur  als  eine 
einzige  Schale  zu  denken  und  leistet  nur  einseitigen  Widerstand.  Ebenso 
kann  die  Beweglichkeit  des  Punktes  in  der  Tangentenebene  der  Fläche 
nach  der  einen  oder  der  anderen  Richtung  beschränkt  sein,  während  sie  in 
entgegengesetztem  Sinne  kein  Hinderniss  findet.  Aehnliches  kann  bei  der 
Bewegung  des  Punktes  auf  einer  gegebenen  Curve  eintreten,  indem  die- 
selbe in  dem  einen  Sinne  gehindert  ist,  im  entgegengesetzten  nicht;  des- 
gleichen bei  der  Rotation  um  eine  gegebene  Aze  u.  s.  w. 

Bei  der  Entwickelung  des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten 
unter  der  Form,  in  welcher  die  Bedingungskräfte  nicht  in  den  Ausdruck 
derselben  eintreten,  wurde  nun  angenommen,  dass  die  Bedingungskräfte  die 
Beschränkungen  der  Beweglichkeit  absolut  erfüllen,  sodass  also  die  Flächen 
doppelseitigen  Widerstand  leisten,  dass  aber  in  der  Tangentenebene  nach 
jeder  Richtung  in  beiderlei  Sinn  und  in  der  Tangente  einer  Curve  gleich- 
falls in  beiderlei  Sinn  Beweglichkeit  stattfinde.  Finden  die  Bewegungs- 
hindernisse aber  nur  einseitig  statt,  so  braucht  die  Gleichung  £Pdp  =  0 
nicht  mehr  für  alle  verträglichen  Verschiebungen  erfüllt  zu  sein.  Denn 
führt  man  die  Bewegungshindernisse  als  Kräfte  Ny  N\  N", .  . .  ein,  so  ist 
überhaupt  nach  §.  3.  wegen  des  Gleichgewichtes 

ZPSp  +  £Ndn  —  0. 

Nun  gibt  es  zweierlei  Verschiebungen,   welche  mit  den  Bedingungen  des 
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Systems  vertraglich  sind,  solche  für  welche  2Nön  =  0  ist  und  solche, 
für  welche  diese  Summe  positiv  ist.  Für  alle  Verschiebungsarten,  bei 
welchen  nun  die  betreffenden  Punkte  auf  die  Hindernisse  stossen,  sind 
die  Grössen  dn  Null,  also  auch  £Nön  =  0  und  folglich  ist  für  diese 
2PSp  =  0.  Für  die  entgegengesetzten  und  alle  übrigen  vertraglichen 
Verschiebungen  sind  aber  alle  NSn  oder  wenigstens  einige  von  ihnen 
positiv,  weil  N  und  dn  gleichen  Sinn  besitzen;  daher  kann  für  sie  £Pöp 
nicht  mehr  Null,  sondern  muss  negativ  sein.  Wir  erhalten  daher  das 
Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  jetzt  in  folgender  allgemeinerer 
Fassung: 

Zum  Gleichgewicht  eines  Kräftesystems,  welches  an  einem 
unveränderlichen,  gewissen,  durch  Kräfte  darstellbaren  Bedin- 
gungen unterworfenen  Punktsystem  angreift,  ist,  wenn  die  Be- 
weglichkeit des  Systems  durch  diese  Bedingungen  nicht  absolut, 
sondern  nur  einseitig  oder  nach  gewissen  Richtungen  beschränkt 
wird,  erforderlich  und  hinreichend,  dass  für  alle  verträglichen 
Verschiebungsarten  die  Summe  £Pöp  der  virtuellen  Arbeiten 
des  Kräftesystems  nicht  positiv,  dass  vielmehr  2Pdp<0  sei. 

In  dieser  Fassung  wurde  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten 
zuerst  von  Gauss  ausgesprochen.    Vgl.  Gauss,  Ueber  ein  neues  allgemeines 
Grundgesetz  der  Mechanik,  Crelle,  Journ  JB.  IV,  S.  234,  Anm. 
§.  6.    Beispiele. 

1.  Ein  homogener  schwerer  Cylinder  (Fig.  56)  von  dem  Gewichte 
Gy  der  Länge  21  und  dem  Radius  r  seines  Querschnitts  ruht  bei  A  auf 
einer  horizontalen  und  lehnt  sich  bei  B  an  eine  vertikale  Ebene,  so- 
dass die  Erzeugungslinie  AB  senkrecht 
zur  Schnittlinie  0  beider  Ebenen  ist;  bei 
A  und  B  findet  Reibung  (Reibungscoeffi- 
cienten  p,  p)  statt.  Welches  sind  die 
äussersten  Lagen,  für  welche  zwischen 
dem  Gewichte  und  den  beiden  Reibungen 
noch  Gleichgewicht  herrscht?  Die  be- 
schränkenden Bedingungen  des  Systems,  dass 
nämlich  die  Punkte  At  B  in  den  beiden  Ebenen 
bleiben  sollen,  sind  durch  die  Normalwiderstände 
JV,  N'  dieser  Ebenen  ersetzbar.  Dieselben  wirken 
einseitig.  Sie  und  der  Winkel  t/>,  welchen  die  Axe  des  Cylinders  mit  der  Hori- 
zontalebene im  Zustande  des  Gleichgewichtes  bildet,  sind  die  Unbekannten  des 
Problems,  zu  dtjren  Auffindung  wir  drei  verschiedene,  bequem  zu  wählende  vir- 
tuelle Bewegungen  anwenden  werden.  Das  Kräfbesystem  besteht  aus  G  am 
Schwerpunkte  S  des  Cylinders  vertikal  abwärts,  N  in  A  vertikal  aufwärts,  N'  in 
B  horizontal  wirkend,  sowie  den  Reibungen  pN,  p'N\  welche  den  Beschleu- 
nigungen entgegenwirken,  welche  die  Punkte  At  B  in  den  Ebenen  in  Folge  des 
Gewichtes  G  annehmen  würden,  wenn  die  Reibung  nicht  vorhanden  wäre.  Er- 
theilt  man  nun  zunächst  dem  System  eine  unendlich  kleine  Rotation  um  die  zur 
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Ebene  des  Kräftesystems  senkrechte,  durch  das  Momentancentrum  C  des  in  dieser 
Ebene  beweglichen  Punktsystems  (den  Schnittpunkt  der  Normalen  in  A  und  B) 
gehende  Axe  im  Sinne  der  Uhrzeigerbewegung,  so  beschreibt  S  einen  unendlich 
kleinen  Kreisbogen  SS'  senkrecht  zu  CS  =  d  und  dieser  bildet  mit  der  Verti- 
kalen denselben  Winkel,  welchen  CS  und  die  Horizontale  OA  bilden;  der 
Cosinus  dieses  Winkels  ist  (l  cos  y  —  r  Bin  y)  :  d  und  da  die  Elementarampli- 
tude der  Rotation  dip,  mithin  der  Elementarweg  von  S  gleich  d-dy  ist,  so  stellt 
— -  G  (/  cos  y  —  r  sin  ^)  dy  die  virtuelle  Arbeit  des  Gewichtes  G  dar.  Die  Ar- 
beiten von  AT,  N'  sind  Null,  die  von  pN,  p'N'  aber  —  ZpNl  sin  ydip  und 
— -  2ftN'l  cos  ydip.    Daher  ist 

—  [G  (J  cos  y  —  r  sin  y)  +  %pNl  sin  ^  +  ip'N'l  cos  ^]  d^ 

die  gesammte  virtuelle  Arbeit  aller  Kräfte  bei  der  mit  den  Bedingungen  ver- 
traglichen Verschiebung,  welche  in  der  unendlichkleinen  Rotation  um  C  besteht. 
Für  sie  ist  daher 

—  [G  (l  cos  9  —  r  sin  ^)  +  2pNl  sin  y  +  2p\N'J  cos  ^]  cty  —  0. 

Um  die  Widerstände  zu  finden,  ertheilen  wir  dem  System  zwei  virtuelle  Trans- 
lationen senkrecht  zu  den  beiden  Ebenen.  Die  horizontale  Translation  dx  liefert 
(JV  —  wYp)  dx  —  0,  die  vertikale  dy  aber  (-AT  +  «^V  —  G)  dy  *~  0  und  auß 
beiden  folgen: 


!  +  ****"  1  +  Pf* 

Führen  wir  diese  Werthe  in  die  vorstehende  Gleichung  ein,  so  ergibt  sich  der 
Werth  von  ?,  welcher  dem  äussersten  Gleichgewicht  entspricht,  nämlich: 

fc^ 0LT\ftÜ__. 

(Vgl.  S.  62). 

2.    Ein  Winkelhebel  JL0JB  (Fig.  57),  dessen  Schenkel  den  Winkel 

0  4r  bilden,    ist    um    seinen   Scheitel    0    in 

einer  Vertikalebene  drehbar;  der  eine 
Schenkel  OB  =  b  ist  verh&ltnissmftssig 
schwer-  und  sein  Gewicht  gleich  Q;  das 
Ende  A  des  anderen  Schenkels  OA  «=-  a 
trägt  eine  Schale  oder  einen  Haken  vom 
Gewichte  a  und  eine  Last  vom  Gewichte 
P.  In  welcher  Lage  dieses  Systems  findet 
Gleichgewicht  der  Kräfte  statt?  (Zeiger- 
waage.) 

Es  bilde  in  der  Gleichgewichtslage  OB  mit  der  Vertikalen  den  Winkel  qp, 
also  OA  mit  derselben  den  Winkel  #  —  9.  Ertheilt  man  dem  System  eine  vir- 
tuelle Rotation  um  0,  sodass  9  um  dy  zunimmt ,  so  nimmt  4r  —  9  um  d<p  ab 
und  haben  die  Arbeiten  der  Kräfte  P  +  0  und  Q  die  Werthe 

(P  +  8)  a  sin  (4r  —  9)  dtp  und  —  Q6  sin  9^9. 

Daher  ist  die  Bedingung  des  Gleichgewichts 

(P  +  a)  b  sin '(fr  -^-gonny-O, 

woraus  sich  ergibt: 


\\ 

Ä —  ~ 

*st? 

r/ 

S\ 

y<  > 

' 

^H 

+ 

» 

y 

P+5i 

) 

Fig.  67. 
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tgqp 


(P  +  o)  a  sin  fr 


(P  +  ö)  a  cos  9  +  Qb 

Für  P=  0  findet  man  die  Stellung,  welche  dem  Nullpunkt  einer  Kreisscala  ent- 
spricht, für  welche  der  Schenkel  OB  den  Zeiger  trägt,  nämlich 


tg9o 


a  sin  fr 


Oa  cos^fr  -f-  (J61 

indem  man  P  =  1,  2,  3,  . . .  Kilogramm  annimmt,  erhält  man  die  den  Scalatheil- 
punkten  1,  2,  3,  ...  entsprechenden  Winkel  tp.  Soll  OA  horizontal  sein  für  die 
Stellung  des  Zeigers  auf  Null,  so  muss  fr  —  qp0a^ff,  also  fr  =■  ±n  +  qp0, 
tg  qp0  =»  —  cotg  fr  werden,   für  welchen  Werth  aus  der  vorigen  Gleichung 

jyi  folgt,  welche  Gleichung  eine  der  Grössen  a,  6,  Qy  O,  fr  liefert, 

wenn  die  übrigen  willkürlich  angenommen  sind.    Mit  wachsendem  P  nähert  Bich 
der  Schenkel  OA  der  vertikalen  Lage  und  wächst  der  Winkel  9,  indem  er  sich 


also 
cos  fr 


fr   als   seiner  Grenze   nähert.  —   Für  1^  =  }»  wird  tg  9 


a 


Q* 


(P  +  ©),   also 


wenn  0  sehr  klein  ist,  wachsen  die  Tangenten  von  9  nahezu  den  Gewichten  P 
proportional.  Für  grössere  Lasten  P  muss  Q  sehr  gross  gewählt  werden,  damit 
der  Ausschlag  des  Zeigers  nicht  zu  rasch  wachse,  da  mit  wachsendem  9  die 
Theilstriche  immer  enger  aneinander  rücken.  —  Den  Widerstand  N  des  Punktes  0 
und  seine  Richtung  findet  man,  indem  man  dem  System  eine  vertikale  und  eine 

horizontale  virtuelle  Translation  ertheilt.  Bildet 
es  mit  der  Vertikalen  aufwärts  gerechnet  den 
,»  Winkel  X,  so  wird  N  cos  X  —  (P  +  o)  —  Q  «  0 
und  N  sin  X  —  0,  also  N  —  (P  +  »)  +  Q  und 
X  «0. 

3.  Eine  schwere  Linie  AB  (Fig.  58)  vom 
Gewichte  G,  deren  Schwerpunkt  8  den 
Abstand  AS  =—  a  vom  Ende  A  hat,  liegt 
auf  einem  festen  Punkte  C  auf  und  be- 
rührt mit  A  eine  Vertikale  ä,  von  welcher 
C  um  die  Strecke  c  absteht.  Unter  wel- 
chem Winkel  fr  ist  AB  in  der  Gleichge- 
wichtslage gegen  die  Verticale  h  ge- 
neigt, und  welche  Widerstände  2V,  N' 
leisten  der  Punkt  C  und  die  Verticale? 
Es  sei  AB'  eine  neue  Lage  der  Geraden  AB,  in  welche  sie  durch  eine  un- 
endlichkleine Rotation  dfr  um  irgend  einen  Punkt  0  der  Ebene  (h,  C)  übergeführt 
werden  kann  (der  Punkt  0  ist  der  Schnittpunkt  der  beiden  in  A  und  B  auf 
AA\  BB'  zu  errichtenden  Normalen),  sodass  AA\  CC\  SS'  die  virtuellen  Ver- 
schiebungen der  Punkte  A}  C,  8  des  Systems  sind.  Man  kann  diese  Rotation 
in  die  Translation  AÄ  und  die  Rotation  dfr  um  den  Punkt  A'  auflösen,  sodass 
[CC]  =  [CG"]  +  [C"C]  und  [SS']  _  [SS"]  +  [S"S']  wird  und  sodann  weiter 
die  Translation  in  zwei  Gomponenten  dx,  Sy  senkrecht  und  parallel  zur  Verti- 
calen  zerlegen.  Die  drei  unendlichkleinen  Grössen  öx>  Sy,  &fr  sind  willkührlich 
und  von  einander  unabhängig.  Um  die  virtuelle  Arbeit  von  G  zu  bilden,  hat 
man  [SS"]  und  [S "£']  auf  die  Verticale  zu  projiciren.  Da  die  Projectionen  Sy 
und   aflfr  cos  ($n  —  fr)  ==*  aflfr  sin  fr   sind,   so  wird  die  virtuelle  Arbeit  von  G 

Schell,  Mechanik.  II.  12 


Fig.  68. 
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gleich  —  G  {ßy  —  a  ün  fr .  £fr).  Für  die  virtuelle  Arbeit  von  N  sind  [CC]  und 
[C"C]  auf  N  zu  projiciren.  Bildet  ds  mit  der  Verticalen  den  Winkel  a,  so  ist 
die  Projection  von  CG"  gleich 

#«  cos  (a  +  \  n  —  fr)  =»  &s  .  sin  («  —  fr)  «  Sx .  cos  fr  — -  fly  sin  fr 

und  die  von  C"C'  gleich  C"C  selbst,  d.  i.  4C  •  Jfr  —  -r-^  *fr.    Hiermit  wird  die 

°  T  sin  fr 

Arbeit  von  JT  dargestellt  durch  N  [—  £«  .  cos  fr  +  Sy .  sin  fr r-^  £fr].  End- 
lich die  Arbeit  von  N'  ist  N'Ss  sin  a  =-  N'Sx.  Die  Gleichung  .des  Princips  der 
virtuellen  Geschwindigkeiten  ist  daher 

_  ö  (*«y  —  a  sin  fr .  Jfr)  —  N(9x.  cos  fr  —  *y .  sin  fr  +  -t^  *fr)  +  N'.  dx*=*0 

oder,  wenn  man  sie  nach  dx,  dy,  d&  ordnet: 

Nc 

—  {N  cos  &  —  N')ax—(G  —  N  sin  fr)  <fy  +  {Ga  sin  fr  —  .  --)  Jfr  =.  0. 

Sie  spaltet  sich  in  die  drei  folgenden: 

Gasin*  fr  —  Nc  —  0, 


Ncob»  —N'  =-0, 

G  —  Nain»  =  0, 

aus  denen  folgt 

sm»-]7|, 

y-c(/a-,    JV"  = 

Für  eine  mit  den  Bedingungen  verträgliche  Verschiebung,  wobei  die  Gerade  AB 

mit  C  und  h   in  Berührung   bleibt,   ist  dx  =  0,   also  ist  hieför  die  Arbeit  der 

Widerstände  gleich  Null  und  ist  die  der  Schwere  allein  gleich  Null  zu  setzen, 

nämlich 

G  (ßy  —  a  sin  fr .  *fr)  =  0. 

Da  sich  jetzt  A  auf  der  Geraden  h  verschiebt,  so  ist  AÄ:ÄC=  d& :em&,  d.  h. 

äy  =  A'C  •  —. — -  und  da  ÄG  =  -<iC  =  — -—  ,   also    d«  =-    .  ,  _   wird,  so  bleibt 
9  sin  fr  sin  fr '  J       sin*  fr  ' 


G  (^-x  -  a  sin  fr\  *fr  —  0; 
ysiu*  fr  ) 


c 

woraus  sin8  fr  =-  —  folgt,  wie  vorher. 

a 

Es    ist    AG  =  c  :  sin  fr,    also    da  c  =*  a  sin8 fr   ist,    AG  =-  a  ein8 fr;    daher 

AC:A8  =  sin8  fr  =  (c  :  a)*,  d.  h.  AG3  :  AS*=  c2  :  a*.  Um  den  Punkt  G  der 
Geraden  AS  zu  finden,  mit  welchem  dieselbe  auf  die  Stütze  C  aufgelegt  werden 

muss,  damit  sie  mit  h  den  Winkel  fr  bilde,  sei  AG  =  x  und  /  —  j    =  p;   man 

hat  dann  x  =  aj/JT.    Diese,  im  Alterthum  berühmte,  von  Plato  zuerst  gelöste 

Aufgabe  (für  ^  —  2  das  Delische  Problem  genannt)  löst  man  geometrisch  mit 
Hülfe  zweier  mittlerer  Proportionalen.  Man  sucht  nämlich  x  und  y  so  zu  be- 
stimmen,   dass    a  :  x  =»  x  :  y  =  y  :  pa    Bei;    dann    wird    x*  =»  ay,    a?4  =■  a*y*, 

y*  =  paa,    also    ar4  =  (ia3x  oder  xs  =■  pa8,    #  =  a  j/^ji  .      Die    Gleichungen 

*'  =■  ay,   y*  =  pax  stellen  zwei  Parabeln  von  den  Parametern  a  und  pa  dar; 
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construirt  man  sie,  sodass  ihre  Hauptaxen  zu  einander  senkrecht  stehen,  so  ist  x 
die  AbsciBse  ihres  Schnittpunktes. 

Da  für  alle  verträglichen  Verschiebungen  die  Arbeit  der  Schwere  allein  ver- 
schwinden muss,  die  Arbeit  der  Schwere  aber  gefunden  wird,  indem  man  G  mit 
der  unendlich  kleinen  Grösse  ±  <*!/i  multiplicirt,  um  welche  der  Schwerpunkt  S 
als  Angriffspunkt  von  G  fallt  oder  steigt,  so  ist  die  Bedingung  der  verträglichen 
Verschiebungen  ±  6^,  =  0  *oder  $yt  ■»  0,  d.  h.  bei  vertraglichen  Verschie- 
bungen steigt  der  Schwerpunkt  weder,  noch  fällt  er.  Bei  allen  Systemen,  welche 
ausser  den  Bedingungen,  welche  die  Beweglichkeit  beschränken,  blos  der  Schwere 
unterworfen  sind,  findet  dies  statt. 

Jedem  Abstände  c  von  der  Verticalen  h  entspricht  ein  durch  die  Gleichung 
c  *=*  a  sin8  fr  bestimmter  Winkel  fr,  unter  welchem  die  Gerade  A  B  in  der  Gleich- 
gewichtslage sich  befindet  und  umgekehrt.  LäBst  man  daher  fr  variiren,  so  erhält 
man  für  denselben  Werth  a  eine  continuirliche  Folge  von  Punkten  (7,  d.  h.  eine 
Curve  ((7),  in  welchen  AB  aufliegen  kann.  Die  äusserste  Lage  würde  die  sein, 
wofür  fr=«<|K,  also  c  =  a  wäre  und  die  Gerade  AB  horizontal  mit  ihrem 
Schwerpunkte  S  in  dem  betreffenden  Punkte  C  anfliegen  würde.  Es  kann  daher 
gefragt  werden,  welches  die  Curve  ((7)  sei,  auf  welcher  AB  in  allen  Lagen  C 
im  Gleichgewicht  sich  befinde.  Da  jede  folgende  Lage  auf  ihr  eine  Gleich- 
gewichtslage ist,  so  ist  jede  Verschiebung  von  AB  auf  der  Curve  eine  verträg- 
liche und  sieht  man  ein,  dass  AB  die  Curve  in  den  Punkten  C  berühren  muss. 
Da  ferner  der  Schwerpunkt  weder  steigen  noch  fallen  kann  bei  einer  solchen  Ver- 
schiebung, er  vielmehr  in  derselben  horizontalen  Geraden  bleiben  muss,  so  folgt 
weiter,  dass  er  immer  in  der  dem  Winkel  fr  =■  \n  entsprechenden  Horizontalen 
sich  befindet.  Da  zugleich  der  Punkt  A  auf  der  Verticalen  läuft,  bo  ist  die  Auf- 
gabe keine  andere  als  die:  die  Enveloppe  einer  Geraden  AS  von  der  Länge  a 

zu  finden,  deren  Endpunkte  A  und  S  auf  zwei  zu 
einander  senkrechten  Geraden  sich  bewegen.  Es  seien 
diese  beiden  Geraden,  hier  also  h  und  die  genannte 
Horizontale,  die  Coordinatenaxen  (Fig.  59) ,  ihr  Schnitt- 
punkt 0  der  Ursprung  und  werde  das,  einer  belie- 
bigen Lage  des  Berührungspunktes  C  auf  der  Curve 
entsprechende  c=*OP  mit  x  bezeichnet.  Dann  hat 
man  also  x  ■-  a  sin8  fr  und  wenn  PC  — ■  y  gesetzt 
wird,  so  ist 

CS  .  cosfr  =■  (AS  —  AC)  cosfr  =  (o  —  a  sin2  fr)  cos  fr  =  a  cos3  fr. 


Die  Gleichungen 


x 


a  sin3  fr,    t/sa  cos8  fr   oder 


(fW- 


Fig.^60. 


ß  stellen  eine  Astro'is  dar,  welohe  die  gesuchte  Curve  ist.     Von 


den  in  den  vier  Quadranten  liegenden  Bogen  der  Curve  ge- 
nügen nur  zwei  der  Bedingung  der  Aufgabe,  wenn  dieselbe 
nicht  absolut  zwingend,  sondern  nur  beschränkend  ist  (ein- 
seitiger Widerstand  N). 

Für  die  analytische  Behandlung  der  Frage  hat  man,  wie 

leicht  zu  sehen  (Fig.  60),  yt  —  y  =  /  a      M       \  .  * 


x 


-\ 


woraus 


dx)  ds 

durch   Differentiation  nach  x  man  dy{  und  mit  Hülfe  von  Syt  =»  0  die  Differen 

12* 
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tialgleichnng , 


d^y 
dx* 


—  x 


—  0 


Fig.  61. 


erhalt.   Vgl.  Jullien,  Probiertes  de  miccmique  ratümnelle,  2«n«  4dü.  (1866),  p.  187. 

4.  Ein  homogener,  schwerer  Körper  vom  Gewichte  G  (Fig.  61)  be- 
rühre bei  A  eine  gegen  den  Horizont  unter  dem  Winkel  a  geneigte 
Ebene  mit  Reibung  vom   Coefficienten  p;   die  Verbindungslinie  AS 

des  Berührungspunktes  mit  dem  Schwer- 
punkte S  ist  gegen  die  schiefe  Ebene  un- 
ter dem  Winkel  s  geneigt  und  fällt  in  die 
zur  Schnittlinie  der  schiefen  Ebene  und 
des  Horizontes  senkrechte  Ebene.  Man 
sucht  eine  unter  dem  Winkel  X  gegen  die 
schiefe  Ebene  gerichtete,  durch  den 
Schwerpunkt  gehende  und  in  dieselbe  Ver- 
ticalebene  fallende  Kraft  P,  welche  mit (r, 
dem  Widerstände  N  der  Ebene  und  der 
Reibung  fiN  Gleichgewicht  zu  halten  vermag. 

Um  die  drei  Gleichgewichtsbedingungen  dieses  ebenen  Kräftesystems  zu 
finden,  wenden  wir  drei  virtuelle  Bewegungen  des  Körpers  an.  Verschieben  wir 
denselben  zunächst  parallel  der  schiefen  Ebene  und  zwar  aufwärts  um  die  un- 
endlich kleine  Strecke  ös,  so  sind  die  virtuellen  Arbeiten  der  Kräfte  P,  #, 
N,  (iN  für  dieobere  Grenze  des  Gleichgewichts,  wo  die  Reibung  abwärts  wirkt, 
der  Reihe  nach  PS  8  cos  X,  —  GSs  sin  «,  0,  —  (iNSs  und  besteht  die  Be- 
dingung : 

(P  cos  X  —  G  sin  a  —  pN)  Ss  =»  0. 

Eine  Verschiebung  senkrecht  zur  schiefen  Ebene  veranlasst  die  virtuellen  Ar- 
beiten Pos  sin  X,  —  GSs  cos  a,  NSs;  eine  virtuelle  Rotation  um  A  um  den  un- 
endlich kleinen  Winkel  Sa  endlich  gibt  die  Arbeiten  P  .  AS  .  bw  (e  -\-  X)  Sa» f 
—  G  .  AS  .  cos  (s  —  a)  Sa,  0,  0.  Hierdurch  erhalten  wir  die  zwei  weiteren  Be- 
dingungsgleichungen des  Gleichgewichtes: 

P  sin  X  —  G  cos  a  +  N  =-  0, 

P  sin  (*  +  X)  —  G  cos  («  —  a)  —  0. 

Aus  der  ersten  von  ihnen  entnehmen  wir  N  und  erhalten,  indem  wir  seinen  Werth 
in  die  zuerst  aufgestellte  Gleichgewichtebedingung  einführen: 

_       sin  a  -f-  fi  cos  a     ~ 
cos  X  +  [i  sin  X 
oder  für   tg  p  =  ft 

p=s  sin  (q  +  g)    g 

C08  (i  —  ^) 

Für  die  untere  Grenze  des  Gleichgewichts  wechseln  fi  und  q  das  Zeichen  und  wird 

cos  (1  +  9) 

Die  zweite  der  Gleichungen  liefert  den  Winkel  c  mit  Hülfe  der  Formel 

.  —  PsinX4-  G cos  a 

P  cos  1  —  6r  sin  a 
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5.  Eine  vertical  stehende  Schraubenspindel  von  rechteckigem 
Querschnitt  kann  in  der  zugehörigen  festen  Schraubenmutter  mit 
Reibung  vom  Coefficienten  p  gleiten.  Am  Kopfe  der  Spindel  wirkt 
in  einer  Horizontalebene  ein  Kräftepaar  vom  Momente  üf,  am  un- 
teren Ende  ein  Gewicht,  welches  mit  dem  Gewichte  der  Spindel  zu- 
sammen Q  betragt.  Man  soll  für  den  Fall  des  Gleichgewichtes  die 
Grenzwerthe  von  M  und  den  Druck  auf  die  Schraubenmutter  be- 
stimmen. 

Der  Cy linder,  auf  welchem  das  Schraubengewinde  aufsitzt,  habe  den  Radius  22, 
die  Dicke  des  Gewindes  sei  £,  der  Druck  an  einer  beliebigen  Stelle  der  Schrauben- 
mutter auf  die  Flächeneinheit  reducirt,  d.  b.  die  Resultante  der  Drucke  auf  alle 
Punkte  eines  Quadratmeters,  wenn  derselbe  überall  gleich  dem  Drucke  an  jener 
Stelle  ist,  sei  N. 

Zunächst   ertheilen  wir   dem  System  eine   virtuelle  Schraubenbewegung  um 

seine  Axe,  wie  sie  mit  seiner  Natur 
verträglich  ist  und  zwar  so,  dass  die 
Spindel  um  die  unendlich  kleine  Höbe 
Öh  (Fig.  62)  steigt  und  um  den  Win- 
kel Öd-  rotirt.  Die  Angriffspunkte 
der  Seitenkräfte  P  des  Paares,  des- 
sen Arm  p  Bei,  beschreiben  Schrau- 
benelemente um  die  Schraubenaxe  a, 
deren  Projectionen  auf  die  Richtung 
der  Kräfte  rd&  sin  a  ,  rd&  sin  a 
sind,  wenn  r,  r  die  Abstände  jener 
Flg.  62.  Angriffspunkte    von    der    Axe    und 

a,  a  die  Winkel  sind,  welche  die- 
selben mit  der  Richtung  der  Kräfte  bilden.  Die  virtuelle  Arbeit  beider  Seiten- 
kräfte ist  also 

Pr  sin  ad*  —  Pr  sin  ad»  —  Ppd&  =  MS&, 

da  r  sin  a  —  r  sin  a  =  p  ist.  Die  virtuelle  Arbeit  von  Q  ist  —  Q&h,  die  Wider- 
stände Ndm*,  welche  die  Schraubenmutter  in  ihren  einzelnen  Flächenelementen 
dm  leistet,  liefern  keine  Arbeiten,  da  sie  senkrecht  zu  den  Schraubenelementen 
ö§  sind,  welche  ihre  Angriffspunkte  beschreiben,  die  Reibungen  fiNdm  leisten 

Arbeiten   —  pNdcods  und  ihre  Summe  ist  —  fiCNdmds  über  die  ganze  Fläche 

der  Schraubenmutter  ausgedehnt,  auf  welcher  die  Spindel  ruht.  Man  erhält  dem- 
nach an  der  einen  Grenze  des  Gleichgewichts,  wo  die  Reibung  abwärts  wirkt, 
die  Gleichung: 

M&&  —  Qdh  -  fifNdads  «  0. 

Die  Umkehrung  des  Zeichens  von  p  gibt  die  der  anderen  Grenze  entsprechende 
Gleichung. 

AH.  h 

Das  Verhältnis  -—   ist   constant   und   gleich  -  —  ,    wenn    h    die    Höhe    des 

Ov  2  ff 

Schraubenganges  bedeutet.     Ist  r  der  Abstand  des   Schraubenelementes  9s  von 

der  Axe,  so  stellt  -5-=  die  Sekante  der  Neigung  i  von  ds  gegen  seine  Horizontal - 

fov 

fig  f 

projection  dar.  mithin  ist  ^-  *=» .  •    Das  Flächenelement  dm  ist,  wenn  a>  den 
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Polarwinkel  bezeichnet,  -—. —  ,  nämlich  gleich  Beiner  Protection  rdw •  dr  auf 

die  Cylinderbasis,  dividirt  durch  den  Cosinus  seiner  Neigung  gegen  seine  Pro- 
jection.  Diese  Neigung  ist  aber  gleich  der  Neigung  der  Normalen  gegen  die 
Cylinderaxe.  Da  die  Schraubenfläche  durch  die  Bewegung  einer  zur  Cylinderaxe 
senkrechten  Geraden  erzengt  wird ,  so  steht  diese  Normale  auf  ihr  senkrecht  und 
fällt  mithin  in  die  Tangentenebene  des  Cylinders  und  in  dieser  Ebene  ist  sie 
senkrecht  zum  Bogenelemente  6  8.  Sie  bildet  daher  mit  der  Cylinderaxe  den 
Winkel  i.     Hiermit  wird  das  den  Einfluss  der  Reibung  darstellende  Integral 

Ä-frf 


f  xr^    *  >A    (*Nr*dr 

t/  e/       ^08    * 


Ä 

wo  k  die  Anzahl  der  Schraubenwindungen  angibt  und  der  Factor  2*n  von  der 
Integration  nach  m  herrührt.    N  und  i  sind  Functionen  von  r,  aber  N  ist  un- 
bekannt, während  %  mit  Hülfe  von  tg  t»  - —  eliminirt  werden  kann.   Hierdurch 
1  2nr 

wird  die  Gleichgewichtsbedingung 


2« 


M  /* '['  +  &)*]*' =  0- 


Erth eilen  wir  dem  System  blos  eine  virtuelle  Rotation  &&  um  die  Axe  der 
Schraube,  so  werden  die  Arbeiten  der  Kräfte  P  und  —  P,  des  Widerstands  Ndm 
und  der  Reibung  pNdm  die  Werthe  annehmen 

Md&,    —  NdmrSd-  sin  »,    —  pNdmrdd-  cos  i 
und  erhalten  wir  wegen 

dm  (sint  +  fi  coat)  =- dco.cos*  (tg» -f-  p)=*rdrdw  (  {*  +  - — )  =  ^{2nfir  +  Ä)  dr 

AT  —  x    /  2V>  (2jt|*r  +  h)  dr  —  0. 
ä 

Ertheilen  wir  dem  System  blos  eine  virtuelle  Translation  dÄ  parallel  der 
Schraubenaxe,  so  ergibt  sich,  da  die»  Arbeiten  von  Q,  Ndm,  (iNdoo  gleich  —Qdh, 
Ndmdh  cos  t,    —  pNdcodh  sin  i  sind,  in  ähnlicher  Weise  die  Gleichung 

—  ©  +  x    /  N  (2wr  —  pÄ)  dr  —  0. 
R 

In  den  beiden  zuletzt  entwickelten  Relationen  sind  d4r  und  Öh  von  einander 
unabhängig  und  sind  die  virtuellen  Lagenänderungen  des  Systems  unverträgliche; 
setzt  man  zwischen  ihnen  wieder  die  Relation  fest  &k  :  d&  =  h  :  2n,  multiplicirt 
die  erste  Relation  mit  d#,  die  zweite  mit  dh  und  addirt  sie,  so  liefern  sie  die 
oben  aufgestellte  erste  Gleichgewichtsbedingung  wieder,  indem  die  von  fi  unab- 
hängigen Elemente  der  Integrale  sich  tilgen,  während  die  mit  dem  Factor  p  be- 
hafteten in  —  (i Ndm 98  zusammengehen. 

Um  den  einem  mittleren  Abstände  r0  entsprechenden  mittleren  Werth  N0 
des  Widerstands  zu  finden,  hat  man  nach  einem  bekannten  Satze  der  Integral- 
rechnung 
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R+S 

fN{2nr  —  ph)  dr  =  8N0  (2nr0  -  fih) 

R 

und  folglich 

-  Q  +  %8tf0  (2nr0  -  pfc)  =  0, 

woraus  N0  für  eine  bestimmte  Annahme  von  r0  zwischen  B  nnd  12  -f"  £  näherungs- 
weiße  folgt. 

Ist  die  Reibung  /&  =  0,  so  wird  Jf  =  ^~  • 

6.  Ein  homogener  Cylinder  von  der  Länge  J,  dem  Radius  r  und 
dem  Gewichte  G  liegt  mit  einem  Punkte  seines  Basiskreises  auf 
einer  horizontalen  Ebene  auf,  zugleich  aber  ruht  er  auf  einem  an- 
deren Cylinder  vom  Radius  a,  welcher  auf  derselben  Horizontal- 
ebene liegt.  An  den  Auflagerpunkten  findet  Reibung  (p,  p')  statt; 
welches  sind  die  äussersten  Gleichgewichtslagen,  wenn  die  Axen 
beider  Cylinder  sich  rechtwinklig  kreuzen? 

7.  Zwei  glatte  Ebenen,  welche  sich  rechtwinklig  in  einer  hori- 
zontalen Geraden  schneiden  und  von  denen  die  eine  mit  dem  Hori- 
zonte einen  Winkel  a  bildet,  bild.en  eine  Rinne,  in  welcher  ein 
schwerer,  homogener,  gerader  Cylinder  mit  elliptischem  Querschnitt 
von  den  Halbaxen  a,  b  so  ruht,  dass  die  Längenaze  desselben  der 
horizontalen  Schnittlinie  parallel  läuft.  Es  sind  die  Gleichgewichts- 
lagen des  Cylinders  und  die  Widerstände  der  Ebenen  zu  finden. 

8.  Ein  Punkt  wird  von  zwei  Centris  nach  dem  umgekehrten  Qua- 
drate der  Entfernung  angezogen.  Auf  welcher  Fläche  muss  derselbe 
sich  befinden,  wenn  er  in  allen  Lagen  auf  ihr  im  Gleichgewichte 
sein  soll? 

§.  7.  Um  den  analytischen  Ausdruck  des  Principe  der  virtuellen  Ge- 
schwindigkeiten zunächst  für  das  freie  unveränderliche  System  zu  gewinnen, 
seien  X,  Y,  Z  die  Componenten  der  Kraft  P,  parallel  dreien  rechtwink- 
ligen Coordinatenaxen,  8s  der  virtuelle  Elementarweg  ihres  Angriffspunktes 
(x,  y,  je?),  8p  aber  die  Protection  von  8  s  auf  die  Richtung  von  P  und 
folglich  P8p  die  virtuelle  Arbeit  der  Kraft  P.  Nun  seien  da,  dy,  8z  die 
Projectionen  von  ös  auf  die  Axenrichtungen  und  bilde  P  mit  den  Axen 
die  Winkel  a,  /?,  y.     Man  hat  dann 

8p  =  8x  cos  «  -f-  tiy  cos  ß  -\-  8  z  cos  y 

und  folglich 

Pöp  =  P  cos  a  •  8x  -f-  P  cos  ß    öy  +  P  co«  y .  8z. 

Es  ist  aber  P  cos  «  =  X,  P  cos  ß  =  F,  P  cos  y  =  Z  und  mithin 

P8p  =  X8x  -f  Y8y  +  Z8z. 

Hierin  stellen  Xöx,  Y8y,  Zöz  die  virtuellen  Arbeiten  der  Componenten 
X,  Yy  Z  von  P  dar,  sodass  die  virtuelle  Arbeit  von  P  durch  die  Summe 
der  virtuellen  Arbeiten  seiner  Componenten  gebildet  wird.  (Vgl.  B.  I, 
S.  328.)     Hierdurch  geht  die  Gleichung  ZPÖp  =  0  über  in 
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Z  (Xix  +  Yiy  +  Ziz)  =  0. 

Das  Variationszeichen  i  ist  hierbei  nichts  Wesentliches,  es  deutet  nur  an, 
dass  die  Verschiebungen  virtuell  sind  und  nicht  mit  den  Elementarwegen 
der  wirklich  stattfindenden  Bewegung  zusammenzufallen  brauchen,  wenngleich 
dies  nicht  ausgeschlossen  ist. 

Aus  der  eben  entwickelten  Gleichung  erhalten  wir  mit  Leichtigkeit 
die  sechs  Gleichgewichtsbedingungen  des  freien  unveränderlichen  Systems 
wieder.  Legen  wir  nämlich  dem  System  zunächst  eine  virtuelle  Trans- 
lation ix  parallel  der  #-Axe  bei,  so  sind  alle  iy  =  iz  =  0,  ix  fällt  als 
ein  gemeinschaftlicher  Factor  aller  Glieder  aus  der  Gleichung  heraus  und 
wir  erhalten  die  Gleichgewichtsbedingung  ZX  =  0.  Indem  wir  dem  System 
zwei  andere  Translationen  <Jt/,  iz  in  den  Richtungen  der  y-  und  #-Axen 
ertheilen,  ergeben  sich  die  beiden  analogen  Bedingungen  ZY  =  0  und 
ZZ  =  0.  Ertheilen  wir  ferner  dem  System  eine  unendlich  kleine  Rotation 
i&  um  die  rc-Axe,  so  beschreibt  der  Angriffspunkt  z,  y,  z  der  Kraft  P 
eine  unendlich  kleine  Linie  ds,  deren  Projectionen  auf  die  Axen  ix  =  0, 
iy  =  i$  •  cos  (isy  F),  iz  =  is  •  cos  (is,  Z)  sind.  Da  die  Richtung  von 
is  aber  auf  dem  Abstände  r  des  Punktes  von  der  x-Axe  senkrecht  steht, 

so  bildet  sie  mit  den  Axen  der  y  und  z  Winkel,  deren  Cosinusse 

r 


£-  sind,  sodass  .iy  = is*    iz  =<£- 


und  &-  sind,  sodass  .iy  = is.    iz  =J-  is    werden,     welche    Aus- 

r  r  r 

drücke  vermöge  is"=ri&  in  iy  =  —  zi&  und  iz**=ßi&  übergehen. 
Hiermit  reducirt  sich  Z(Xix  +  Yiy  +  Ziz)  auf  Z(—  Yz  +  yZ)  i& 
und  da  i&  als  gemeinsamer  Factor  heraustritt,  so  ergibt  sich  die  Gleich- 
gewichtsbedingung Z(yZ —  £Y)  =  0.  Indem  man  dem  System  in  ähn- 
licher Weise  unendlich  kleine  Rotationen  dtf}  d&"  um  die  y-  und  £-Axe 
ertheilt,  erhält  man  die  weiteren  analog  gebildeten  Gleichungen 

Z  (zX  —  xZ)  =  0     und     Z  (xY  —  yX)  =  0. 

Man  erhält  die  sechs  Gleichgewichtsbedingungen  des  unveränderlichen 
Systems  auf  einmal  aus  der  Gleichung  Z(Xix  -J-  Yiy  +  Ziz)  =  0,  indem 
man  dem  System  irgend  eine  unendlich  kleine  Schraubenbewegung  ertheilt. 
Hierbei  beschreibt  der  Systempunkt  (x,  y,  z)  das  Element  ds  einer  Schrauben- 
linie, um  dessen  Projectionen  ix,  iy,  iz  auf  die  Richtungen  der  Axen  es 
sich  handelt.  Zerlegt  man  nun  die  Schraubenbewegung  in  eine  Rotation 
um  die  Schraubenaxe  und  eine  Translation  parallel  derselben  und  weiter 
die  Rotation  in  drei  Rotationen  i&}  i&,  i&"  um  drei  Axen,  parallel  denen 
der  xy  y,  z,  und  die  Translation  in  drei  Translationen  d£,  di?,  ö£  gleich- 
falls parallel  denselben,  so  erscheint  is  als  die  Schlusslinie  des  aus  d£, 
iri,   if;,  ri&y  r'i&'f  r"  i%"  gebildeten  Polygons,   wobei  r,  r,  r"  die  Ab- 
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siinde  des  Systempunktes  Ton  den  Rotationsaxen  bedeuten  und  ist  mithin 
die  Projeetion  von  is  auf  jede  dieser  Axen  gleich  der  betreffenden  Pro 
jection  dieses  Polygons  auf  dieselbe.  Auf  dem  hier  angedeuteten  Wege 
findet  man  daher: 

ix  =  H  +  sitf  -  ***" 
<jy  =  fn  +  xa&"  _  gi& 

Är  =  d?  +  y*d   —  xi& 

und  hiermit  die  Gleichung 

£[X(d£  +  *d#  —  ydfr") 
+  Y(8ti  +  xö&"  —  *o*fr) 
-fZ(dt+yo*fr  -  jr*fr')}  =  0, 

oder  besser  geordnet  und  mit  Rücksicht  darauf,  dass  ö*£,  b*ij,  b*J,  d#,  6*$', 
6*0"  sich  als  gemeinsame  Factoren  absondern  lassen: 

zx  •  4g  +  zy  .  aij  +  zz .  *f 

4-  2:  (yZ  —  irF)  .  <J*  +  2;  <*X  —  a-Z)  -  d&  +  2:  (x  Y  —  y X)  .  afr"  —  0. 

Wegen  der  Unabhängigkeit  der  Wahl  der  sechs  Verschiebungscomponenten 
zerfallt  diese  Gleichung  in  die  früheren  sechs  Gleichungen. 

Aus  diesen  Entwickelungen  geht  zugleich  hervor,  dass  es  ausser  den 
angeführten  sechs  Gleichgewichtsbedingungen  für  das  unveränderliche  System 
keine  weiteren  gibt ;  denn  ein  solches  System  kann  nur  Elementarsohrauben- 
bewegungen  und  deren  Abarten  besitzen  und  jede  solche  Schraubenbewe- 
gung führt  auf  keine  andere  Gleichung,  als  die  genannten.  Für  das 
unveränderliche  System  sind  sie  folglich  zum  Gleichgewichte  nothwendig, 
^  aber  auch  hinreichend;  für  ein  beliebiges  System  sind  sie  zwar  nothwendig, 

aber  nicht  hinreichend,  vielmehr  müssen  zur  vollständigen  Bestimmung  des 
Gleichgewichts  noch  weitere  Bedingungen  hinzutreten,  die  man  finden  kann, 
indem  man  dem  System  andere  Verschiebungen,  als  die  bisherigen  ertheilt. 
Wie  viele  und  welche  derartige  Bedingungen  noch  aufzustellen  sind,  hängt 
von  der  speziellen  Natur  des  betreffenden  Systems  ab. 

§.  8.  Ist  das  unveränderliche  System  Bedingungen  unterworfen,  welche 
seine  Beweglichkeit  beschränken,  so  können  dieselben  in  vielen  Fällen  durch 
Gleichungen  zwischen  den  Coordinaten  derjenigen  Punkte  dargestellt  werden, 
deren  Beweglichkeit  beschränkt  wird.  Soll  z.  B.  der  Punkt  g,,  yit  z{  auf 
einer  Fläche  unbedingt  zu  bleiben  genöthigt  sein,  so  müssen  seine  Coor- 
dinaten der  Gleichung  dieser  Fläche  genügen,  soll  er  auf  einer  Curve 
bleiben,  so  haben  sie  die  beiden  Gleichungen  dieser  Curve  zu  erfüllen. 
Auch  können  in  solchen  Bedingungsgleichungen  die  Coordinaten  mehrerer 
Punkte  vorkommen,  wie  z.  B.  wenn  die  Verbindungslinie  zweier  oder  die 
Ebene  dreier  Systempunkte  bestimmte  Eigenschaften  ihrer  Lage  gegen 
feste   Punkte   behalten    soll.     Sind   die   in   ihrer   Bewegung   beschränkten 
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Punkte  nicht  unbedingt  beschränkt,  sondern  wirken  die  beschränkenden 
Hindernisse  nur  einseitig,  so  können  an  die  Stelle  von  Bedingungsglei- 
chungen Ungleichungen  treten.  Soll  z.  B.  ein  Punkt  (#,-,  y„  zt)  nicht  ins 
Innere  der  Kugel  x*  +  y2  +  **  —  a2  =  0  eindringen,  wohl  aber  von  der 
Fläche  hinweggenommen  werden  können,  so  muss  x}  +  Vi  4*  zi  —  a2  J>  0 
sein.  Nach  dem  früher  Entwickelten  ist  in  solchen  Fällen  £P6p  <  0.  Wir 
schliessen  dieselben  aus  unsrer  Betrachtung  aus. 

Wenn  das  System  aus  n  Punkten  (xyz),  fay^)  •  •  •  (a?,y,*,)  •  •  •  (xnynzn) 
besteht,  so  muss  die  Anzahl  x  der  beschränkenden  Bedingungen  kleiner 
als  3  m  sein,  wenn  überhaupt  noch  Beweglichkeit  des  Systems  möglich  sein 
soll.  Denn  im  Falle  x  =  3w  würden  aus  den  x  Bedingungsgleichungen 
für  die  3»  Coordinaten  der  Punkte  feste  Werthe  folgen,  was  die  Beweg- 
lichkeit des  Systems  aufheben  würde.  Für  x  =  3«  —  1  ist  jeder  Punkt 
auf  einer  bestimmten  Curve  zu  bleiben  genöthigt,  denn  indem  man  aus 
den  3«  —  1  Gleichungen  die  3n  —  3  Coordinaten  von  n  —  1  beliebigen 
Systempunkten  eliminirt,  verbleiben  noch  zwei  Gleichungen,  denen  die 
Coordinaten  des  noch  übrigen  Punktes  genügen  müssen;  diese  zwei  Glei- 
chungen sind  aber  die  Gleichungen  einer  bestimmten  Curve,  auf  welcher 
er  allein  beweglich  ist.  Dasselbe  gilt  für  alle  Punkte.  Uebrigens  kann 
in  diesem  Falle  jeder  Punkt  eine  virtuelle  Verschiebung  im  einen  und 
im  anderen  Sinne  der  Tangente  erleiden.  In  den  Fällen  x  =  3n  —  2, 
3n  —  3, . .  •  ist  weit  grösserer  Spielraum  für  die  virtuellen  Verschiebungen 
vorhanden. 

Es  seien  nun  L  =  0,  M  =  0,  N *=  0, ...  die  x  Bedingungsglei- 
chungen, welche  die  Beweglichkeit  des  Systems  beschränken.  Ertheilen 
wir  demselben  eine  mit  ihnen  verträgliche  virtuelle  Bewegung,  so  besteht 
zunächst  die  Hauptgleichung:  ' 

£  (XidXi  +  Yidyi  +  ZidZi)  —  0, 

worin  der  besseren  Ordnung  der  weiter  hinzutretenden  Gleichungen  wegen 
der  allgemeine  Index  i  angefügt  ist.  Vermöge  der  Verträglichkeit  dieser  Be- 
wegung müssen  aber  sowohl  die  Punkte  in  der  Lage  (#,-,  y%,  £;),  als  auch 
in  der  Lage  (x{  +  9xif  yi  +  Syi%  Zi  -f-  Szi)  den  Bedingungsgleichungen 
genügen;  daher  bestehen  zugleich  auch  noch  die  x  liuearen  'Differential- 
gleichungen: 

*(dM*     -±-dM*     -L-dM*  \        n 
\oXi  oyi  ozi       / 

2(ir-öXi  +  —-dyi4-  —  dzA  =  0. 
\dXi        ^  dyi    *    '    dZi      7 
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Alle  x  +  1  Gleichungen  zusammen  enthalten  3n  Aenderungen  dxiy  iyi% 
dzi  der  Coordinaten  und  wenn  man  mit  Hülfe  der  x  Differentialgleichungen 
aus  der  Hauptgleichung  x  dieser  Grössen  eliminirt,  so  verbleiben  noch 
3»  —  x  Aenderungen  in  ihr,  welche  vollkommen  unabhängig  von  einander 
sind.  Soll  diese  Gleichung  mithin  für  jedes  System  dieser  Variationen 
bestehen  können,  so  müssen  die  Coefficienten  derselben  einzeln  verschwinden 
und  es  zerfällt  hierdurch  die  Gleichung  in  3w  —  x  Gleichungen,  welche 
die  Gleichgewichtsbedingungen  der  Kräfte  des  Systems  sind.  Diese  Elimi- 
nation wird  sehr  leicht  mit  Hülfe  der  Euler-Lagrange'schen  Methode 
der  Multiplicatoren  ausgeführt  Multiplicirt  man  nämlich  die  Differential- 
gleichungen der  Reihe  nach  mit  den  unbestimmten  Factoren  X,  p,  v, . .  ., 
addirt  sie  alle  zu  der  Hauptgleichung,  wodurch  man  erhält: 

,    /_   ,     az  .     dM  .     dN  \ 

so  werden  hieraus  x  Variationen  eliminirt,  indem  man  die  x  Grössen  A, 
f*,  v,...  so  bestimmt,  dass  die  Coefficienten  dieser  Variationen  Null  werden. 
Da  hierauf  die  Coefficienten  der  noch  übrigen  von  einander  unabhängigen 
3n  —  x  Variationen  gleichfalls  verschwinden  müssen,  so  hat  man  über- 
haupt alle  Coefficienten  gleich  Null  zu  setzen  und  erhält  im  Ganzen  das 
System  der  Sn  Gleichungen 

_    .    ,  dL   .       dM    .       dN   . 

OX{  CXi  ÖXi 

'.+»s+^+'S+"-°'  '—••••••■••• 

von  denen  x  zur  Bestimmung  der  Multiplicatoren  dienen,  während  die 
3n  —  x  übrigen  die  Gleichgewichtsbedingungen  aussprechen. 

Umgekehrt  folgt  aus  diesen  Gleichungen  das  Gleichgewicht  des  Systems; 
denn  sind  dxt,  öy{,  özi  Variationen,  welche  den  Differentialgleichungen  der 
Nebenbedingungen  genügen  und  multiplicirt  man  mit  ihnen  die  vorstehenden 
Gleichungen  der  Ordnung  nach,  addirt  und  summirt  sie  für  alle  Indices  t, 
so  ergibt  sich  mit  Bücksicht  auf  jene  Differentialgleichungen 

S{Xi8xi  +  YiSyt  +  ZidZi)  =  0, 

welche  Gleichung  das  Gleichgewicht  ausdrückt» 
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Es  ist  leicht,   die  Bedeutung  der  Multiplicatoren  X,  p,  v, . . .  zu  er- 

O    7" 

kennen.     Die  Gleichungen  X,— |-  X     -  +  •  •  •  =  0  u.  s.  w.  würden  nämlich 

OXi 

ebenso  erhalten,  wenn  die  Bedingungen  Z  =  0,  3f  =  0,  .AT  =  0, . . .  gar 
nicht  vorhanden  wären,  statt  ihrer  aber  zu  der  Kraft  (XiTiZi)  im  Punkte 
(%iyi&i)    noch    hinzutreten    würden:     1.    eine   Kraft,    deren    Componenten 


dL     .  dL 


dL 


«     i    -        .    *  « —  wären,  deren  Intensität  also  den  Werth 

dxS      dyS      dZi  ' 


V<®' + O' 


+ 


»L    d£ 


dZi 


besässe  und  deren  Richtungscosinusse  folglich  den  Grössen         ,  , 

proportional  wären.  Denkt  man  in  der  Bedingung  L  =  0  blos  die  Coor- 
dinaten  #,-,  #,,  #,-  veränderlich,  so  stellt  diese  Gleichung  eine  Fläche  dar,  auf 
welcher  der  Punkt  (#,•#,•£,)  bleiben  muss,  weil  seine  Coordinaten  ihrer  Glei- 
chung genügen   sollen;    zu    dieser  Fläche  normal  ist  die  fragliche  Kraft. 


Ebenso  2.  eine  Kraft,  deren  Componenten  p 


dM        dM 


dM 


welche    also 


fdM\* 


d**  ^dyS  *  d*i* 
i    und  normal  zu  der  Fläche  wäre, 


—  -  v  w  +  O  +  C 

deren  Gleichung  M  =  0  ist  für  xit  yiy  Zi  als  laufende  allein  veränderliche 
Coordmaten;    3.  eme  Kraft  v  1/  (—  1    -J-  ( --  I    +  It—  J    u-  8»  w«     "* 

ähnlicher  Weise  in  allen  Punkten,  welche  den  Bedingungen  unterworfen 
sind.  Die  Grössen,  welche  also  in  den  obigen  Gleichungen  zu  Xj,  F,-,  Z» 
addirt  sind,  stellen  die  Componenten  einer  Gesammtkraft  dar,  welche  den 
Einflu8s  der  sämmtlichen  Bedingungen  auf  den  Punkt  #,*,  y,-,  £,•  zu  vor- 
treten  im  Stande  ist.  Zugleich  erkennt  man  hieraus  die  Uebereinstimmung 
der  §.  4  eingeführten  Forderung,  dass  die  Bedingungen  durch  Kräfte  dar- 
stellbar seien,  mit  dem  Ausdruck  derselben  durch  Gleichungen  zwischen 
Coordinaten. 

§.  9.    Beispiele. 

1.  Auf  einer  Kugelfläche  (Fig.  63)  vom  Ra- 
dius a  befindet  sich  ein  Punkt  3f,  wecher  von 
den  drei  Ecken  A,  B,  C  eines  Kugeloctanten 
proportional  der  ersten  Potenz  der  Entfernung 
angezogen  wird  und  zwar  sind  t,  *',  e"  die  In- 
tensitäten der  Anziehungskräfte  in  der  Einheit 
derEntfernung;  welches  sinddieGleichgewichts- 
lagen  derselben? 
Fig  es.  Für  den  Mittelpunkt  0  der  Kugel  als  Ursprung  und 
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0Ay  OB,  OC  als  Axen  des  Coordinatensystems  sind  die  Richtungscosinusse  der 
drei  Kräfte  e  .  AM,  s  .  BM,  «"•  CM: 

x  —  a  y 


AM 

x 


BM9 


x 


AM' 

y  —  " 

BM1 

y 


z 
ÄM; 

z 
BM' 

z  —a 

~GM' 


OM'  CM1 

Hiermit  werden  die  Componenten  X,  Y,  Z  der  auf  den  Punkt  M  wirkenden  Ge- 
sammtkraft 


X  —  —  b  (x  —  a)  —  ex  —  b  'x 
Y  =  —  ey  —  b  iy  —  a)  —  e"y 
Z  =>  —  bz  —  bz  —  e"  (z  —  a)  = 


sa  —  xZbj 
Bfa  —  y£*, 
<?"a  —  zEb 


und  folglich  die  Hauptgleichung  £  {X9x  +  YSy  +  Zdz)  =»  0: 
(ta-  x£b)  dx  +  (s'a  —  y£s)  9y  -f  (*"a  —  z£b)  dz 


0. 


ttJ 


+  y*  +  '*  -  a8 


Hierzu  tritt  vermöge  der  einzigen  Nebenbedingung  L 

« 

xdx  4-  y&y  +  ***  ■■ <*• 

Diese  Gleichung,  mit  X  multipHcirt  und  zur  Hauptgleichung  addirt,  liefert: 
(sa  +  [X  -  £•]  x)  dx  +  (*'a  +  [X  —  2?»]  y)  tfy  +  («"«  +  [*  -  Se]  f)  **  —  0, 
welche  Gleichung  in 

ca  +  (l  — £e)*  — 0,    «'a  +  (1  —  27t)  y  —  0,    s"a  +  (X  —  27«)  =  0 
zerfallt.    Hieraus  folgt: 

•  sa  s'a 


x  =  — 


1  —  £e» 


y  —  — 


X  —  Zs  * 


b  a 


X  —  Zb' 


wodurch  man  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  x%  +  y%  +  *f 
fläche  findet 

X  =  EB±y~Z{?),     X~±-J^L=,      y~±       «'" 


a*  der  Kugel- 


]/£(«•)' 


V^O* 


+ 


9» 

b  a 


VZ(B*) 


Der  Punkt  M  hat  demnach  zwei  Gleichgewichtslagen,  welche  die  Schnittpunkte 


x        y 
de  r  Kugel  mit  der  Geraden  —  =»  -^- 


z 


TT,  d.  h.  mit  der  Diagonale  des  Parallel- 


st' Jt  epipeds  sind,  welches  von  O  aus  mit  Kanten,  proportional 
b  ,  b\  e"  längs  den  positiven  Coordinatenaxen  etmstruirt  werden 
kann.  Die  Grössen  Ix,  Xy,  Xz  sind  die  Componenten  des 
Widerstandes  der  Kugelfläche.    Er  selbst  ist  folglich 

Xa~[£B±yzJ^fla 

und  nach  dem  Aussenraume  gerichtet 

2.  Eine  homogene  schwere  starre  Gerade  (Fig.  64) 
vom  Gewichte  G  und  der  Länge  2a  ist  an  beiden  Enden 
A,  B  mittelst  zweier  gleichlanger  Fäden  I  an  zwei 
gleich  hohen,  festen  Punkten^',!?*  aufgehangen,  deren 
Abstand  A'B?  gleichfalls  2a  ist.  An  A,  B  wirken  hori- 
zontal zwei  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte  P;  man 

soll    die    Bedingungen    des    Gleichgewichts    der    Kräfte    an    diesem 

System  aufstellen  und  discutiren. 
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Für  die  Mitte  0  von  Ä  B>  als  Ursprung,  OÄ  und  die  Verticale  von  0  als 
Azen  der  x  und  z  (positiv  abwärts)  seien  xxi  yxi  zx;  £,,  ya,  *s  die  Coordinaten 
von  A  und  B,  also  4  (xx  +  aj4),  4(yi  +  i/,),  4(*i  +  **)  die  der  Mitte  von  AB, 
Ferner  seien  X,  7,0;  — X,  — F,  0  die  Componenten  der  Kräfte  P  an  A  und  2?. 
Da  A  und  2?  auf  Kugelflächen  vom  Radius  l  um  Ä  und  2f  beweglich  sind  und 
ihr  Abstand  constant  gleich  2a  ist,  so  bestehen  die  Gleichungen 

(a>  _«)«  +  yi+#J-I«-0,     ' 

(«1  ~  **)*  +  (y.  -  fc)'  +  (*i  -  *>"  -  4a»  -  0, 
Xd^  +  r*yt  —  Xfix,  —  F*y2  +  4  G  {ßzx  +  8z%)  —  0, 
(xx  -  o)  «J^  +  yx dyx  +  «,  dz,  —  0, 
(«,  +  a)  *#,  +  y8«Jy2'  +  gtdza  «  0, 

(«1  —  **)  (**i  -  **«)  +  (yi  -  sft)  (*yi  —  *y»)  +  fa  -  **)  (**i  -  **>)  —  ° 

Mit  Hülfe  der  Multiplicatoren  X,  p,  v  ergeben  sich  hieraus  die  Gleichungen: 

X  +  X  (xx  —  a)  +  »  (xx  —  «g)  =  0, 

r  +  *yi  +  *(&  -y8)=-o, 
iö  +  x«»  +  *  ißx  -*,)-o, 

—  X  +  p  (a;2  +  o)  —  v  (xx  —  *,)  =■  0, 

--  Y  +  M%  -  *  Öfi  —  y*)  —  0, 
40  +  p*.  —  *(*,  —  «t)  — 0. 

Indem  wir  die  Richtungscosinusse  «,,  ft,  yt;  aa,  ft,  y2;  a,  0,  y  der  Fäden  A'A, 
B*B  und  der  Strecke  BA  mit  Hülfe  der  Relationen 

xx  —  a  =»  lax ,     a?8  +  a  =  fa2,      *j  —  a?s  ■=  2aa  =  J  (a,  —  aa)  +  2a, 

yi='ft,  *  —  JAi     yi=y»=-2ap  =  z(ft  -  ft), 

*i  —  tyi »  *  —  'Vn       *i  —  *a  —  2ay  —  l  (y,  —  y2) 

einführen  und  die  Bedingung  der  Rechtwinkligkeit  von  AB  und  P,  nämlich 
Xa  +  Yß  =  0  hinzufügen,  welche  sich  mit  Hülfe  eines  weiteren  Multiplicato»  a 
in  Xiß  —  —Y:*  —  *  oder  X=*ße,  Y*=  —  a<t  spaltet,  wofür  («,  +  ^)ff8  =  P» 
aus  X*  +  F*  =  P9  folgt,  nehmen  sie  die  Gestalt  an: 

(Jff  +  XJffj  +  Vvact  =  0, 

—  «ff  +  Xlßx  +  2raP  —  0, 
\  G  +  Uyj  +  2vay  —  0, 

—  ßa  +  pfa,  —  2i>aa  =  0, 
aa  +  pZß,  —  2*a|J  =  0, 

46?+  pjy2  —  2ray  —  0, 

«f +  «  +  y?-i. 
«!  +  «  +  rl-i, 

a"  +  ^+y«-lf 
*(«i  —  ««)—  2a  (a  -  1), 
KA  -  &)-2afJ, 

'  (vi  —  r«)  s  2«y> 

(a1  +  p2)  ff»  —  PK 
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Ans  diesen  13  Gleichungen  sind  att  ßl7  y , ;  «,,  0,,  y2;  a,  ß,  y;  *,  ft,  v\  a  zu 
finden. 

Unter  den  Gleichgewichtslagen  des  Systems  sind  auch  solche,  für  welche  AB 
horizontal  liegt.  Für  sie  wird  y  =  0,  a*  +  ß%  =«  1,  a  =»  P,  yt  =*  y8,  «j  —  —  a%, 
ßx  =  —  ß%  und  reducirt  sich  daher  das  Gleichungssystem  auf 

ßP+  IIa,  +  2vaa  =  0, 
—  «P  +  Uft  +  2va«  —  0, 
40  +  1*7!  -0, 

«?+«+7?-l. 
a»  +  f -1, 

*«!  =»a(«  —  1), 

ans  welchem  alf  ßlt  y,;  a,  ß;  X,  v  zu  finden  sind. 

Die  Grössen  II  und  2va  drücken  die  Spannung  der  Faden  und  der  Stange 
AB  aus. 

§.  10.  Wir  gehen  jetzt  zum  Beweise  des  Princips  der  virtuellen  Ge- 
schwindigkeiten für  ein  beliebiges  Punktsystem  über,  dessen  Punkte  frei 
und  unabhängig  von  einander  beweglich  sind.  Soll  ein  Kräftesystem,  welches 
an  einem  solchen  Punktsystem  angreift,  sich  im  Gleichgewicht  befinden, 
so  darf  dasselbe  auf  den  Geschwindigkeitszustand  keines  Systempunktes 
einen  Einfluss  üben.  Diesen  Geschwindigkeitszustand  können  aber  nur 
Kräfte  beeinflussen,  deren  Richtungen  durch  diesen  Punkt  hindurchgehen 
und  entweder  an  ihm  Belbst  oder  wenigstens  an  einem  mit  ihm  unver- 
änderlich verbundenen  Punkte  ihrer  Richtung  angreifen.  Demnach  muss 
an  jedem  Systempunkte  einzeln  Gleichgewicht  herrschen.  Daher  ist  die 
Summe  der  virtuellen  Arbeiten  aller  auf  denselben  Systempnnkt  wirkender 
Kräfte  für  jede  beliebige  virtuelle  Verschiebung  dieses  Punktes  Null.  Da 
dies  für  alle  Punkte  gilt,  so  folgt,  dass  wenn  Kräfte  an  einem  be- 
liebig veränderlichen  freien  Punktsystem  im  Gleichgewicht 
sind,  die  Gesammtsumme  aller  ihrer  virtuellen  Arbeiten  für 
jede  beliebige  virtuelle  Bewegung  des  Systems,  verschwindet. 
Umgekehrt  wollen  wir  annehmen,  es  sei  für  ein  solches  System  die  Summ.e 
der  virtuellen  Arbeiten  aller  Kräfte  für  jede  beliebige  virtuelle  Bewegung 
gleich  Null.  Ertheilen  wir  dem  System  eine  virtuelle  Bewegung,  bei 
welcher  nur  ein  einziger  Punkt  eine  Verschiebung  erleidet,  alle  anderen 
nicht,  so  erhalten  wir  auch  nur  von  den  auf  diesen  Punkt  wirkenden 
Kräften  virtuelle  Arbeiten,  während  die  virtuellen  Arbeiten  aller  anderen 
Kräfte  Null  sind.  Da  nun  die  Gesammtsumme  aller  virtuellen  Arbeiten 
Null  ist,  so  folgt,  dass  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  aller  an  jenem 
Punkte  angreifenden  Kräfte  für  sich  Null  betragen  muss.  Diese  Bedingung 
ist  aber  die  Bedingung  des  Gleichgewichtes  für  diesen  Punkt     Das  näm- 
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liehe  lässt  sich  für  alle  Systempunkte  behaupten;  daher  der  Satz:  Ist  die 
Summe  der  virtuellen  Arbeiten  aller  an  einem  freien  veränder- 
lichen Punktsystem  wirkenden  Kräfte  Null,  so  sind  die  Kräfte 
im  Gleichgewicht.    Beide  Sätze  zusammengefasst  liefern  den  einen: 

Zum  Gleichgewichte  eines  Kräftesystems,  welches  an  einem 
freien,  beliebig  veränderlichen  Punktsystem  angreift,  ist  er- 
forderlich und  hinreichend,  dass  die  Summe  der  virtuellen  Ar- 
beiten aller  Kräfte  für  jede  beliebige  virtuelle  Bewegung  des 
Systems  verschwinde. 

Der  Satz  ist  anwendbar  auf  das  ganze  Punktsystem,  wie  auf  einen 
beliebigen  abgetrennten  Theil  desselben,  nur  müssen  in  allen  Fällen  alle 
Kräfte  in  Rechnung  gezogen  werden,  welche  an  einem  solchen  Theile  an- 
greifen. 

Unter  den  virtuellen  Bewegungen  eines  freien  veränderlichen  Systems 
sind  auch  solche,  für  welche  die  Punkte  des  Systems  ihre  gegenseitige 
Lage  nicht  ändern,  für  welche  das  System  also  ein  unveränderliches  bleibt. 
Hieraus  folgt,  dass  für  jedes  freie  veränderliche  Punktsystem 
oder  einen  Theil  desselben  die  Gleichgewichtsbedingungen  eines 
freien  unveränderlichen  Systems  nothwendig  erfüllt  sind,  oder 
anders  ausgedrückt,  dass  das  Gleichgewicht  der  Kräfte  an  einem 
solchen  System  nicht  aufhört,  wenn  man  das  System  ganz  oder 
zum  Theil  unveränderlich  werden  (z.  B.  erstarren)  läset. 

§.  11.  Hinsichtlich  der  Kräfte  am  veränderlichen  Punktsystem  unter- 
scheidet man  innere  und  äussere  Kräfte.  Innere  Kräfte  sind  solche, 
deren  Richtungen  von  den  Systempunkten,  an  welchen  sie  angreifen,  nach 
anderen  Systempunkten  oder  von  diesen  nach  jenen  hin  gerichtet  sind  und 
ihrer  Grösse  nach  von  der  Entfernung  der  Angriffspunkte  von  diesen 
Systempunkten  abhängen;  äussere  Kräfte  solche,  deren  Grösse  und  Rich- 
tung nicht  von  der  Lage  der  Systempunkte  untereinander,  wohl  aber  von 
ihrer  Lage  gegen  äussere,  dem  System  nicht  angehörige  Punkte  abhängig 
ist.  Zur  ersten  Art  gehören  Anziehungs-  und  Abstossungskräfte  zwischen 
den  Massenpunkten  des  Systems,  zu  den  letzteren  Anziehungen  nach  festen 
Centren.  Dieser  Unterschied  betrifft  übrigens  nicht  die  innere  Natur  der 
Kräfte,  sondern  nur  die  Beschaffenheit  des  Systems.  Es  kann  dieselbe 
Kraft  unter  Umständen  die  Rolle  einer  äusseren,  unter  anderen  die  einer 
inneren  spielen.  Für  die  Erde  als  bewegliches  System  z.  B.  sind  die  An- 
ziehungen der  Sonne  und  der  Planeten  äussere  Kräfte,  so  gut,  wie  die  An- 
ziehungen der  Fixsterne;  für  das  Sonnensystem  als  Ganzes  sind  sie  innere 
und  jene  nach  wie  vor  äussere  Kräfte.  Innere  Kräfte  sind  meist  paar- 
weise gleich  und  entgegengesetzt,  in  der  Verbindungslinie  der  Punkte  wir- 
kend,  welche   sie   afficiren.    Wenn   nämlich   von  zwei  Punkten  jeder  den 
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anderen  in  der  Richtung  nach  eich  hin  oder  auch  im  entgegengesetzten 
Sinne  beschleunigt  und  beide  die  Masseneinheit  enthalten,  so  sind  beide 
Kräfte  gleich.  Wird  aber  die  Masse  des  einen  das  m  fache  der  Massen- 
einheit, so  wird  sie  auch  die  m  fache  Beschleunigung  von  dem  anderen 
erfahren  und  wenn  dessen  Masse  auf  das  m  fache  steigt,  so  wird  diese 
w fache  Beschleunigung  nochmals  m'fach  werden.  Daher  wird  an  jedem 
Punkte  eine  Kraft  angreifen,  welche  das  mm  fache  der  Kraft  ist,  mit 
welcher  zwei  Masseneinheiten  einander  beschleunigen.  Ist  diese  Beschleu- 
nigung von  der  Entfernung  r  derselben  abhängig  und  durch  f(r)  aus- 
gedrückt, so  stellt  mm'f(r)  die  gemeinsame  Intensität  der  beiden  Kräfte 
dar,  mit  welchen  die  Punkte  von  den  Massen  m,  m  in  entgegengesetztem 
Sinne  längs  ihrer  Verbindungslinie  afficirt  werden.  Für  Attractionen  von 
festen  Centren  und  für  innere  Kräfte  der  eben  angeführten  Art  ist  es 
leicht,  die  virtuelle  Arbeit  zu  bilden.  Für  beide  besteht  nämlich  eine 
Kräftefunction,  deren  partielle  Differentialquotienten  nach  den  Coordinaten 
des  afficirten  Punktes  genommen,  die  Componenten  der  Kraft  angeben.  Ist 
nämlich  B  die  Kraft,  mit  welcher  das  Centrum  (a,  b,  c)  den  Punkt  (#,  y,  z) 
beschleunigt,  r  die  Entfernung  beider  und  sind  (a,  ß1  y)  die  Richtungs- 
winkel der  Kraft,  so  wird 

dr       x  —  a  dr       y  —  b  dr       z  —  c 

- —  =    =  cos  ct.    —  = =  COS  p,    —  = =  cos  V, 

Zx  r  '  dy  r  H'   dz  r  y' 

dr  dr  3r 

folglich        X  =  -2*?-,     r=-K    -,     z=-nc- 

°  dx  dy  dz 

und 

XSx  +  Ydy  +  Zdz  =  —  B(i~dx+~6y  +  d^  6z)  =  —  BSr. 

Xdx  dy  dz     J 

Setzt  man  \Bdr  =  U*  wodurch  B  =  -   -   und   Bdr  =  -—  dr  =  SU  wird, 
J  dr  dr 

so  folgt  XSx  -f-  Ydy  +  Zdz  =  —  SU.     Ebenso   sind,  wenn  B  die  An- 

dr 
ziehung    zweier    Punkte    (x,  y,   z)    und    (xlf  y1}  zt)   bedeutet,     —  B  — , 

dx 

—  B  - -,     —  B  —    die    Componenten    derselben    am    einen,     —  B  - —  , 

cy  dz  dxx 

—  B  -—  ,     —  B    -     am  anderen  Punkte.    Der  Bestandteil  der  virtuellen 

dyx '  dzx 

Arbeit  beider  ist  daher 

XSx  +  YSy  +  ZSz  =  -  B  ^-  Sx  —  Ä  |-  Sy  -  B~  Sz 

dx  aty  dz 

+  B  lr  Sxx  +  Bdr  6yt  +  Bdr-  Sz,, 
oxx  dy%  d*i 

Sohxioi,  Mechanik,    n.  13 
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oder,  da  aus  r*  =  (x  —  a*,)2  -f-  (y  —  y^f  -f~  (*  —  ziY  folgt: 

b  r  dr        x  —  xx 

dx  dxt  r 

dr  dr        y  — 


wodurch 


dy  dyx  r 

dr dr        z  —  zt 

dz  dzx  r 


-  BdJ-Sy  +  B^-iy,^-  By-^1-  S{y  -  yx\ 

oy  oyx  r 

^  dr  _      ,    _  dr  „  _  z  —  zx    .  ,  x 

—  R  —  tiz.+  R-~6zt^  —  R     L  d  (z  —  zx) 

dz         x        dzx      l  r  K  iy 

wird,  mit  Zuhülfenahme  von  (x  —  xx)  d  (x  —  #J  -f~  (^  —  Vi)  &  {y  —  Vi) 
-\-  (z  —  zx)  6  (z  —  zx)  =  rdr: 

Xöx  +  Yöy  +  Zöz  =  —  Rdr. 

Setzt  man  also   wieder   (Rdr  =  CT,  so  wird  dieser  Ausdruck  —  6  U. 

Bestehen  zwischen  je  zwei  Punkten  des  Systems  ähnliche  Anziehungen, 
so  tritt  an  die  Stelle  von  Rdr  nur  ERdr  und  wird 

—  2R6r=  —  SU 

m 

die  virtuelle  Arbeit  dieser  inneren  Kräfte,  wo  U  =  2  J  Rdr  ist.    Im  Falle 

'Sr**   ^er   Abstossung   ändert  R  und   damit  TT 

Sinn  und  Zeichen.     Auch  kann  man  auf 

geometrischem  Wege  leicht  zu  dem  Aus- 

j_  a?  j,  _p         fr  druck   der   virtullen   Arbeit   der   inneren 

Kräfte  gelangen.  Sind  nämlich  (Fig.  65) 
AA\  BlY  die  virtuellen  Verschiebungen  der  Angriffspunkte  A^  B  der 
inneren  gleichen  Kräfte  P,  welche  längs  AB  in  entgegengesetztem  Sinne 
wirken   und    sind    Aa\  Bb'   die    Projectionen   von  AA',  BB'   auf   AB, 

so  stellt 

PAa'  —  P>Bb'  =  P(Ad  —  Bb') 

die  Summe  der,  virtuellen  Arbeiten  dieser  beiden  Kräfte  dar.  Zieht  man 
nun  durch  A'  die  Linie  A'  ß  parallel  und  gleich  mit  AB  und  nennt  ßf 
die  Projection  von  ß  auf  AB,  so  wird  Bb'  =  Bß>  -\-  ßfb\  Vermöge  des 
Parallelogramms  AÄ ßB  ist  aber  Bff  =  Ad  und  da  A'ß  und  Ä  Bf 
einen  unendlich  kleinen  Winkel  mit  einander  bilden  und  die  zu  Ä ß  in  ß 
senkrechte  projicirende  Ebene  auf  A'  B'  einen  Punkt  ß"  bestimmt,  sodass 
fB'  —  ßb'  —  AB'  —  AB  =  r  —  r  =  dr  wird,  wenn  AB  =  r  gesetzt 
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wird,  so  ergibt  sich  —  PSr  für  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  der 
Kräfte  P.  Die  Aenderung  Sr  der  Entfernung  r  ist  dabei  positiv  oder 
negativ,  je  nachdem  A  B  bei  der  virtuellen  Verschiebung  des  Systems  wächst 
oder  abnimmt  und  die  virtuelle  Arbeit  ändert  das  Zeichen,  wenn  die  Kräfte 
ihren  Sinn  wechseln. 

§.  12.  Nicht  gerade  sehr  einfach  ist  es,  das  Princip  der  virtuellen 
Geschwindigkeiten  auf  den  Fall  eines  beliebig  veränderlichen  Systems  aus- 
zudehnen, welches  Beschränkungen  seiner  Beweglichkeit  ausgesetzt  ist.  Was 
zunächst  den  ersten  der  beiden  Sätze  betrifft,  welche  zusammen  das  Princip 
bilden,  nämlich  dass  im  Falle  des  Gleichgewichts  die  Summe  der  virtuellen 
Arbeiten  für  jede  mit  der  Natur  des  Systems  verträgliche  Verschiebungsart 
Null  ist,  so  müssen  wir  die  Voraussetzung  machen,  dass  die  beschränkenden 
Bedingungen  durch  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte  ersetzbar  sind,  wie  dies 
bei  der  Berührung  zweier  Systemtheile  mit  zwei  Flächen  Cap.  IV,  S.  56 
gezeigt  wurde.  Da  man  schliesslich  jeden  Punkt  als  ein  unveränderliches 
System  ansehen  kann,  so  kann  ein  veränderliches  System  mit  Bedingungen 
immer  als  ein  Aggregat  von  unveränderlichen  Systemen  angesehen  werden, 
sodass  nach  Einführung  der  Bedingungskräfte  an  jedem  unveränderlichen 
Partialsystem  für  sich  Gleichgewicht  besteht.  Es  gilt  daher  für  jedes 
solche  der  erste  Theil  des  Principe  der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  wie 
in  §.  4.  Stellt  man  für  sämmtliche  Partialsysteme  des  Gesammtsystems 
die  Gleichungen  auf,  welche  dies  Princip  für  sie  aussprechen  und  addirt 
sie  sämmtlich,  so  erhält  man  dasselbe  für  das  veränderliche  System  gleich- 
falls. In  dem  Ausdrucke  dafür  kommen  zunächst  die  virtuellen  Arbeiten 
aller  Bedingungskräfte  vor.  Man  kann  aber  leicht  zeigen,  dass  die  Summe 
der  virtuellen  Arbeiten  je  zweier  der  Normalkräfte,  welche  an  den  Be- 
rührungsstellen eingeführt  werden,  Null  beträgt.  In  dem  Berührungs- 
punkte C  zweier  Flächen  er,  ß  treten  nämlich  zwei  Punkte  A,  B  derselben 
zusammen.  Bei  einer  virtuellen  Verschiebung  entfernen  sich  dieselben  im 
Allgemeinen  unendlich  wenig  von  einander  und  befinden  sich  etwa  in 
A',  B\  während  in  dem  neuen  Berührungspunkte  C  zwei  andere  Punkte 
beider  Flächen  zusammenfallen.  Der  Punkt  A'  liegt  aber  in  der  Tan- 
gentenebene von  a  und  der  Punkt  B'  in  der  Tangentenebene  von  ß  im 
Punkte  C  und  daher  steht  die  Verbindungslinie  AB"  senkrecht  auf  der 
gemeinsamen  Normale  beider  Flächen  in  C.  Diese  Normale  bildet  aber 
mit  der  Normalen  des  anfänglichen  Berührungspunktes  C  einen  unendlich 
kleinen  Winkel  und  daher  weicht  auch  der  Winkel,  den  AB'  mit  dieser 
Normalen  bildet,  nur  um  ein  UnendlichkleineB  von  \n  ab.  Projiciren  wir 
daher  das  Dreieck  AA'Bf  auf  die  Normale  in  6f,  so  verschwindet  die 
Protection  von  AB!  und  folgt,  dass  die  Projektionen  dn,  Sri  der  vir- 
tuellen Verschiebungen  AA',  BB>    der  Punkte  A}  B}  in  welchen  die  ent- 

13* 
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gegengesetzt  gleichen  Normalbedingungskräfte  N,  N'  angreifen,  einander 
gleich  sind.     Daher  ist  Nön  -f-  N'in  =  0- 

In  gleicher  Weise  ergibt  sich,  dass  die  virtuelle  Arbeitssumme  je 
zweier  entgegengesetzt  gleicher  Spannungskräfte,  welche  den  Abstand  zweier 
Punkte  A,  B  des  Systems  unveränderlich  erhalten,  Null  ist.  Nach  §.11 
ist  dieselbe  nämlich  -j-Ndr,  wenn  N  die  gemeinschaftliche  Intensität  beider 
Kräfte,  dr  aber  die  virtuelle  Aenderung  der  Länge  AB  bezeichnet.  Da 
letztere  Linie  unveränderlich  sein  soll,  so  ist  dr,  also  auch  -f~  Ndr  —  0. 

Für  die  Widerstände  von  festen  Flächen  und  Curven  ist  die  virtuelle 
Arbeit  für  die  mit  den  Bedingungen  des  Systems  verträglichen  Verschie- 
bungen, nämlich  für  Verschiebungen  in  der  Tangente  oder  Tangenten- 
ebene Null. 

Sind  also  P,  P', .  . .  die  Kräfte,  welche  an  dem  einen,  Q,  Qf, . . .  die, 
welche  an  dem  andern  von  zwei  in  einem  Punkte  berührend  mit  einander 
verbundenen  System theiien  wirken,  N,  N'  die  entgegengesetzten  Normal- 
kräfte im  Berührungspunkte;  sind  ebenso  ü,  R'  die  Kräfte,  welche  an 
einem  dritten,  mit  dem  zweiten  berührend  verbundenen  Systemtheil  angreifen, 
Nl9  N',  die  im  Berührungspunkte  zuzufügenden  Normalkräfte  u.  s.  f.,  so 
besteht  ein  System  von  Gleichungen  wie: 

2Pdp  +  NSn  —  0,  Nön  +  HTdn  =  0, 

ZQÖq  +  N'Öri  +  Nx  önx  =  0,  Ntdnt  +  NiSnt  =  0 , 

ZRdr  +  Nlöni  +  N^dn*  =  0,  N26n2  +  Niön%  =  0, 

2S6s  +  Ntön*  H =0,  : 

■ 

durch  deren  Addition 

ZPöp  +  ZQSq  +  ZRör  +  2Sds  H =  0 

folgt,  welche  Gleichung  unseren  Satz  ausspricht.  Ist  ein  Systemtheil  fest, 
so  ist  die  sich  auf  ihn  beziehende  Gleichung  von  selbst  erfüllt  und  fallt 
eine  Arbeit  wie  Nön  hinweg,  weil  Sn  Null  ist.  Aehnliche  Gleichungen 
gelten,  wenn  Punkte  unveränderlichen  Abstand  haben. 

Man  sieht,  diese  Betrachtung  gilt  für  beliebig  viele  Berührungsstellen  von 
Flächen  mit  Flächen,  Flächen  mit  Curven  und  Curven  mit  Curven.  Sie  setzt 
jedoch  die  Existenz  einer  gemeinschaftlichen  bestimmten  Normale  an  der  Berüh- 
rungsstelle oder  was  dasselbe  ist,  Bestimmtheit  der  Richtung  der  Normal- 
kräfte voraus.  In  allen  Fällen,  in  welchen  diese  Voraussetzung  nicht 
zutrifft,  ist  eine  Specialuntersuchung  über  die  Giltigkeit  unseres  Princips 
nothwendig.     Man  kann  daher  jetzt  den  Satz  aufstellen: 

Zum  Gleichgewicht  der  Kräfte  an  einem  beliebigen  ver- 
änderlichen System,  welches  Bedingungen  unterworfen  ist,  dass 
gewisse    Punkte    feste    oder    bewegliche    Flächen    oder    Curven 


III. Th.,Cap.  IX, §.  13.  Princ.  d.  v. Gesch. am  verändl. Syst. mit  beschr.Be  weglich  k.    197 

nicht  verlassen,  dass  gewisse  Systemparthieen  unveränderlich 
bleiben,  dass  unveränderliche  Systemtheile  unter  bestimmten 
gemeinschaftlichen  Normalen  einander  berühren  sollen,  ist  er- 
forderlich, dass  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  der  Kräfte 
für  alle  mit  den  Bedingungen  verträglichen  Verschiebungsarten 
Null  oder  negativ  sei. 

Das  Princip  ist  nicht  blos  auf  das  Gesammtsystem,  sondern  «auch  auf 
jeden  abgetrennten  Theil  desselben  anwendbar,  wenn  nur  die  Verbindung, 
durch  welche  derselbe  mit  den  übrigen  Systemtheilen  zusammenhängt, 
durch  Kräfte,  resp.  durch  Gleichungen  ausgesprochen  wird. 

Der  zweite  Theil  des  Princips,  nämlich  der  Satz,  dass,  wenn  die 
Summe  der  virtuellen  Arbeiten  aller  Kräfte  für  alle  verträglichen  Ver- 
schiebungen verschwindet,  Gleichgewicht  stattfindet,  kann  in  derselben  Weise 
bewiesen  werden,  wie  §.  4  für  das  unveränderliche  System  geschehen  ist 
Einen  andern  Beweis  s.  Möbius,  Lehrbuch  der  Statik  B.  II,  S.  55.  Es  kann 
demnach  das  Princip  jetzt  allgemeiner  folgendermassen  ausgesprochen  werden, 
wobei  der  Unterschied  zwischen  einseitig  und  doppelt  wirkenden  Wider- 
ständen mit  berücksichtigt  wird: 

Zum  Gleichgewicht  der  Kräfte  an  einem  beliebigen  ver- 
änderlichen System,  welches  Bedingungen  unterworfen  ist,  dass 
gewisse  Punkte  feste  oder  bewegliche  Flächen  oder  Curven 
nicht  verlassen,  dass  gewisse  Systemparthieen  unveränderlich 
bleiben  oder  dass  unveränderliche  Systemtheile  einander  be- 
rühren sollen,  ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass  die  Summe 
der  virtuellen  Arbeiten  aller  Kräfte  für  alle  mit  den  Bedin- 
gungen verträglichen  Verschiebungen  Null  oder  negativ  sei. 

§.  13.    Beispiele  und  Anwendungen. 

1.  Eh  sollen  die  Gleichgewichtsbedingungen  vou  Kräften  am 
freien  unveränderlichen  System  aus  dem  allgemeinen  Princip  der 
virtuellen  Geschwindigkeiten  für  das  veränderliche  System  abge- 
leitet werden. 

Das  System  bestehe  aus  n  Punkten;  seine  Unveränderlichkeit  besteht  in  dem 
constanten  Abstände  seiner  Punkte  von  einander.  Es  fragt  sich  zunächst,  welche 
und  wie  viele  Bedingungen  diese  Unveränderlichkeit  fordert.  Damit  zwei  Punkte 
(*•&**)  una<  (xkykzk)  instanten  Abstand  von  einander  haben,  ist  eine  Bedingung 
von  der  Form 

L  ==  {x.  -  xkY  +  (y.  -  ytf  +  (*.  -  -  zk)*  -  Comt.  «  0 

zu  erfüllen.  Für  drei  Punkte  gibt  es  drei  solcher  Bedingungen ;  jeder  der  n  —  3 
übrigen  erfordert  für  seine  unveränderliche  Verbindung  mit  diesen  dreien  drei 
weitere  derartige  Gleichungen,  welche  aussagen,  dass  er  constanten  Abstand  von 
diesen  drei  Systempunkten  besitze.  Dies  gibt  im  Ganzen  8  (n  —  3)  +  3  =»  3  n  —  6 
Bedingungen  und  ebenßo  viele  unbekannte  Multiplicatoren  Z,  p,  v,  .  .  .  sind  ein- 
zuführen,   wenn   wir   die    analytische   Form    des   Princips    von   §.  8    anwenden 
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wollen.    Da 

§|  -  2  (*,.  -  *,)  ,     \L-  -  2  (y,.  -  9k) ,      ^  -  2  (,,  -  zt),  . .- . 

ist,  so  werden  die  Gleichungen  des  Gleichgewichts  zunächst 

0  —  X.  +  X  (x.  —  xk)  +  p  {x.  —  x()  -\ , 

0  «  Y.  +  X  (y.  -yk)  +  fi  (Vi  —  **)  +  ••■,  •  —  1,  «,  3, . .  .  «. 

o  -  zu  +  x  (*.  -  fj  +  f*  (*,  -**)  +  ••■• 

Aus  diesen  3n  Gleichungen  sind  die  3n  —  6  Grössen  Z,  p,  v,  .  .  .  zu  elimi- 
niren,  um  die  restirenden  6  Gleichgewichtsbedingungen  des  unveränderlichen 
Systems  zu  finden.  Diese  Elimination  kann  durch  folgende  beiden  Operationen 
vollzogen  werden,  deren  jede  dreimal  Anwendung  findet.  Addirt  man  alle  den 
verschiedenen  Werthen  des  Index  i  entsprechenden  Gleichungen,  welche  sich  auf 
die   x-Axe   bezieben,   so   liefern  je    zwei   Glieder   X  (x{  —  xk)    und   X  (xk  —  xt); 

p  (x.  —  xt)  und  ju  (xt  — -  x.\  .  .  .  welche  am  t**"1  und  fc*80,  am  f**1  und  F611  u.  s.  w, 

Punkte  vorkommen,  zur  Summe  Null.  Es  bleibt  daher  als  Resultat  die  von 
X,  fi,  ...  unabhängige  Gleichung  EX{  =  0.    Hierzu  kommen  die  beiden  analogen 

Gleichungen  ZYi  =»  0,   Z/.  =  0,    welche   sich  durch  Addition   der  auf  die  y-, 

resp.  ;-Axe  bezüglichen  Gleichungen  ergeben.  Multiplicirt  man  ferner  die  der 
i-Axe  entsprechende  der  vorstehenden  Gleichungen  mit  y,  die  der  y-Axe  ent- 
sprechende mit  z,  subtrahirt  die  Resultate  und  summirt  hierauf  nach  dem 
Index  i  durch  das  ganze  System  hindurch,  so  erhält  man  als  Anfangsglied 
Z  (yiZi  ~- zLYt)  y    sodann    findet    sich     aber    auch    zu    jeder    Verbindung    wie 

*  \Vi  l*.  —  **)  —  *,-  (y,  —  Ißk)i  oder  —  l  (1Jizk  -  Vtzi)  auch  die  entgegengesetzte 
1  \Vk  *<zk  "~  *t)  ~  zk  Uk  — -i^t-)J  oder  -  X  {ykzi  —  y.*A)  vor  und  tilgen  sich  dieselben 
paarweise,  so  dass  blos  die  Gleichung  Z  (y.  Zf.  —  g.  I\)  «  0  resultirt.  Hierzu  er- 
langt man  in  ähnlicher  Weise  die   beiden   andern    noch   fehlenden  Gleichungen 

5  {ziXi  —  xtZ.)  =  0  und  Z  (x.  Y{  —  y.Xt)  —  0,  sodass  alle  6  Gleichgewichts- 
bedingungen des  unveränderlichen  Systems  gefunden  sind. 

2.  Es  soll  die  Differentialgleichung  der  Curven  für  das  Lauf- 
gewicht Q  der  Sauveur-  und  de  THospitaTschen  Zugbrücke  (s.  S.  67) 
gefunden  werden. 

Ertheilt  man  dem  System  eine  verträgliche  Verschiebung,  bei  welcher  der 
Winkel  BAC,  den  wir  mit  tp  bezeichnen  wollen,  um  drp  abnimmt,  so  be- 
schreibt der  Punkt  8  einen  kleinen  Kreisbogen  ßdtff,  wo  8A  =  ß  gesetzt  ist, 
senkrecht  zu  SA  und  folglich  einen  Winkel  i  n  +  ip  mit  der  Richtung  von  G 
bildend.  Die  virtuelle  Arbeit  von  G  ist  daher  —  Gß  sin  ipdtf).  Die  virtuelle  Ar- 
beit von  Q  findet  man,  wenn  man  bedenkt,  dass  der  Angriffspunkt  M  von  Q  um 
die    Verticalprojection    des    Bogenelementes    MM'    sinkt.     Diese   Protection    ist 

6  (q  cos  fr)  und  folglich  Q9  (q  cos  fr)  die  Arbeit  von  Q.  Das  Princip  der  vir- 
tuellen Geschwindigkeiten  gibt  daher  die  Hauptgleichung 

—  Gß  sin  tpSip  +  Qd  (q  cos  fr)  =  0, 
oder 

—  Gß  sin  y>8y  -f  Q  cos  fröq  —  Qq  sin  fr  .  9fr  «  0. 

Mit  dieser  sind  die  Differentialgleichungen  der  Bedingungen 
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(a  —  q)%  —  (4p*  +  h*  —  4|JÄ  cos  tp)  =»  0 

zu  verbinden,  von  denen  die  erote  ausdrückt,  dass  der  Punkt  M  (q,  fr)  auf  der 
noch  unbekannten  Curve  $  =  f  (&)  liegen  und  die  zweite,  dass  BC  +  CM  con- 
ßtant  gleich  a  sein  soll. 

Diese  Differentialgleichungen  sind 

dg  —  f  (fr)  d»  =  0,     (a  —  q)  Sq  +  2ßh  sin  ipdy  «  0. 

Indem  man  sie,  die  erste  mit  Z,  die  zweite  mit  (i  multiplicirt,  zur  Hauptgleichung 
addirt,  zerfallt  diese  in  die  drei  Gleichungen 

—  G  +  2hp  —  0,     Q  cos  fr  +  X  +  p  (a  —  ?)  —  0,     ©9  sin  fr  +  A/"  (fr)  —  0. 

Sie   liefern   nach    Elimination   von  l  und  p,    wenn   man   für  /'  (fr)   das   gleich- 

=  b  setzt 


bedeutende   -~  schreibt  und  -£■  h 
d&  Cr 


-J  d .  (a  —  9)*  +  bd  (9  cos  fr)  —  0, 
wie  S.  67. 

3.  Die  vorige  Aufgabe  werde  dahin  abgeändert,  dass  vom  Punkte 
B  aus  eine  starre,  um  B  drehbare  Linie  von  der  Länge  l  zum  Punkte 
M  führe,  in  welchem  das  Gewicht  Q  wirkt.  Welches  ist  die  Curve 
des  Gleichgewichtes,  auf  welcher  M  laufen  muBB? 

Für  xy  y  als  rechtwinklige,  horizontale  und  verticale  Coordinaten  von  M 
für  A  als  Ursprung  ist  alsdann  —  Pß  cos  ipdip  -}-  Qdy  =  0  und  besteht  die  Be- 
dingung: 7*  s="  40*  +  x*  +  y*  +  4  p  sin  y  Yx*  +  y*.  Die  Integration  der  ersten 
Gleichung  gibt  Qy  =»  Pß  sin  1p  -[-  C,  wobei  C  so  bestimmt  werden  kann,  dass 
die  Curve  durch  den  Punkt  C  (0,  h)  geht. 

4.  Wirken  an  dem  System  keine  anderen  Kräfte,  als  die  Schwere,  so  nimmt 
die  Hauptgleichung  des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  wenn  die  Rich- 
tung der  Schwere  als  #-Axe  angenommen  wird,  die  Gestalt  SPdz  =  0,  oder 
dZPz  ss»  0  an  und  da  ZPz  =  zx2P  ist,  auch  die  Form  6zx  =  0,  wo  zx  die  Or- 
dinate des  Schwerpunktes  bedeutet.  Für  alle  virtuellen  verträglichen  Verschie- 
bungen darf  also  der  Schwerpunkt  des  ganzen  Systems 
dieselbe  Horizontalebene  nicht  verlassen.  Bei  Auf- 
gaben, wie  Nr.  2  und  3,  bei  welchen  unendlich  viele 
Gleichgewichtslagen  möglich  sind,  erhält  man  durch 
diese  Bemerkung  eine  Construction  für  die  Curve, 
welche  ein  bestimmter  System punkt  beschreibt,  wenn 
das  System  alle  Gleichgewichtslagen  durchläuft 

5.  Ein  homogener  schwerer  Kreis  (Bing) 
(Fig.  66)  vom  Gewichte  P  und  dem  Radius  R 
wird  an  den  Endpunkten  A,  B,  C,  D  zweier  zu 
einander  senkrechter  Durchmesser  von  vier 
gleichlangen,  vollkommen  biegsamen  Fäden 
getragen,  deren  Enden  in  einem  festen  Punkte 
0  sich  vereinigen.  Ueber  die  vier  Fäden  wird 
ein  anderer  gleichfalls  homogener  Kreis  von 
kleinerem  Radius  r  und  dem  Gewichte  Q  hin- 

geatreift.    Man  soll    die  Gleichgewichtslagen  des  Systems  ermitteln 

und  die  Spannung  der  Fäden  finden. 
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Durch  eine  Verschiebung  des  ganzen  Systems  parallel  der  Vertikalen  folgt 
zunächst  für  den  Widerstand  N  des  Punktes  0  die  Gleichung  N  =  P  +  Q. 
Schneidet  man  die  Fäden  zwischen  0  und  dem  kleineren  Kreise,  sowie  zwischen 
beiden  Kreisen  durch  und  bezeichnet  ihre  Spannung  mit  T,  die  Neigung  der 
oberen  Theile  der  Fäden  gegen  die  Verticale  mit  «,  die  der  unteren  mit  ß,  so 
gibt  die  Verschiebung  des  Partialsystems  des  festen  Punktes  parallel  der  Verti- 
calen :  N  =»  4  T  cos  o,  also  4  T  cos  a  =  P  +  Q.  Aehnliche  Verschiebungen  der 
beiden  Kreise  geben 

IS  cos  ß  =  P,       45  (cos  ß  —  cos  a)  +  Q  =.  0. 
Bedeutet  l  die  Länge  der  Fäden,  so  besteht  die  rein  geometrische  Gleichung 

r  B  —  r 


COS  OL  sJ 

liefern  er,  fl,  S.    Aus  den  beiden  ersten  folgt =  1  +  -S ,  also  o  <*  ß.   Ent- 

r  °    cos  8  P 


sin  a         sin  ß 

Die  drei  Gleichungen 
4£  cos  ß  =■  P,  4#  cos  a  ■—  P  +  @,  r  sin  ß  +  (i£  —  r)  sin  a  «■  l  sin  a  sin  ß 

cos  a   H    ,     Q 

cos  ß 
nimmt  man  hieraus  cos  ß  und  sin  ß,  so  liefert  die  letzte  Gleichung 

P* 

(r  —  Z  Bin  a)*  [1 p    ,    Q  t  cos*  a]  =*  (22  —  r)8  sin*  a. 

Sie  hat  zwei  reelle  Wurzeln,  von  denen  die  eine  einer  Lage  des  kleineren  Ringes 
jenseits  0  entspricht.    Für  S  hat  man  eine  ähnliche  Gleichung  4.  Grades. 

Sind  A,  k  die  Abstände  der  Ringe  von  0,  so  ist  A  =  r  cotg  a  +  (R  —  r)  cotg  ß, 
k  =  r  cotg  a.    Wann  ist  £  =  £  h  ? 

Auch  für  r  >  R  ist  ein  Gleichgewicht  möglich,  die  4  Fäden  umspannen  dann 
den  Ring  (r). 

Auch  kann  die  Gleichung  Q9k  —  P6h  =»  0  in  Verbindung  mit  der  obigen 
geometrischen  Bedingung  benutzt  werden. 

Wie  gross  ist  der  Druck  auf  den  zwischenliegenden  Ring? 

6.  Gleichgewicht  von  Kräften  am  ebenen  Gelenkpolygon  voncon- 
stanten  Seiten. 

a)  Es  sei  AQAlA%  ...  Am  ein  ebenes  Polygon,  dessen  Zeiten  A0Alf  AlAit... 
Am—iAm  durch  Gelenke  drehbar  mit  einander  verbunden  sind.  Dasselbe  erleide 
eine  virtuelle  Verschiebung  in  seiner  Ebene,  sodass  seine  Scheitel  A0 ,  Al , .  . .  Am 
unendlich  kleine  Bogen  beschreiben  und  das  Polygon  in  Ao  A\  A\  .  .  .  A'm  über- 
geht. In  Bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  OXt  OY  seien  xr,  yr 
die  Coordinaten  des  Scheitels  Ar  vor  der  Verschiebung,  xr  +  dxr,  yr  -f-  &Vr  die 
des  Scheitels  A'r  nach  der  Verschiebung.  Wir  wollen  zunächst  die  aus  der  Ver- 
schiebung entspringenden  Aenderungen  dxr,  dyr  suchen. 

Um  das  Polygon  aus  der  Lage  A0A1Ai  ...  Am  in  die  Lage  Ä0  A\  A'2  . . .  A'm 

überzuführen,  ertheilen  wir  ihm  zunächst  die  Translation  A^Ä^  (dx,  dy))  wodurch 
es  in  die  Lage  A^a^  .  .  .  (hn  gelangt.  Dadurch  gehen  xr,  yr  über  in  xr  +dxy 
yr  +  $y-  Hierauf  lassen  wir  Ä^a^a^  .  .  .  am  um  A'0  rotiren,  bis  der  Scheitel  Oj 
mit  A\  zusammenfällt  Hierbei  erleiden  die  Coordinaten  xr  +  öx,  yr  +  6y  eine 
weitere  Aenderung  um  — (yr  —  y0)  äax,  +  (xr  —  x0)  datJ  wenn  dax  den  un- 
endlich kleinen  Rotationswinkel  alA'0A\  bezeichnet.  Denn  es  ändern  sich  über- 
haupt die  Coordinaten  eines  Punktes  im  Abstände  r  vom  Centrum  um  — rvdal} 
-}-r»öal}  wenn  rx,  ry  die  Projectionen  von  r  auf  die  Azen  sind.  Demnach  sind 
jetzt  die  Coordinaten  von  Ar  übergegangen  in 
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xr  +  fix  —  (yr  —  y0)  8^ ,     yr  +  fiy  +  (av  —  a;0)  d«! , 

and  hat  das  Polygon  die  Gestalt  nnd  Lage  A'0  A\  a2  a\  .  .  .  a'm  erlangt.    Ertheilen 

wir  dem  Polygon  A\a\a\  .  .  .  a'm  eine  neue  Rotation  ficct  um  A\y  wodurch  a\ 

nach  A\  gelangt  und  das  Gesammtpolygon  in  Af0A\Af2af^afl  .->(*',„  übergeht,  so 
werden  die  Coordinaten  von  ö£  sein 

Xr  +  fix  —  (yr  —  y0)  8av  —  (yr  —  y,)  da, , 

Indem  wir  ebenso  dem  Polygon  A\a'^a'[  .  .  .  a'm  am  ^.'2  die  Rotation  da8  er- 
theilen, so  dass  a'3'  nach  -4'3  gelangt  und  so  fortfahren,  bis  -4r  schliesslich  mit 
A'r  zusammenfällt,  erhalten  wir  als  Coordinaten  von  A'r : 

Xr  +  fix  —  (yr  —  y0)  d«!  —  (yr  —  y,)  da,  . .  .  —  (yr  —  yr— l)  d«r, 
yr  +  dy  +  (av  —  «0)  &ai  +  (^  —  a;,)  £a8  .  .. .  +  (xr  —  «r—  1)  dar 
und  hiermit  die  Aenderungen  fixr,  fiyr  der  Coordinaten  av,  yr: 

iar  i  =  r 

dxr  =-  da;  —  ^^  (yr  —  y«— 1)  da, ,     dyr  =>  dy  +   /^  (xr  —  a;,— 1)  da, , 

#=1  ,=1 

n&mlich 

da?0  =»  das, 

da?!  =  da;  —  (y,  —  y0)  da,, 

da^  =-  da;  —  (y,  —  y0)  da,  —  (y,  -  y,)  da,, 

da^,  =  fix  —  (ym  —  y0)  da,  —  (yTO  —  y,)  da,  —  ,  .  .  —  (ym  —  yw— 1)  ficcm , 

*y0  —  *y> 

*Vi  —  *y  +  (xt  —  a:0)  fiat1 

*Vi  —  <*y  +  («1  —  a;0)  da,  +  (x,  —  a;,)  da,, 

fiym  =>  fiy  -\-  (Xm  —  x0)  da,  +  (avn  —  xx)  da,  +  .  .  .  -|-  (Xm  —  Xm— l)  dam . 
Ist  das  Polygon  geschlossen,  so  hat  man 

x0=>Xmt    yo  —  ym,    fix0  =fixm  =  fix,    fiy0  =  fiym  =»  dy 
und   daher 

(y™  —  yi)  *««  +  (y»»  —  y,)  das  +  . . .  +  (yro  —  ym— 1)  dam  =»  0, 

(Xm  —  a;,)  da,  +  (%m  —  xt)  da,  +  •  •  •  +  (&m  ~  Xm—i)  dam  =  0 
und 

Sxr  «■  fix  —  (yr—  ym)  fi^  —  (yr  —  y,)  da,  —  ...  —  (yr  —  yr— i)  dar, 

£yr  a  äy  -\-  (xr  —  Xm)  da,   +  (xr  —  Xx)  fiat  -{-...  -\-  (Xr  —  Xr— l)  fiary 

oder  einsein: 

da;,  —  fix  —  (y,  —  yTO)  fictx , 

da?,  =  da;  —  (y,  —  yTO)  da,  —  (y,  —  y,)  da,, 

dJCm— i  =-  da;  —  (ym-i  —  ym)  da,  —  (ym—  l  —  y,)  da,  —  ...  —  (ifm—i  —  ym— 2)  dam—  1, 
fixm  =*  fixt 

*V\  Ä  *y  +  («1  —  a^»)  da, , 

^ys  «=.  dy  4-  (a;2  —  xm)  8*t  +  (x,  —  xx)  da, , 

■ 

dym— 1  =■  dy  +  (a;m— 1  —  xm)  dcct  +  (a;*i— 1  —  xt)  tia9  +  . . .  +  (xm— 1  —  a?m— s)  dam— l, 
dy»  -»  dy. 
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b)    In  dem  Punkte  £r,  t{r  der  Seite  Ar—\Ar  eines  geschlossenen   Polygons, 
welcher  diese  Seite  im  Verhältniss  pr :  qr  theilt,  so  dass  also 

(Pr  +  qr)  ir  =»  PrXr—l  -f  «r^r,     (pr  +  qr)  f\r  =  Pr  yr— 1  +  ^rj/r 

ist,  greife  nun  eine  Kraft  [F]  ■  [Xr]  +  [Yr]  an  und  ähnliche  an  allen  Seiten. 
Die  Bedingung  des  Gleichgewichts  ist  hierfür 


r  =  m 
r=l 


(Xr*ir+   Yr*Tlr)  =  0. 


Es  ißt  aber 

(j?r  +  qr)  8£r  =  pr9xr—l  +  qrdXr,     (fr  +  qr)  äf\r  =*  Prä  l/r-1  +  0rdyr 

und  wenn  man  hieraus  mit  Hülfe  der  Formeln  am  Schlüsse  von  a)  die  Aende- 
rungen  dxr—i  und  $xr,  dyr— l,  dyr  eliminirt,  so  kommt 

d Jr  =»  dx  —  (ljr  —  J/m)  ^«t  —  far  —  J/j)  da,  —  .  .  .  —  (f?r  ~  yr— l)  8ctr, 
9l\r  —  *?/  +  (Jr  —  #m)  d«!  +  ({r  —  Xx)  d«s  +  .  .  .  +  (|r  —  tfr— l)  dar 

und  speciell: 

*6i  —  d«  --  (*h  —  ym)  *a,, 

dj,  =  dx  —  {rit  —  yfn)  da1  —  (r/2  ~  y,)  da^, 

d|m  =  ix~  (i?,,,  —  ym)  Öeti  —  (q™  —  yx)  üat  -—  . .  .  —  (17m  —  ym— l)  dam, 

dq,  =»  dy  -f  (4,  —  j;m)  äat , 

*  >7*  —  dy  +  (£t  —  xm)  äat  —  (£„     -  Xj)  da,, 


dl?m  =  dl/  -(-  (Jm  —  JCm)  dOj   +  (im  —  Xx)  $Ctt   -\-  .  .  .  -|-  (Jm  —  £«i— l)  iam. 

Hierdurch  geht  die  Gleichgewichtsbedingung  über  in 


r  =  m 


r=m 


rssmi 


rsr/t 


•'2  x- + "2r' + '-^flT  T +*%2  *  i*  *  V  +- 


r=il  r=sl 


ral 


+  ««.    ^  -«r-*-l,V-J«.-l     +...  +  Sam 


r=s* 


Xr 


r»2, 
£m  —  XV« — 1 ,  JJm —  y»n—  1 


im 


m 


—  0 


Diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  den  oben  für  das  geschlossene  Polygon  an- 
gegebenen Gleichungen 

(ym  —  yt)  daa  +  (ym  —  y,)  da3  +  . . .  +  {ym  —  ym-i)  9 am  m  0 , 

(a?m  —  #0  da,  +  (#m  —  #j)  *«s  +  •  •  ■  +  (*»  —  Xm—l)  dam  =■  0 

stellt  das  Gleichgewicht  des  Polygons  dar.  Die  letzten  beiden  Gleichungen  ent- 
halten dx,  äyt  9a  nicht;  diese  Aenderungen  bleiben  daher  vollständig  will- 
kührlich. 

Die  Hauptgleichung  zerfällt  daher  in  4  Gleichungen,  sodass,  wenn  wir  ab- 
kürzend 

r-=m 

■2 

r«*    i 


{r  —  XM—l  ,  Tjr  —  y*— 1 
Xr  Yr 


setzen,  das  Gleichgewicht  durch  folgende  6  Gleichungen  dargestellt  wird: 
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r-sssm 


rssam 


ras  m 


2^-0,  yr,-,.  2,t"^-*7r 


—  ym 


r=l 


s  —  m 


r=l 


0,     y?PMda,  =  0, 


,  =  * 


«»2 


^   (ym  —  y,—  l)  da,  =  0,        ^  (x'm  —  #,— l)  da,  =  0. 
,«2 


Die  drei  ernten  von  ihnen  sind  die  Gleiohgewichtsbedingungen  der  Kräfte  am 
unveränderlichen  ebenen  System.  Es  sind  nun  noch  aus  den  #  drei  letzten  Glei- 
chungen zwei  Aenderungen  zu  eliminiren  und  dann  die  Coefficienten  aller  übrigen 
gleich  Null  zu  setzen,  um  sämmtliche  Gleichungen  von  den  Aenderungen  frei  zu 
machen.  Diese  Elimination  führen  wir  folgendermaßen  aus.  Wir  schreiben  die 
4.,  5.  und  6.  Gleichung  so: 


IBffl 


«sm  —  l 


^P,dct9  =     ^PaSa.+  Pm**m  —  0% 


5=2 

ISIR 


jag  TW — 1 

^f  (!/m  —  ys—l)  9a»  =»     ^  {ym  —  ys—l)  da,  +  (y™  —  y«i  —  l)  daw  =  Ü , 


«sm 


*  =  m  —  1 

^f  (xw       .r,_i)  da5  =    ^^  (#m  —  x'*— l)  6ccs  -f-  (jr,w  —  *o«  — 0  dawt  *=■  0 

und  eliminiren  aus  der  4.  und  6.,  sowie  aus  der  4*.  und  6.  die  Grösse  da,»,  indem 
wir  die  eine  mit  y,n —  ym— i,  resp.  xtll — xm— l,  die  andere  mit  Pm  multipliciren 
und  sie  abziehen.    Dies  liefert: 


3  aal/« —  l'  Hsx III  —  1  > 

^T       i/m  —  Um—  1,    *Jm~    y*—l   «       _  ^Wl     \*m       J,n  —  \ ,  **•»*  —  X9  —  1 


m 


i*. 


m 


P, 


dtta  =0. 


Auf  dieselbe  Weise  entfernen  wir  aus  diesen   beiden  Gleichungen  dam— i*     Indem 
wir  sie  nämlich  spalten,  erhalten  wir 


law-  2 

^7    ym  —  ym-i ,  y«*  —  y,— 1 

^  Pr«  P» 

«=>2 

2 


Xm  —  £m— 1,  Xm  —  X,— l 
Pm  P. 


<y«,+ 


^0f*  + 


y™  —  y«»— 1 ,   ym  —  ym— 1 

<« /«  *  m — 1 


Xm  —  *Cw — l ,    Xm  —  &m — 2 


^«m-1  =»  0. 


m 


Pm-1 


dam— i  —  n. 


Die  Elimination  von  dam— i  gibt  daher: 


law-  2 

^7    jym  —  ym— iv  ym  —  y«— 1 

^      j  Pm  P, 

««2 


ISSffl-  2 


da,:     ^ 


dßm  —  Xm—ly  Xm  —  Xt—i 
Pm  P» 


da. 


ym  —  ym—l,    */m  — ym— 2 
Pm  Pm— 1 


Xm  —  Am— 1,   Xm  —  Xm— 2 
Pm  Pm  — t 


In  dieser  Gleichung  Bind  noch  m  —  3  Aenderungen  Stts^  dat,  ...  dam— 2  enthalten, 
welche  vollständig  willkürlich  bleiben.  Indem  wir  ihre  Coefficienten  gleich  Null 
setzen,  erhalten  wir  in  Verbindung  mit  den  drei  ersten  Gleichungen,  welche  das 
Gleichgewicht  am  unveränderlichen  System  aussprechen,  schliesslich  die  m  Gleich- 
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gewichtBbedingnngen  des  geschlossenen  Polygons: 

fam  r  —  m  rasm 


ir  —  Xnty      TJr  —  ifm 
Xr  Yr 


=  0, 


0,    s=»2,3,  ...  (m  — 2). 


r«=l  r=l  r=l 

Am  —  #,_ i ,    ym  —  y>—\ ,    P,        ]  (A) 

.'dn  —  Xm  —  1 ,  2/m  —  «/m—  1 ,   Pm 
Xm  —  Xm—2,  ym  —  y»i— 2,  Pm— 1 

c)  Die  m  Gleichgewichtsbedingungen  enthalten  6  m  Grössen ,  nämlich  -die 
Kräfte  X,  3T,  die  Coordinaten  £,  17  ihrer  Angriffspunkte  und  die  Ooordinaten  x,  y 
der  Scheitel.  Gibt  man  noch  die  Länge  a8=  A*—i  A9  der  Seiten  durch  Glei- 
chungen, wie  a*  =  (xs  —  Xs—i)*  +  (y*  —  y*— 0*»  *o  hat  man  2m  Gleichungen 
zwischen  den  6  m  Grössen. 

Da  das  Dreieck  eine  unveränderliche  Figur  ist,  so  gilt  für  dasselbe  die  4te 
Bedingung  des  Gleichgewichts  nicht. 

Sind  XSj  Y9  und  £«,  r\»  als  Functionen  von  £«—i,  y$—\  gegeben,  so  wird 
P»  gleichfalls  eine  Function  von  xs—i,  ys—\  und  wenn  man  xm,  ym,  xm—i, 
ym—i  als  constant,  x,—i,  y,—i  aber  als  Variabein  xy  y  ansieht,  so  stellt  die 
Gleichung 


Xrn  ~~~  X , 


ym  —  y 


X,  ff 


0 


(B) 


~0; 


Xm  —  Am— 1 ,  ym  —  ym— 1 ,   Pm 
Xm  —  Xm—2  ,  ym  — ym— 2,  -Pm—  1 

eine  Gurve  dar,  auf  welcher  die  Scheitel  sämmtlioh  liegen  (auch  xm}  ym;  Xm—i, 
ym—  i;   #m— 2,  ym— 2).    Es  findet  daher  Gleichgewicht  statt,   wenn   die 
drei   Gleichgewichtsbedingungen   für    das    unveränderliche    System 
erfüllt  sind  und  die  Scheitel  sämmtlich  auf  der  Gurve  (B)  liegen. 
Fallen  Am,  -4m— 1,  -4m— 2  in  eine  Gerade,  so  ist 

(ym  —  ym—  l)  :  (Xm  —  Xm—l)  =*  (#m  —  ym— *)  :  (Xm  —  Xm—2) 

d.  h. 

Xm  —  Xm—  1 ,      ym  —  ym— 1 
Xm  —  Xm—  2,      ijm  —  ym—  2 

es  wird  daher  der  Coefficient  von  Pk,  y  in  (B)  gleich  Null  und  diese  Gleichung 
vom  ersten  Grade.  Sie  stellt  daher  eine  Gerade,  nämlich  Am—tAm  dar.  Er- 
füllen also  die  Kräfte  die  Bedingungen,  wie  am  unveränderlichen 
System  und  fallen  die  Scheitel  alle  in  eine  Gerade,  so  findet  Gleich- 
gewicht statt. 

d)  Werden  die  Seiten  durch  die  Kräfte  sämmtlich  gepresst,  so  stellen  die 
Gleichungen  (A)  auch  dann  noch  das  Gleichgewicht  dar,  wenn  die  Gelenke  durch- 
schnitten werden  und  die  Seiten  sich  blos  aneinander  lehnen;  werden  sie  alle  ge- 
spannt, so  besteht  das  Gleichgewicht  auch  noch  fort,  wenn  die  Seiten  alle  bieg- 
sam werden. 

Die  Gleichungen  (A)  stellen  auch  dann  noch  das  Gleichgewicht  des  Polygons 
dar,  wenn  zwei  Endpunkte  fest  werden;  ebenso  wenn  eine  Partie  AmAx . .  .AP—\AP 
unveränderlich  wird. 

Das  Gleichgewicht  besteht  auch  fort,  wenn  sämmtliche  Kräfte  ihren  Sinn 
umkehren. 

e)  Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  alle  Kräfte  in  den  Mitten  der  Seiten 
angreifen,  dass  also  pr  :  qr  =  1  :  2  sei  für  alle  r,  dass  sie  alle  zu  den  Seiten,  an 
welchen  sie  angreifen,  senkrecht,  dem  Sinne  nach  aber  alle  nach  aussen  oder  alle 
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nach  innen  gerichtet  und  dass  ihre  Intensitäten  den  Seiten  proportional  seien. 
Das  Verhältnis*  der  Kräfte  zu  den  Seiten  ist  dann  eine  Constante  2h,  so  dass 
man  setzen  kann : 

X,  =  —  2h  (i/,  —  yt-i),     Y»  =»  2h  (xs  —  xa-i). 

Man  sieht  leicht,  dass  die  Gleichgewichtebedingungen  der  Kräfte  am  unveränder- 
lichen System  identisch  erfüllt  sind,  und  dass  die  Resultante  aller  an  einer 
Parthie  aufeinanderfolgender  Seiten  angreifenden  Kräfte  die  Verbindungslinie  des 
Anfangspunktes  dieser  Seitenpartie  mit  dem  Endpunkte  derselben  rechtwinklig 
halbirt,  nach  innen  oder  aussen  wirkt,  je  nachdem  die  Componenten  nach  aussen 
oder  nach  innen  gerichtet  sind  und  daß  VerhältnisB  der  Resultanten  zu  der  Ver- 
bindungslinie gleichfalls  2h  ist.     Es  ist  daher 

[Fs]  +  [F,+i]  +  ...  +  [Fm] {[-2h  (y—i  -  ym)]  +  [2Ä(*,-i  -  xm)] } ; 

ebenso  ist  die  Summe  der  Momente  der  Kräfte  FM ,  . . .  Fm  in  Bezug  auf  irgend 
einen  Punkt  der  Ebene  gleich  dem  Momente  dieser  Resultanten.  Nun  stellt 
P$  die  Summe  der  Momente  der  Kräfte  F9 ,  .  .  .  Fm  in  Bezug  auf  A»~\  dar  und 
ist  daher 

\(xs~i  +  xm),      Hy*-i  +  y™) 

— 2Ä(y,_ i  —  ym),     2h  (x,_ i  —  xm 
Pm-i  - h  [(*»_,  +  y^2) -  (xl  +  ym)] ,      Pm  -  h  [(arj^  +  ym_x)  -  (xjn  +  yfn)] . 

Substituirt  man  diese  Ausdrücke  in  die  letzte  der  Gleichungen  (A),  so  geht  (B) 
über  in  die  Gleichung  eines  Kreises.  Daher  findet  Gleichgewicht  statt, 
wenn  die  Scheitel  des  Polygons  auf  einem  Kreise  liegen.  Es  gibt  daher 
so  viele  Arten  des  Gleichgewichts  als  kreisförmige  Anordnungen  der  Scheitel 
möglich  sind. 

f)    Nehmen  wir  jetzt  an,  die  Kräfte  greifen  in  den  Scheiteln  an,  so  dass 

fe-=»4V,    1Jr  =  J/r,    £{r  =  Sxr,    tfl?r=*yr,    ££m  =»  dXm  =»  9x,    Stfa  =  dym  *=*>  dy. 

In  diesem  Falle  vereinfachen  sich  die  Formeln.  Bildet  man  jetzt  die  Haupt- 
gleichung 


P, 


h  [(«jL.!  +  y JU>  -  (*£  +  ym)] 


r^m 


^(XrdXr  +    Yrdyr)  —  0  , 


so  erhalt  man 


r=l 


m 


r=m 


j'u-un— -1 


dx^Xr  +  Sy^Yr  +  da,  V 


r=l 


r=  1 


Xr  —  Xm,  Vr  —  ym, 
Xr  Yr 


rsssm-—  1 


xr—xx,  yr—yx 


Xr 


Y, 


+ 


■—II 


+  *«« 


2 


\Xr--Xs—i,    yr  —  y* 

Xr  Yr 


_|_  . ..  _|_  $am — i 


Xm—l  —  Xm—2 ,    ym — 1 — y m— 2 


Xm—  1 


Ym—  1 


0, 


indem   9  im  und  8r\m  sich  blos  auf  je  ein  Glied  9x,  dy  reduciren.    Man  erhält 
also  jetzt  die  Gleichgewichtsbedingungen: 


m 


rsssm 


xt 


r=stn — 1 1 

o."5Vr-o,y:* 


Xm,  yr  —  ym 
Xr  Yr 


0,     5?  Psdcts 


s  =  2 


r=l  rsl  rail 

nebst  den  Bedingungsgleichungen: 


0 


*  =  m 
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und  hierbei  ist 


P, 


^T?    I  Xr  —  #»— 1 ,  t/r  —  y*-l 

1  ^-/     I  Xr  Yr 

r=a$ 


Eliminirt  man  dam,  welches  jetzt  in  der  4.  Gleichung  nicht  vorkommt,   aus  den 
Bedingungsgleichnngen,  so  geben  diese  eine  Gleichung  von  der  Form: 


y  Q*dct$=~Ot    wo   Q» 

j=2 


s=m — 1 


ist.    Die  beiden  Gleichungen    ^^P9Sa9  =»  0   und    >*  Q*  6 er«  =»  0    aber     liefern 


#wt  —  Xm—  1 ,     ?/m  —  ym— 1 

tfm  —  X*— i ,     ym  —  «/*— 1 

«=m — 1 


««* 


»n=2 


nach  Elimination  von  dccm—n 

i       Pm-1 


2- 

«»2 


— 2  «=»» — 2 

V 


Psdas 


$  =  2 


©m-1 

Q*9cl9 


0, 


oder  da  £<rs,  £a8  .  .  .  dam— %  vollständig  willkührlich  sind 


Pra—1   ©m— 1 

P,         0- 


=»  o,  «  =*  2,  3, . . .  m  —  2,   oder  ^  •—  Const.,  s  —  2,  3, . . .  tn  —  2. 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  Pf  die  Summe  der  Momente  der  an  den  Schei- 
teln ÄMy  -4j  +  i,  .  •  .  Am—i  angreifenden  Kräfte  in  Bezug  auf  A$  —  i;  Q»  aber 
ist  der  doppelte  Inhalt  des  Dreiecks  Am—iAmAt—x,  welches  A*  —  i  zur  Spitze 
und  Am—  iAm  zu  deren  Gegenseite  hat.  Die  Gleichung  druckt  daher  aus,  das 8  die 
Summe  der  Momente  aller  an  den  aufeinanderfolgenden  Scheiteln 
-4*  — l,  As,  .  .  .  Am—i  angreifenden  Kräfte  in  Bezug  auf  den  Anfangs- 
8cheitel  ^L— i  dieser  Folge  zu  dem  Dreieck  At  —  iAm  —  \Am  in  con- 
stantem  Verhältnisse  Bteht 

Aus  diesem  Satze  folgt  u.  a.  ein  Satz  über  die  regulären  Polygone.  Gleiche 
Kräfte,  welche  in  den  Ecken  eines  regulären  Polygons  angreifen  und  alle  in  dem 
eiuen  oder  dem  andern  Sinne  nach  dem  Mittelpunkt  gerichtet  sind,  sind  im 
Gleichgewicht.    Daher: 

In  jedem  regulären  geschlossenen  Polygon  AtA2  .  .  .  As.  . .  Amf 
bilden  gleiche  Strecken  AlPli  A%P%  .  .  .  As P«.  .  .  AmPm,  welche  auf 
den  Verbindungslinien  AxO,  A^O,  .  .  .  A*0,  .  .  .  AmO  des  Mittelpunktes 
0  mit  den  Scheiteln  alle  in  demselben  Sinne  (dem  Mittelpunkt  zu- 
oder  abgewandt)  aufgetragen  werden,  Dreiecke  As  As  -f.  i  P$ -f.  i , 
As As+iP*+ «,.  ••  AsAm— lPm—  i,  deren  Summe  proportional  ist  dem 
Dreiecke  AsAm—  l  Am ,  für  jeden  Werth  von  8. 

Vgl.  über  das  vorliegende  Problem  Ruffini,  delV  equilibrio  dei  poligoni 
piani  d%  forma  varidbüe  (Mem.  dell'  Accad.  di  Bologna,  8er.  III",  T.  X,  p.  1-22; 
1879),  woselbst  der  zuletzt  angeführte  Satz  auch  rein  geometrisch  induetiv  be- 
wiesen ist. 

§.  14.     Die  Brauchbarkeit  des  Principe    der  virtuellen  Geschwindig- 
keiten ist  geknüpft  an  die  Kenntniss  aller  Bewegungen,  deren  ein  System 
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fähig  ist.  Für  das  unveränderliche  System  ist  diese  Kenntniss  vollkommen 
zu  erlangen  und  werden  wir  der  Beweglichkeit  desselben  und  deren  Be- 
schränkung durch  Bedingungen  eine  ausführliche  Betrachtung  widmen.  Für 
das  veränderliche  kann  dasselbe  nicht  behauptet  werden,  doch  sind  wich- 
tige Andeutungen  in  dieser  Hinsicht  möglich.  Wenn  es  sich  um  die  Auf- 
findung der  Gleichgewichtslagen  eines  Systems  handelt,  wird  die  Brauch- 
barkeit in  der  Regel  aber  durch  die  Reibung  bedeutend  eingeschränkt. 
Denn  um  die  Gleichgewichtslagen  zu  finden,  müssen  die  Widerstände  und 
die  von  ihnen  abhängige  Reibung  eliminirt  werden.  Durch  die  mit  der 
Natur  des  Systems  verträglichen  Verschiebungen  können  die  ersteren 
eliminirt  werden,  weil  sie  zu  den  Bahnen  der  Punkte  senkrecht  sind,  nicht 
aber  die  Reibung,  da  sie  die  Richtung  dieser  Verschiebungen  selbst  hat. 
Um  sie  zu  eliminiren  sind  andere  Verschiebungen  zu  wählen.  Glücklicher- 
weise kann  man  aber  Verschiebungen  bezeichnen,  durch  welche  Widerstände 
und  Reibung  in  vielen  Fällen  zugleich  eliminirt  werden  können. 

Es  sei  (xy)  ein  Punkt  eines  ebenen  Systems ,  welcher  auf  der  Curve 
X  »=s  0  zu  bleiben  gezwungen  ist  und  finde  auf  derselben  Reibung  vom 
Coefficienten  p  statt.  Der  Normalwiderstand  der  Curve  sei  N  und  folglich 
die  Reibung  pN.    Beide  Kräfte  sind  zusammen   äquivalent  einer  einzigen 

Kraft  K  =  N  Yl  +  j*2,  deren  Richtung  mit  der  Normalen  den  Reibungs- 
winkel q  bildet,  für  welchen  tg  q  =  (i  ist  Ertheilt  man  nun  dem  System 
oder  einem  Systemtheil,  welcher  den  Punkt  (xy  y)  enthält,  eine  Verschie- 
bung senkrecht  zu  dieser  Richtung,  so  wird  mithin  die  virtuelle  Arbeit  des 
Widerstandes  und  der  Reibung  zugleich  Null  und  fallen  beide  aus  der  be- 
treffenden Gleichgewichtsbedingung,  die  durch  diese  Verschiebung  erhalten 
wird,  heraus.  Die  Gerade  senkrecht  zur  Kraft  K,  längs  welcher  der  Punkt 
verschoben  wird,  wollen  wir  eine  Reibungslinie  nennen.  Da  p  mit  dem 
Zeichen  (+)  oder  ( — )  genommen  werden  kann,  so  gibt  es  zwei  Reibungs- 
linien, welche  mit  der  Normalen  gleiche  Winkel  %it  —  q  und  mit  der 
Tangente  gleiche  Winkel  q  bilden.  Bezeichnet  daher  a  den  Neigungswinkel 
der  Tangente    gegen    die  Axe    der  xy    so    bildet   die  Normale    der    einen 

Reibungslinie  mit  derselben  Axe  den  Winkel  a  -f-  ( --  —  q)  ,  die  andere 
den   Winkel  a  —  ( q  ).     Die  Gleichung  der  ersteren  ist  daher 

—  (6  —  *)  sin  («  —  q)  +  (v  —  V)  coß  («  —  Q)  =  ° 

und  da  für  eine"  Verschiebung  des  Punktes  (xy)  auf  ihr  £  — -  <*,  *j  — y 
durch  dx,  dy  ersetzt  werden  können,  so  besteht  die  Gleichung 

—  6x  sin  (a  —  q)  +  dy  cos  (et  —  <f)  =  0 , 
worin 
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sin(a —  p)=>3inaco8i  —  cosasiu£  =  (- p)  •     1  -f-  ( -~  J  (l-{-f*2)~* 

und 

cos(a  —  o)=cosaco8p4"8ma8m£=(1H~f4;7"~)  *     ^"H\T~J  U+f4*) 

zu  setzen  ist,  wodurch  sie  übergeht  in 

-(£--.)«.+('+.■£)'»- 

oder  (pdx  -f-  dy)  dx  —  (dx  —  pdy)  dy  =  0, 

dy 
wozu,  um  — -  zu  erhalten,  noch  die  Differentialgleichung  von  L  —  0,  d.  h. 
dx 

Lx  dx  +  L'v  dy  =  0 
hinzutritt.    Die  Elimination  von  dx  und  dy  gibt 

(idx-+-dy,  —  dx-\-  pdy  ,   ,    ,        ,^        ■   ,   ,  /N  . 

l  ,  1=0    oder  {Lx  +  (iLy)  dx  +  (Ly  —  (iLx)dy  =  0 

i  l'x  Ly  ; 

als  die  Gleichung,  welcher  dy ,  tf#  für  die  genannte  Verschiebung  genügen 

müssen.     In  derselben  kann  auch   —  p  an  die  Stelle   von  p   treten,  dann 

bezieht  sich   die  Verschiebung   auf  die  andere   Reibungslinie.    Für  ft  =  0 

fallen   beide  Reibungslinien  mit  der   Tangente  zusammen  und  geht   diese 

Bedingungsgleichung  über  in  Lxdx  -f-  Lydy  =  0,  wie  selbstverständlich  ist. 

Ist  das  System  unveränderlich  und  sind  zwei  Punkte  vorhanden,  welche 

sich  mit  Reibung  auf  ihren  Bahnen  bewegen,  so  kann  man  demselben  zur 

Bestimmung  der  Gleichgewichtslage   eine  virtuelle  Rotation  um  einen  der 

vier  Punkte  als  Momentancentrum   erth eilen,    in  welchem   sich  die  Paare 

von   Normalen  der   Reibungslinien  beider   Punkte   schneiden,  welche  nicht 

demselben  Punkt  angehören. 

Beispiel. 
In  der  Aufgabe  No.  2,  S.  62,  über  den  Cylinder,  welcher  mit  Reibung  p,  \l 
an  der  Horizontalen  und  Verticalen  anlehnt,  werde  r  =■  0  gesetzt  und  dadurch 
der  Cylinder  auf  eine  schwere  Gerade  reducirt.  Die  Coordinaten  der  Punkte  A,  B 
sind  x,  0;  0,  y\  die  von  S  gleich  ±x,  \y  und  es  ist  weiter  tg  i/>  =■  y':x,  sowie 
x*  +  y »  -.  4J*.    Für  den  Punkt  Ä  ist  L  =  y  —  0,  L'  —  0,  L'  —  l,  mithin  die 

Bedingungsgleichung,  welcher  dx,  dy  genügen  müssen,  für  eine  Verschiebung  auf 
der  Reibungslinie  —  pdx  +  dy  —  0.   Für  B  ist  X  =  #'  =»  0,  also  L'x  ■- 1,  -L'  =-  0 

nnd    die   Bedingung   dx'—y!8y'*=*Q.    Zugleich    besteht ,  weiter    die    Gleichung 
artfa-  +  y'dy  =  0.    Man  hat  daher  überhaupt  das  Gleichungssystem: 

±Gdy=*0,     —  pdx  +  dyt-  0,    dx  —  p'dy  =0,    xdx%+ydy<=0. 

Aus  ihm  ergibt  sich  für  die  Gleichgewichtslage  ohne  weitere  Elimination  der 
Widerstände  tg  ty  «■  y  :  x  =-  —  dx  :  dy. 

Die  Coordinaten  von  A  sollen  mit  ff,  y,  die  von  5  mit  x,  y  bezeichnet  wer- 
den;   die    von   S  sind   dann   ^(x  +  a?')i   \  (y  +  y ).    Die    Hauptgleichung   wird 
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G  {dy  -f  dy )  — »  0.  Für  A  besteht  die  Bedingung  X  ^z  y  =~  0,  so  dass  Lx  «  0, 
U  mm  l  und  hiemit  —  pdx  +  9y  —  0;  für  B  wird  X  =  a;',  X^.  «-  1 ,  X^.  =-  0t 
mithin  dx' —  ti'dy'  =  0.    Für  die  constante  Entfernung  AB  ist 

(x  —  ä  )*  +  (y  —  y')2 «  4 J*,  mithin  (a?  —  a:')  (ßx  —  da?')  +  (y  —  y)  (dy  —  dy)=*  0. 

Aus  dem  Gleichungssystem 

—  pdx  +  dy  =  0,    da;'  —  p'äy'  =  0,    dy  +  dy'  — »  0, 
(x  —  a:')  (da;  -  dx)  +  (y  -  y)  (dy  -  dy )  -  0 

folgt  für  die  Gleichgewichtslage  der  Winkel  co  ohne  weiter  erforderliche  Elimination 
Ton  Widerstanden,  nämlich 

tg     Q)      =B ,      =    — - ;     = — —   • 

x  —  x  dy  —  dy  2(i 

Für  ein  räumliches  System  kann  der  Widerstand  einer  Fläche  und  die  Reibung 
auf  derselben   eliminirt  werden,  indem  man  irgend  eine  Verschiebung  des  sich 

reibenden  Punktes  in  der  zur  Richtung  von  K  =  N  Vi  -f  p*  senkrechten  Ebene 
wählt.     Sind  <*,  ß,  y  die  Richtungswinkel  dieser  Kraft,  so  ist 

(£  —  x)  cos  a  +  (tj  — •  y)  cos  ß  +  (£  —  *)  cos  y  ■-  0 

die  Gleichung  dieser  Ebene  und  indem  man  £  —  x,  17  —  y,  £  —  z  in  dx,  dy,  dz 
übergehen  lässt,  ergibt  sich  als  Bedingung  für  die  Verschiebung 

d  £  cos  a  +  drj  cos  ß  +  d£  cos  y  —  0. 

Da  aber  K  mit  der  Normalen  der  Fläche,  welche  X  *=»  0  sei,  den  Winkel  9  bildet, 
wofür  tg  9  mm  fi  ist,  so  besteht  weiter  die  Gleichung 

X;  cos  «  +  Z;  cos  (S  +  L9  cos  y  -  sin  9  (Z;*  +  i^  +  L'/)^, 
wofür  auch 


X'      X' 

y  * 

cosp  cosy 


t 


+ 


L'      X' 

*  X 

cos  y  cos  a 


s 


+ 


X'       X' 

*  '   —  fi2  (X'2  +  X'*  +  X'») 
cos «  cos  (5|        p   v   x  ^     *   ^     'J 


gesetzt  werden  kann,  indem  man  cob  9  bildet  und  sin  9  :  cos  9  =  p  setzt.     Diese 
Gleichung  drückt  aus,  dass  die  Richtung  (ctßy)  dem  Reibungskegel  angehört. 

Vgl.  Petersen,  DelV  uso  del  principio  deUe  velocitä  virtuali  con  riguardo 
aJV  attrito  (Brioschi  t  Cremona,  Annali  di  matematica,  Ser.  2d»,  T.  IV,  p.  86).  *) 


*)  Petersen  gibt  in  dieser  Abhandlung  auch  den  Gebrauch  an,  den  man  von 
den  Reibungslinien  bei  der  Untersuchung  der  Bewegung  eines  Punktes  machen 
kann,  der  sich  auf  gegebener  Curve  mit  Reibung  bewegt.    Aus  den  Componenten 

dt) 

.--  und  v* :  9  der  Beschleunigung  längB  der  Tangente  und  Normalen  einer  ebenen 

Gurre  bildet  man  leicht  die  Beschleunigungscomponente  längs  der  Reibungslinie 
(es  gibt  für  die  Bewegung  nur  eine  Reibungslinie),  nämlich 

dv  .   v*    .  ,  1         /dv   ,       »*' 


dt 


cos  0  -\ sin  9    oder -.  —  1  -rr  +  p  —  1  • 

9  Vl  +  P*\dt  */ 


Widerstand  und  Reibung  haben  aber  keine  Componente  längs  der  Reibungslinie. 
Sind  also  1.  keine  weiteren  gegebenen  Beschleunigungen  vorhanden,  so  folgt  die 

Bewegung  der  Gleichung  -tt  +  f*  -  —  0  oder,  wenn  9  =  —  =—  v  z-     eingeführt 

Schill,  Mechanik.  II.  14 
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§.  15.  Der  Nerv  des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  ist 
der  allgemeine  Satz  über  zwei  Streckensysteme,  Cap.  III,  §.3,  S.  28;  man 
kann  dem  Princip  verschiedene  Formen  geben,  je  nachdem  man  die  Form 
des  zweiten  Streckensystems,  welches  den  virtuellen  Geschwindigkeits- 
zustand repräsentirt,  wählt.  Eine  interessante  solche  Form  hat  C ha 8 1  es  ge- 
geben (PropriÜis  gcom.  relatives  au  mouvement  infinitnent  petit  cCun  corps 
solide  libre  dans  Vespace.  Comptes  r.  T.  XVI,  p.  1420—1432  [1843]  am 
Ende).  Wie  man  auch  immer  nämlich  den  virtuellen  Geschwindigkeitszustand 
eines  unveränderlichen  Systems  in  zwei  Winkelgeschwindigkeiten  coj ,  «2  um 
zwei  conjugirte  Axen  an  o,  auflösen  mag,  so  ist  col(o2d  sin  (a1a2)  eine  Con- 
stante,  wo  d  den  kürzesten  Abstand  der  Axen  bezeichnet  (S.  B.  I,  S.  68),  näm- 
lich gleich  dem  Produkt  aus  der  Winkelgeschwindigkeit  eo0  um  die  Momentan- 
axe  und  der  Translationsgeschwindigkeit  v0  parallel  derselben.  Nun  stellt 
aber  d .  a>2  die  Geschwindigkeit  des  Fusspunktes  von  d  auf  der  Axe  ax  und 
folglich  c02cZ  sin  (a^g)  die  Protection  digser  Geschwindigkeit  auf  dieselbe 
Axe  dar,  eine  Grösse,  welche  für  alle  Punkte  von  at  einen  und  denselben 
Werth  hat  (S.  B.  I,  S.  287).   Bezeichnen  wir  sie  mit  va,  so  ist  mxva  =  u0v0. 


wird, \-  pds  «=  0,  woraus  die  Geschwindigkeit  v  als  Function  der  Summe  der 

Contingenz winkel ,  d.  h.  des  Winkels  f ,  den  die  Tangente  mit  der  £-Axe  bildet, 
folgt,  nämlich  v  —  t?0  e— i"».  Es  entspricht  dabei  v0  dem  Werthe  *  =  0.  Eb  ist 
hierbei  de  positiv,  also  e  wachsend,  die  Curve  also  convex  gegen  die  Abscissenaxe 
gedacht.    2.  Ist  der  Punkt  der  Schwere  unterworfen,  so  hat  man  die  Gleichung 

dv   .de  dy  4-  adx 

dt+ftVdt=-9~    ds~' 

denn  die  Reibungslinie  bildet  mit  der  #-Axe  einen  Winkel  gleich  der  Summe  von 
q  und  dem  Winkel,  den  die  Tangente  mit  derselben  Axe  bildet,  daher  ist  die 
Componente  der  Schwere  längs  der  Reibungslinie 

_—  9 dy  +  (idx 

|/1  +~^  ds 

Die  Differentialgleichung  der  Bewegung  ist  äquivalent  mit 

d  •  t>*  +  2(i,v*dE  =  —  2g  (sin  e  +  fi  cos  e)  ds, 
woraus  folgt 

t>*  =■  —  2ge~  '"  [fe~  /l*  (»in  e  +  p.  cos  e)  ds  +  C]  , 

worin  ds  «•  Qde  zn  setzen  und  q  eine  gegebene  Function  von  £  ist.  3.  Sind  X,Y 
die  Componenten  der  gegebenen  Beschleunigung  in  Bezug  auf  die  Axen  der  x 
und  y,  so  hat  man  in  ähnlicher  Weise: 

dva  +  2(iv%de  =  {2X(cose  —  psins)  +  2F(sin£ +  pcos  *)}  ds. 

Hängen  X,  Y  blos  von  x  und  y  ab,  so  kann  diese  Gleiohung  integrirt  werden, 
denn  dx  »  ds  cos  e,  dy  =  ds  sin  e  u.  s.  w. 
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Ist  nun  P,  P*, . .  .  das  Kräftesystem,  und  wählen  wir  die  Richtungen  der 

P 

Kräfte  P  nach  und  nach  zu  der  Axe  aA,   so  wird  SPva  =  «o^o^      »  un<* 

Ol 

« 

P 
da  JSPdp  =  ZPvadt  =  0  sein  muss,  so  wird  Z       =  0,  d.  h. 

CO 

Zum  Gleichgewicht  eines  Kräftesystems,  welches  an  einem 
unveränderlichen  Punktsystem  angreift,  ist  nothwendig  und  hin- 
reichend, dass  für  jeden  beliebigen  virtuellen  Geschwindigkeits- 
zustand die  Summe  der  Quotienten  aus  den  Kräften,  dividirt 
durch  die  Componenten  der  Winkelgeschwindigkeit  des  Ge- 
schwindigkeitszustandes um  die  Kraftrichtungen  gleich 
Null  ist. 


X.  Capitel. 

Virtueller  Coefficlent  und  Cylindroid.     Reciprocale  Axensysteme. 

§.  1.  Derjenige  Theil  der  Statik,  welcher  die  gleichzeitige  Betrach- 
tung zweier  oder  mehrerer  Streckensysteme  zur  Grundlage  hat,  wie  das 
Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  hat  in  neuester  Zeit  durch  die 
Arbeiten  von  Robert  Stawell  Ball  sehr  wesentliche  Erweiterungen  erfahren, 
welche  von  tiefgreifender  Einwirkung  auf  die  Gestaltung  der  gesammten 
Mechanik  geworden  sind.  Wir  haben  bereits  B.  I,  S.  301  auf  die  Be- 
deutung dieser  Forschungen  hingewiesen  und  wollen  die  Hauptresultate, 
welche  der  Statik  angehören,  hier  entwickeln. 

§.  2.  Nach  B.  I,  S.  30  ist  jedes  Streckensystem,  für  welches  die 
Verschiebbarkeit  und  Resultantenbildung  der  Strecken  gilt,  äquivalent  der 
Verbindung  (iZ,  G0)  einer  Einzelstrecke  R  und  eines  Axenmomentes  G0 
längs  der  Centralaxe  fo  des  Streckensystems  und  stellt  G0:  R  =  p  den 
Parameter  des  durch  das  Streckensystem  bestimmten  Complexes  dar.  Wir 
tragen  die  Länge  des  Parameters  auf  der  Centralaxe  auf  und  betrachten 
sie  als  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  die  Grössen  R  und  G0  gleichen 
oder  entgegengesetzten  Sinn  haben.  Den  Sinn  drücken  wir  auch  bei  p 
durch  eine  angefügte  Pfeilspitze  aus  und  hängen  zum  Zeichen,  dass  diese 
Strecke  an  der  Axe  p^  haftet,  je  nach  Bedürfnisse  dem  Buchstaben  p  den 
Index  von  ^  an,  so  dass  pQ  eine  nach  Grösse,  Sinn  und  Richtungslinie  be- 
stimmte Strecke  bedeutet,  deren  Lage  blos  auf  ihrer  Richtungslinie,  nicht 
aber  im  Räume,  willkührlich  wählbar  ist.  Wir  nennen  diese  Grösse  den 
Axenparameter  der  Streckenverbindung  (iZ,  G0).  Die  Gleichung  pR  =  G0 
zeigt,  dass  durch  den  Axenparameter  p  und  die  Einzelstrecke  R  das  Axen- 

moment  G0  und  also  die  Verbindung  (1Z,  G0)  bestimmt  ist.     Zur  Bestim- 

14* 
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mung  von  p  sind  5  Grössen  erforderlich,  vier  davon  bestimmen  die  Lage 
der  Axe,  die  fünfte  die  Grösse  von  p\  zur  Bestimmung  der  Streckenver- 
bindung (22,  G0)  dienen  daher  6  Grössen,  nämlich  fünf  für  p  und  die 
Grösse  der  Einzelstrecke  22. 

Für  ein  System  von  Winkelgeschwindigkeiten  (g>,  v0),  wofür  die  Einzel- 
strecke co  die  resultirende  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Centralaxe  und 
v0  <Jie  Translationsgeschwindigkeit  parallel  derselben  bedeutet,  bestimmt 
p  =  v0  :  co  in  der  Entfernung  gleich  der  Einheit  von  der  Axe  eine  Schraube 
um  diese  Axe,  so  dass  durch  sie  und  die  Winkelgeschwindigkeit  co  die 
Elementarwindung8bewegung  des  Systems  gegeben  ist.  Ball  nennt  daher 
den  Axenparameter  p  den  pitch  dieser  Schraube,  wofür  Fiedler  den  Aus- 
druck Pfeil  gebraucht;  wir  ziehen  es  vor  Axenparameter  der  Win- 
dung oder  Windungsparameter  zu  sagen. 

Für  ein  Kräftesystem  (22,  G0)y  wofür  22  die  Resultante  längs  der 
Centralaxe  und  G0  das  Axenmoment  parallel  derselben  bedeutet,  denkt 
Ball  sich  gleichfalls  eine  durch  p  =  G0:R  als  Steigungsverhältniss  be- 
stimmte Schraube,  wenn  auch  (22,  G0)  nicht  gerade  um  diese  Axe  eine 
Bewegung  hervorruft  Die  Kraftverbindung  (22,  G0)  nennt  Ball  einen 
wrench,  welchen  Ausdruck  Fiedler  mit  Wind  er  wiedergibt.  Um  zu  ver- 
hüten, dass  man  denke,  der  Winder  bringe  eine  Elementar bewegung  um 
die  ebengenannte  Schraube  hervor,  sind  wir  geneigt,  für  den  Ausdruck 
wrench  das  früher  von  Plücker  in  einem  nicht  ganz  klaren  Sinne  ge- 
brauchte Wort  Dyname  anzuwenden.  Es  kommt  uns  mehr  darauf  an,  das 
Wesen  der  Kraftverbindung  anzudeuten,  als  die  Hervorrufung  einer  Elementar- 
windung, zu  welcher  ohnehin  noch  elementare  Centripetalbeschleunigungen 
hinzutreten  müssten,  um  die  Gesammtänderung  des  Geschwindigkeitszustandes 
eines  Systems  darzustellen  (8.  B.  I,  S.  506). 

Dem  Obigen  zufolge  ist  eine  Windungsgeschwindigkeit  (co,  v0),  wie 
eine  Dyname  (22,  G0)  durch  G  Grössen  vollständig  bestimmt. 

Reducirt  sich  der  Axenparameter  p  der  Windungsgeschwindigkeit  (co,  v0) 
auf  Null,  so  zeigt  die  Gleichung  pco  =  v0,  dass,  wenn  co  nicht  unendlich 
wird,  die  Translationsgeschwindigkeit  v0  verschwindet  und  die  Windungs- 
geschwindigkeit in  eine  blosse  Winkelgeschwindigkeit  co  übergeht  Wird 
p  =  <x> ,  so  muss  w  verschwinden  und  reducirt  sich  die  Windungsgeschwindig- 
keit auf  eine  Translationsgeschwindigkeit  v0  parallel  der  Schraubenaxe.  Der 
Axenparameter  hat  in  diesem  Falle  blos  Axenrichtung,  ohne  bestimmte 
Lage  der  Axe. 

Wird  der  Axenparameter  p  der  Dyname  (22,  G0)  gleich  Null,  so  folgt 
ebenso  aus  pR  =  G0,  dass  die  Dyname  sich  auf  eine  Einzelkraft  22,  ist 
p  =  oo,  dass  sie  sich  auf  ein  Paar  G0  reducirt.  Im  letzteren  Falle  ist 
die  Axe  von  p  der  Lage  nach  unbestimmt. 
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Ball's  virtueller  Coefficient. 
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Fig.  67. 


§.  3.  Eine  Dyname  (B,  G)  greife  an  einem  unveränderlichen  System 
an;  man  ertheilt  dem  System  eine  virtuelle  Windungsgeschwindigkeit  (a>,  v), 
vermöge  welcher  dasselbe  die  virtuelle  Windung  (S&,  öx)  erleidet  Wir 
wollen  die  virtuelle  Arbeit  der  Dyname  in  Bezug  auf  die  virtuelle  Win- 
dung bestimmen.     Es   sei  ce  die  Axe  und  pa  =  G  :  B  der  Axenparameter 

der  Dyname,  also  G  =  paB;  ß  die  Axe 
und  pp  =  v  :  co  =  öx :  ö&  der  Axen- 
parameter der  Windung,  also  öx  =p^  ö&, 
sowie  d  der  kürzeste  Abstand  der  Axen 
(Schrauben)  a,  ß  und  X  der  von  ihnen 
gebildete  Winkel.  Wir  wählen  ß  zur 
rc-Axe  und  die  Richtung  des  kürzesten 
Abstandes  d  zur  *-Axe  eines  rechtwink- 
ligen  Coordinatensystems  (Fig.  67).  In- 
dem wir  die  Kräfte  der  Dynamen  für 
den  Ursprung  0  reduciren,  erhalten  wir  an  Componenten  X,  Y,  Z  der  Re- 
sultanten und  L,  M,  N  des  resultirenden  Axenmomentes 

X  =  B  cos  A,  L  =  paB  cos  X  —  Bd  sin  X} 

Y  =  B  sin  Ä,  Jf  =  jpaÄ  sin  X  -J-  Ud  cos  A, 

Die  Arbeit  der  Dyname  entspringt  nun  aus  den  Arbeiten  ihrer  vier  Com- 
ponenten in  Bezug  auf  die  Rotation  und  die  Translation  der  Windung  um 
die  Axe  ct.  Von  den  8  hier  in  Frage  kommenden  Partialarbeiten  ver- 
sehwinden aber  6.  In  Bezug  auf  Rotation  leistet  nämlich  blos  L  Arbeit 
und  ist  dieselbe   gleich   dem   Produkt   aus   L   in   die    Elementaramplitude 

<JO,   d.  h. 

Bö&  (pa  cos  X  —  d  sin  X).      . 

Rücksichtlich  der  Translation  ergibt  sich  blos  eine  Arbeit  von  Seiten  X, 
nämlich  B  cos  X  •  Öx  —  Bppö&  •  cos  X.  Daher  ist  die  Gesammtarbeit  der 
Dyname  in  Bezug  auf  die  Windung  (<$#,  öx) 

Pa  +P(t     sin  X 
d         cosA 


Rö&  [{pa  +  P(i)  cos  X  —  d  sin  X]  =  Bö& 


Den  Coefficienten  des  Produkts   der  Intensität  B  und   der  Amplitude 

öd"  bezeichnet  Ball  mit  2lüap   und  nennt   ihn  den    virtuellen  Coeffi- 

cienten   der  Schrauben  a,  ß  (der  Axenparameter  pay  pp)y   so  dass 

er  also  setzt 

27Saß  =  (j>a  +  Pß)  cos  iL  —  d  sin  X. 

Diese  Grösse  ist  symmetrisch  in  Bezug  auf  pa  und  pp  d.  h. 

Die  virtuelle  Arbeit  einer  Dyname  in  Bezug  auf  irgend  eine 
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virtuelle  Windung  bleibt  dieselbe,  wenn  die  Axen  der  Dyname 
und  der  Windung  mit  einander  vertauscht  werden. 

Für  den  Fall  des  Gleichgewichtes  eines  an  einem  freien  unveränder- 
lichen Punktsystem  angreifenden  Kräftesystems  muss  die  virtuelle  Arbeit 
aller  Kräfte,  also  auch  die  der  resultirenden  Dyname  verschwinden.  Man 
kann  daher  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  für  diesen  Fall 
auch  in  folgende  Form  einkleiden: 

Zum  Gleichgewicht  eines  Kräftesystems  am  freien  unver- 
änderlichen Punktsystem  ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass 
der  virtuelle  Coefficient  der  resultirenden  Dyname  in  Bezug  auf 
jede  virtuelle  Windung  verschwinde. 

Zwei  Axenparameter  pa,  p$  (Schrauben),  deren  virtueller  Coefficient 
(pa  -f-  pp)  cos  X —  d  sin  X  gleich  Null  ist,  heissen  reciprocale  Axen- 
parameter (Schrauben).    Man  kann  daher  auch  sagen: 

Zum  Gleichgewicht  eines  Kräftesystems  an  einem  freien  un- 
veränderlichen Punktsystem  ist  erforderlich  und  hinreichend, 
dass  der  Axenparameter  der  resultirenden  Dynamen  zu  jedem 
beliebigen  Axenparameter  des  Baumes  reciprocal  sei. 

« 

§.  4.  Der  virtuelle  Coefficient  zweier  Axenparameter  p« ,  p^  ißt  Null : 
1.  wenn  die  Axen  sich  rechtwinklig  schneiden;  denn  dann  ist  d  =  0  und 
cos  X  =  0;  2.  wenn  pa  ~\- pp  =  0  und  d  =  0  ist;  3.  wenn  die  Axen  parallel 
sind  und  pa  -\-pß  =  0;  4.  wenn  die  Axen  zusammenfallen  und  pa  -j-pp  =  0 
ist;  5.  wenn  überhaupt  tg  X  =  (pa  -f-  pp)  :  d  ist. 

§.  5.  Zwei  Dynamen  von  entgegengesetzt  gleichen  Inten- 
sitäten der  Einzelkräfte  bei  zusammenfallenden  Axen  und  glei- 
chen Parametern  sind  im  Gleichgewicht.  Zwei  Dynamen  ver- 
schiedener Axen  «von  endlichen  Intensitäten  der  Einzelkräfte 
können  nicht  im  Gleichgewicht  sein.  Der  erste  dieser  Sätze  ist  selbst- 
verständlich, den  zweiten  wollen  wir  mit  Hülfe  des  virtuellen  Coefficienten 
beweisen.  Sind  nämlich  B1  K  die  Intensitäten,  pa,  jV  die  Parameter  der 
Dynamen  mit  den  Axen  a,  a  und  ertheilen  wir  dem  System,  an  welchem 
sie  angreifen,  eine  unendlich  kleine  Windung  (d#,  dz)  um  eine  Axe  £,  so 
müsste,  wenn  Gleichgewicht  möglich  wäre,  die  Summe  der  virtuellen  Ar- 
beiten 2d&  (Rft«:  +  #TBa'~)>  d-  ü-  Änr«f  +  JfiBr«»$  —  0*  sein.  Wählen 
wir  nun  die  Axe  £  reciprocal  zu  «,  so  wird  Tffac  =  0  und  bleibt  TBa$  =  0, 
d.  b.  ist  £  reciprocal  zu  der  einen  Axe  et  oder  «',  so  ist  sie  es  auch  zu  der 
andern  a  oder  a.  Es  sei  nun  i;  eine  Axe,  welche  a  rechtwinklig  schneidet 
Solcher  Axen  gibt  es  unendlich  viele  und  wenn  X  der  Winkel,  den  irgend 
eine  von  ihnen  mit  a  bildet  und  d  der  kürzeste  Abstand  von  a  und  £  ist, 
so  muss 
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23Ta's  =  (pa'  "+-  Ps)  cos  X  —  d  sin  X  =  0 

sein.    Da  diese  Gleichung  für  unendlich  viele  Werthe  von  X  gilt,  so  muss 
pa'  -f-  p$  —  0  und   d  =  0   sein,   d.  h.   alle  solche  Axen  |   müssen  von  a 
geschnitten  werden  und  p$  ist  pj  entgegengesetzt  gleich.    Die  erste  dieser 
Bedingungen  fordert,  dass  «'  mit  a  zusammenfalle,  was  gegen  die  Voraus- 
setzung ist. 

Dieselben  Sätze  gelten  auch  von  Windungsgeschwindigkeiten,  wie  man 
sieht,  indem  man  eine  Dyname  zu  Hülfe  nimmt  und  ähnlich  schliesst. 

§.  6.  Wir  wollen  jetzt  das  Gleichgewicht  dreier  Dynamen  oder  dreier 
Windungsgeschwindigkeiten  untersuchen.  Die  Frage  hiernach  ist  identisch 
mit  der  Frage  nach  der  Aequivalenz  der  Verbindung  zweier  Dynamen  oder 
Windungsgeschwindigkeiten  mit  einer  dritten.  Bereits  B.  I,  S.  184  u.  288 
ergab  sich,  dass  zwei  oder  mehrere  Windungsgeschwindigkeiten  einer  einzigen 
Windungsgeschwindigkeit  äquivalent  sind;  der  dort  geführte  Beweis  kann 
auf  Dynamen  unmittelbar  angewandt  werden«  Es  ist  jedoch  eine  ausführ- 
lichere Erörterung  dieses  Gegenstandes  nothwendig.  Dabei  wollen  wir  all- 
gemein eine  Dyname  durch  (a,  pa)  bezeichnen,  wo  a  die  Intensität  der 
Einzelkraft  und  pa  den  Parameter  bedeutet,  dessen  Suffix  et  zugleich  die 
Axe  bezeichnen  soll.  Dasselbe  Zeichen  soll  auch  eine  Windungsgeschwindig- 
keit ausdrücken,  wobei  dann  nur  a  die  Winkelgeschwindigkeit  bedeutet. 

Wir  nehmen  zunächst  an,  es  seien  zwei  Dynamen  (a,  pa)  und  Q>,pp) 
gegeben,  deren  Axen  «,  ß  sich  in  einem  Punkte  0  rechtwinklig  schneiden; 
die  aus  ihnen  resultirende  Dyname  sei  (r,  p)  und  y  ihre  Axe.  Die  Inten- 
sitäten a,  b  liefern  die  durch  0  gehende  Intensität  r  in  der  Ebene  (aß), 
deren  Richtung  mit  der  Axe  cc  den  Winkel  &  bildet,  für  welchen  tg#  =  & :  a, 

während  der  Werth  von  r  =  (a%  +  b*p  ist.  Die  Axenmomente  apafbpp 
der  Dynamen  zerlegen  wir  parallel  und  senkrecht  zu  r;  die  algebraische 
Summe  ihrer  zu  r  senkrechten  Componenten  liefert  ein  Axenmoment,  mit 
dessen  Hülfe  r  in  die  Richtung  der  Axe  y  der  resultierenden  Dyname  ver- 
legt wird,  während  die  Componentensumme  parallel  zu  r  das  Axenmoment 
dieser  Dyname  selbst  bildet.    Die  letztere  Summe  ist  daher 

rp  —  apa  cos  #  +  bpp  sin  d , 

woraus  man  mit  Rücksicht  auf  a*=r  cos  &,  6  =  r  sin  #  den  Parameter  p 
der  resultirenden  Dyname  erhält,  nämlich 

p  SSBPa  cos2  #  +  Pf  sin*  d. 

Die  erstere  Summe  ist  apa  sin  #  —  bpp  cos  O  oder  r  (pa  —  pp)  ein  &  cos  #. 
Ist  %  die  Strecke  senkrecht  zur  Ebene  («ß)>  um  welche  r  zu  verlegen  ist, 
damit  das  aus  dieser  Verlegung  entspringende  Paar  rx  dies  Axenmoment 
tilge,  so  folgt  aus  rx  =  r  (pa  — pp)  sin  #  cos  d  der  Abstand 
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*  —  (Pa  —  Pp)  sin  #  cos  #  =  £  (pa  —  Pp)  sin  2#. 

Durch  r  =  (a2  +  b2)*,  p  =  pa  cos2  #  +  pß  sin8  d 

und  x  =  (pa  —  Pfi)  sin  #  cos  # 

ist  die  resultirende  Dyname  (r,  #)  vollständig  bestimmt.  Dieselben  Betrach- 
tungen gelten  für  die  aus  zwei  Windungsgeschwindigkeiten  (a}pa),  (b^pp) 
resultirende  Windungsgeschwindigkeit  (r,  p). 

Der  Winkel  #,  welchen  die  Axe  der  resultirenden  Dyname  mit  der 
Axe  a  bildet,  hängt  blos  von  dem  Verhältnis 8  der  Parameter  a  und  b  ab, 
nicht  von  deren  absoluter  Grösse.  So  lange  dies  Yerhältniss  ungeändert 
bleibt,  behält  die  Axe  y  der  Dyname  dieselbe  Lage.  Diese  Axe  schneidet 
das  Perpendikel  OZt  welches  man  in  0  auf  der  Ebene  (aß)  errichten  kann, 
im  Abstände  x  von  ö,  welcher  von  der  Differenz  der  Parameter  und  dem 
Winkel  #  abhängt.     Eine  durch  dies  Perpendikel  gehende,  gegen  a  unter 

dem  Winkel  #  geneigte  Ebene  enthält  die  Axe  y. 
Beschreibt  man  in  dieser  Ebene  mit  pa  —  pp  als 
Durchmesser  einen  Kreis  (Fig.  68),  welcher  das  Perpen- 
dikel in  0  berührt  und  schneidet  ihn  mit  einer  Ge- 
raden OQ,  welche  gegen  die  Ebene  (aß)  den  Winkel  $ 
bildet,  in  Q,  so  ist  die  von  Q  auf  das  Perpendikel 
gefällte  Senkrechte  die  Axe  y.  Dreht  sich  die  Ebene 
um  das  Perpendikel  um,  so  dass  #  alle  Werthe  von  0 
bis  2  7t  continuirlich  durchläuft,  so  dreht  sich  die  Axe  y 
um  OZ  und  rückt  dabei  längs  dieser  Geraden  auf  und 
ab.  Für  #  =  0  fällt  sie  in  der  Ebene  (aß)  mit  a  zu- 
sammen, für  O  =  \n  erreicht  ihr  Abstand  x  von  derselben  sein  Maximum 
i(p& — P?)j  ft*r  #  =  i  7E  fällt  sie  wieder  in  die  Ebene  (aß)  und  zwar 
mit  ß  zusammen,  für  &  =  f  %  erreicht  sie  auf  der  entgegengesetzten  Seite 
das  Maximum  des  Abstandes  von  (aß),  für  -fr  =  %  tritt  sie  wieder  in  a 
ein  etc.  Die  Axe  y  beschreibt  während  dieser  Bewegung  eine  geradlinige  Fläche, 
welche  die  Axen  a,  ß  enthält.  Das  Perpendikel  OZ  heisst  die  Directrix 
der  Fläche;  sie  hat  mit  der  Fläche  nur  die  Strecke  pa  — ptiy  die  Axe, 
gemein;  diese  aber  gehört  der  Fläche  als  eine  Doppel-  oder  Knotenlinie  an; 
denn  während  y  die  Fläche  beschreibt,  durchläuft  ihr  Schnittpunkt  mit  der 
Directrix  diese  Strecke  zweimal.  Durch  jeden  Punkt  dieser  Strecke  gehen 
also  zwei  Axen  y,  entsprechend  den  Winkeln  #  und  \n  —  -fh 

Um  eine  Gleichung  für  die  Fläche  zu  finden,  wählen  wir  die  Rich- 
tungen von  a,  /3,  x  zu  Axen  der  x,  y,  z  und  eliminiren  aus  den  Glei- 
chungen der  Axe  y,  nämlich 

y  =  x  tg  #,      z  =  (pa  —  Pfi)  sin  &  co«s  # 
den  Winkel  $.    Dies  liefert 
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*  (**  +  y%)  —  (pa  —  Vß)  xy  =  o. 

Die  Fläche  ist  daher  vom  dritten  Grade.  Sie  führt  den  Namen  Cylin- 
droid  und  ist  uns  bereits  B.  I,  S.  298  als  die  Axenfläche  einer  Complex- 
schaar  begegnet. 

Aus  der  Gleichung  z  =  •£■  (pa — pp)  sin  2$  erkennt  man,  das$  der 
Schnittpunkt  S  der  Erzeugungslinie  des  Cylindroids  mit  der  Directrix  auf 
dieser  eine  oscillirende  Bewegung  hat,  welche  die  Projection  einer  gleich- 
förmigen Kreisbewegung  ist,  von  doppelt  so  grosser  Winkelgeschwindig- 
keit als  die  Rotation   der  Ebene   um  die  Directrix.    Daher  der  Satz: 

Hat  eine,  eine  feste  Axe  rechtwinklig  schneidende  Gerade 
eine  Schraubenbewegung  um  diese  Axe,  deren  Rotationscompo- 
nente  gleichförmig,  deren  Translationscomponente  aber  eine 
oscillirende  Bewegung,  nämlich  die  Projection  einer  gleichför- 
migen Kreisbewegung,  und  zwar  von  doppelt  so  grosser  Winkel- 
geschwindigkeit als  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Rotations- 
bewegung ist,  so  beschreibt  sie  ein  Cylindroid. 

Um  den  Parameter  p  der  Axe  y  auf  dem  Cylindroid  zu  finden,  d.  h. 
um  die  Formel  p  =  pa  cos2  #  -\r  pp  sin8  #  zu  construiren,  wählt  Ball  in 
der  xy -Ebene  den  Kegelschnitt  pas?  +  ppy*  =  H,  wo  H  beliebig  ist,  dessen 

Halbaxen  (H:pap,  {H\ppp  den  Parametern  pai  pp  umgekehrt  propor- 
tional sind.  Der  Radiusvector  q  dieses  Kegelschnitts,  welcher  vom  Mittel- 
punkt  unter  dem  Winkel  &  gegen  die  «Axe  geneigt  ist,  genügt  der  Glei- 
chung pa  cos2  %  -f-  pp  sin2  #  ™  H :  q%  und  es  ist  daher  p  =  H  :  p2  d.  h.  p 
ist  dem  Quadrate  des  Radiusvectors  q  umgekehrt  proportional. 

Den  Hauptinhalt  dieses  §.  fassen  wir  in  den  Satz  zusammen: 
Zwei  Dynamen  (a,  pa),  (&,  pp),  deren  Axen  a,  ß  sich  in  einem 
Punkte  0  rechtwinklig  schneiden,  sind  äquivalent  einer  Dyname 
(r,  jp#),  deren  Axe  die  Gerade  0Z,  welche  in  0  zur  Ebene  {aß) 
rechtwinklig  ist,  in  einem  Punkte  S  senkrecht  trifft  und  gegen 
die  Axe  a  unter  einem  Winkel  #  geneigt  ist,  dessen  Tangente 
gleich  dem  Verhältniss  b  :  a  der  Intensitäten  der  Dynamen  ist; 
die  Intensität  r  der  resultirenden  Dyname  ist  der  Diagonale 
des  über  a  und  b  zu  construirenden  Parallelogramms  geometrisch 
gleich,  ihr  Parameter  p&  hängt  von  den  Parametern  pa,  pp  und 
dem  Winkel  #  so  ab,  dass  |)#  =  a  cos2#  +  b  sin2#  ist;  ihr  kürzester 
Abstand  OS  «=*  x  von  den  Axen  a,  ß  folgt  der  Formel 

*■— iÜ*a  —  pp)  sin  2#. 

Die  Axen  sämmtlicher  den  verschiedenen  Werthen  des  Verhält- 
nisses  b:a  entsprechenden   resultirenden   Dynamen  bilden   das 
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Fig.  69. 


Cylindroid  z  (x*  -f-  y%) —  (pa — pp)  xy  =  0,  eine  cubische  gerad- 
linige Fläche,  welche  die  Axen  a,  ß  enthalt  und  von  einer  ein- 
zigen Constanten  pa  — pp  abhängt. 

Derselbe  Satz  gilt  für  die  Aequivalenz  zweier  Windunge- 
geschwindigkeiten (a,  pa),  (6,  pp)  mit  der  aus  ihnen  resultiren- 
den  Windungsgeschwindigkeit  (r,  p&). 

Die  Parameter  paypp  nennen  wir  die  Hauptparameter  des  Cylindroids. 
§.  7.     Man  kann   die.  Construction  des   Cylindroids   auf  mannigfache 
Weise  variiren.    Wir  wollen  einige  Constructionen  mittheilen. 

1.  Nach  Cayley  construirt  man  mit  pa — pp 
als  Durchmesser  in  der  Ebene  (aß)  einen  Kreis 
(Fig.  69),  welcher  die  Axe  a  in  0  berührt  und 
betrachte  ihn  als  Querschnitt  eines  Rotationscylin- 
ders.  Ist  OP  die  Spur  der  um  OZ  beweglichen 
Ebene,  welche  mit  OX  den  Winkel  &  bildet  und 
P  ihr  Schnittpunkt  mit  dem  Kreise,  so  bildet  der 
Radius  CP  mit  OY  den  Winkel  2#  und  wird 
das  auf  CO  gefällte  Perpendikel 

MP  =  i  (pa  —  pp)  sin  2^  =  x. 
Legt  man  nun  durch  die  Axe  OY  eine  Ebene, 
welche  mit  der  xy- Ebene  den  Winkel  \%  bildet  und  ist  Q  der  Punkt  des 
elliptischen  Schnittes  dieser  Ebene  mit  dem  Cy linder,  dessen  Protection  P 
ist,  so  ist  PQ  «=  PM  =  x  und  mithin  eine  durch  Q  parallel  zu  OP  ge- 
führte Gerade  die  dem  Winkel  #  entsprechende  Erzeugungslinie  des  Cylin- 
droids. Eine  durch  Q  senkrecht  zu  OZ  gelegte  Ebene  schneidet  die  Ellipse 
in  einem  zweiten  Punkte  Qf,  von  welchem  eine  zweite  Erzeugungslinie  aus- 
geht, welche  mit  der  vorigen  auf  der  Axe  OZ  in  demselben  Punkte  S 
zusammentrifft  und  dem  Winkel  \it  —  #  entspricht  Die  Directrix  OZ 
des  Cylindroids  ist  die  Erzeugungslinie  des  Cyünders,  welche  durch  einen 
Scheitel  der  kleinen  Axe  des  elliptischen  Schnittes  hindurchgeht.  Während 
der  Punkt  P  gleichförmig  den  Kreis  OPP'  beschreibt,  wird  die  Protection 

von  P  auf  die  #-Axe  eine  oscillirende  Bewegung 
haben,  nämlich  die  Projection  dieser  gleich- 
förmigen Kreisbewegung  und  da  PQ  =  PM 
ist,  hat  auch  der  Punkt  S  auf  der  Directrix  eine 
oscillirende  Bewegung.  Die  Periode  dieser  letz- 
teren ist  doppelt  so  gross  als  die  der  gleichför- 
migen Kreisbewegung. 

2.    Clifford    hat    die    Cayley'sche    Con- 
struction  so  modificirt,  dasB  die  Directrix  nicht 
durch  einen  Scheitel  der  kleinen,  sondern  durch  einen  Scheitel  der  grossen 
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Axe  des  elliptischen  Cylinderschnittes  geht.  Legt  man  nämlich  durch  0 
(Fig.  70)  in  der  Ebene  der  x,  y  (der  Axen  a,  0)  einen  Kreis  mit  dem 
Mittelpunkte  C  auf  der  Halbirungslinie  Oc  des  rechten  Winkels  XOY,  so 
wird  die  Spur  der  Ebene,  welche  mit  OX  den  Winkel  #  bildet,  denselben 
in  einem  Punkte  P  treffen  und  ein  auf  den  Durchmesser  AB,  welcher  die 
Schnittpunkte  des  Kreise»  mit  den  Axen  verbindet,  von  P  gefälltes  Perpen- 
dikel ist  PM  =  CA  •  sin  2$.  Ueber  diesem  Kreis  errichte  man  einen  ge- 
raden Cylinder  und  schneide  ihn  mit  einer  durch  AB  gehenden  Ebene, 
welche  gegen  die  Kreisebene  unter  einem  Winkel  geneigt  ist,  dessen  Tan- 
gente ^  (jpa  —  Pfi)  :  CA  ist.  Die  Projection  der  grossen  Axe  der  Ellipse 
ist  Oc,  so  daßs  c  die  Projection  des  Scheitels  d  darstellt.  Ist  nun  Q  der 
Punkt  der  Ellipse,  dessen  Projection  P  ist,  so  wird 

PQ  :  PM  =cd:Cc  =  \  (pa  —  Pß)  :  CA, 
also  PQ  =  \  (pa  —  Pfi)  ßin  20  =  x. 

Daher  ist  eine  Parallele  QS  zu  OP,  durch  Q  gelegt,  eine  Erzeugungslinie 
des  Cylindroids.  Der  zu  P  in  Bezug  auf  Oc  symmetrisch  gelegene  Punkt 
liefert  auch  hier  eine  zweite  Erzeugungslinie.  Auch  hier  sieht  man,  wie 
die  Bewegung  des  Schnittpunktes  S  der  beiden  Erzeugungslinien  mit  der 
Directrix,  nämlich  der  Erzeugungslinie  des  Cylinders  durch  0  die  obige 
oscillirende  Bewegung  ist. 

3.    Lewis  hat  eine  dritte  Form  der  Construction  des  Cylindroids  ge- 
geben, welche  zugleich  den  Parameter  jeder  Erzeugungslinie   unmittelbar 

liefert.  Um  die  Axe  OZ  (Fig.  71)  ro- 
üre,  wie  früher  die  Ebene,  welche  die 
Erzeugungslinie  des  Cylindroids  enthält 
und  bilde  mit  der  x-Axe  den  veränder- 
lichen Winkel  &.  In  dieser  Ebene  liege 
ein  Kreis  vom  Durchmesser  pa  —  pp, 
dessen  Mittelpunkt  C  in  die  xy-  Ebene 
fällt.  Seine  Schnittpunkte  A,  B  mit  der 
xy- Ebene  haben  die  Abstände  OA  «j?a> 
OB  =p(i  von  0.  Ein  Punkt  P  durch- 
laufe diesen  Kreis  gleichförmig,  von  A 
anfangend,  während  seine  Ebene  gleichförmig  um  die  Axe  OZ  mit  einer 
halb  so  grossen  Winkelgeschwindigkeit  rotirt,  als  die  Winkelgeschwindigkeit 
der  Kreisbewegung.  Die  Gerade  PS  dieser  Ebene,  senkrecht  zu  OZ,  ist 
die  Erzeugungslinie  des  Cylindroids  und  die  Strecke  PS  der  Parameter, 
welcher  dieser  Erzeugungslinie  entspricht.  Denn  die  Bewegung  des  Punktes  S 
ist  die  Projection  der  gleichförmigen  Kreisbewegung  des  Punktes  P  und 
da   <£PCA  =  2&  =  2PBA%   so    ist    05=  ±(pa  —  Pp)  ßin  2d  =  x. 


J*ig.  71. 
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Zugleich  ist  y  =  x  tg  #,  wie  früher.     Ferner  hat  man 

PS  =  i(pa  +  Pß)  +  i  (Pa  —  Pfi)  COS  2fr  =  ±pö  (l   +  COS  2fr) 

+  iPp  (*  —  C(>8  2  fr)  «=  pa  cos2  fr  + 1^  sin2  fr  =  p. 

Diese  Constniction  leitet  unmittelbar  zur  Construction  eines  Modells 
des  Cylindroids  aus  dünnen  Stäben  hin.  Aehnlich  wie  die  schmalen  See- 
toren  eines  Fächers  auf  dessen  Axe  sitzen,  befestigt  man  die  Stäbe  auf 
der  Directrix,  drehbar  um  dieselbe.  Sämmtlich  in  eine  Ebene  zusammen- 
geschoben, stellen  ihre  Parameter  die  Ordinaten  eines  Kreises  dar,  den  wir 
deshalb  den  Parameter  kreis  nennen  wollen.  Entfaltet,  wie  die  Sectoren 
eines  Fächers  und  paarweise  mit  einander  Winkel  bildend,  gleich  den 
Peripherie  winkeln  im  Parameterkreis  Über  den  Bogen  AP  bilden  sie  die 
Geraden  des  Cylindroids.  Um  die  Entfaltung  zu  reguliren  kann  man  senk- 
recht zur  Directrix  einen  in  gleiche  Theile  getheilten  Kreis  aufsetzen. 

Vermöge  dieser  Erzeugungsart  könnte  die  Fläche  nicht  unpassend  dir 
cubische  Fächer  oder  das  cubische  Fächerconoid  genannt  werden, 
eine  Benennung,  welche  signifikanter  sein  würde,  als  der  Name  „Cylindroid". 

§.  8.  Irgend  zwei  Axen  <py  ty  mit  Parametern  j>y,  p^,  vom  kürzesten 
Abstände  Ä,  mit  dem  Winkel  <7,  unter  welchem  sie  gegen  einander  geneigt 
sind,  bestimmen  ein  Cylindroid,  d.  h.  man  kann  die  Hauptparameter  paf  Pf, 
die  Winkel  A,  p,  welche  pa  mit  den  Axen  gp,  t//  bildet,  und  die  kürzesten 
Abstände  xy,  x,/,  der  Axen  g>,  ty  von  den  Axen  a,  ß  der  Hauptparameter 
finden.  Da  nämlich  py,  py  dem  gesuchten  Cylindroid  angehören,  so  bestehen 
die  Gleichungen 

P<P  1SSM  Pa  cos2  X  +  pp  sin2  X,        %v  =  £  (pa  —  pß)  sin  2X,        X  —  p  =  <f, 
ity  =  Pa  cos2  p+Pii  sin2  p,       x,„  =  ^  (pa  —  pp)  sin  2p,       %9  —  xt/,  =  ä, 

mit  deren  Hülfe  j?a,  ^,  X,  p,  xy,  x,/,  durch  ^>,  tp,  Ä,  <y  auszudrücken  sind. 
Es  wird  aber 

A=xy  —  ity  —  i(po — i>/y)  (sin2A — sin2p)  =  Q>a  —  ^)cos(A  +  p)sin(X  —  p) 
=  (Pa  —  #/*)  cos  (X  -f-  p)  sin  a , 
x9  +  x,A  =  £  (pa  — j^)  (sin  2  A  -f-  sin  2  p)  =  (|>a  — j^)  sin  (X  +  p)  cos  (X — p) 

=  (l>a  —  Pß)  ein  (X  +  p)  cos  tf , 
P<p—Py=  (Pa—p?) (cos2*  —  cos2p)  =  (jDa— p?)  sin(l+  p)sin(X — p) 
=  (Pa  —  P(i)  sin  (X  +  p)  sin  <f, 

Ptp  +  Jty  =  (l?a  +  P[i)   +  i  (-P«  —  */»)  (COS  2  X   +   COS  2p) 
=  jP«  +  Pß    +  (Pa  —  Pfi)  COS  (X  -f-  p)  COS  (X  —  p) 
—  0?a  +  P[i)  +  (j?a  —  Pfi)  COS  (X  +  p)  COS  tf. 

Hieraus  erhält  man  zunächst 

Pv  —P*  =  *  tg  (X  +  p)  —  Ä  tg  (2i  —  tf),     p9  +ity  =J?a  +  Pp  +  ä  cotg*, 

JV  — i?y  =  (*y  +  *y)  ^  * i       Ä*  +  (j>9  —p+)*  =  (Pa  —  J^)2  sin2  0* 
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und  hiemit  weiter 

P*  —  P?  —  -r^  Vh*  +  (j?9  —  *V)*»     x  =  *  [*  +  ArctS  Ä"  ÜV  —  lty)J • 

*9  +  *y  —  (ity  —  P*)  «^  *> 

J?a  "f"  j?/*  —  P<p  -f"  |ty  —  h  COtg  0,         fi  =  X  —  <J,  *<p  —  %xp  =  Ä. 

* 

Hiedurch  ist  das  Cylindroid  eindeutig  bestimmt,  denn  das  Zeichen  von 
(Pa  —  Pß)  ßui  o  entscheidet  über  das  Zeichen  der  Wurzelgrösse.  Sind  die 
Parameter  pv  und  py,  gleich,  so  wird 

Pa—  Pp^-r— ,  *  —  i*»  xy  +  jcv,  =  0, 

sin  o 

Pa  +  JP/f  -■  2py  —  Ä  COtg  <J,      fi  =  —  £  <f,      Xy  =  ^Ä. 

Die  Lewis'sche  Erzeugungsart  des  Cylindroids  gibt  unmittelbar  die 
Construction  desselben  mit  Hülfe  von  jfy,  py,  h,  a.  Man  bestimme  den 
kürzesten  Abstand  SS"  =  Ä  der  Axen  %  i\>  und  errichte  in  einer  durch  h 
gehenden  Ebene,  z.  B.  in  der  Ebene  (hq>)  die  Parameter  SP  =  pVl 
ST*  =  Py.  In  derselben  Ebene  beschreibe  man  durch  P  und  Q  einen  Kreis, 
welcher  über  dem  Bogen  PI*  den  Winkel  c  als  Peripherie winkel  fasst. 
Dieser  Kreis  ist  der  Parameterkreis  des  gesuchten  Cylindroids.  Von  den 
beiden  möglichen  Kreisen  genügt  nur  einer  der  Aufgabe.  Während  nämlich 
eine  um  SS'  gleichförmig  rotirende  Ebene  den  Winkel  a  in  bestimmtem 
Sinne  beschreibt,  beschreibt  nach  der  Lewis'schen  Erzeugungsart  der  be- 
wegliche Punkt  den  Bogen  PP*  nur  in  einem  gleichfalls  bestimmten  Sinne. 

§.  9.  Die  Frage  nach  der  Aequivalenz  zweier  Dynamen,  oder  zweier 
Windungsgeschwindigkeiten,  deren  Axen  sich  nicht  schneiden  mit  einer 
dritten,  erledigt  sich  durch  den  Satz: 

Drei  Dynamen,  deren  Axen  einem  Cylindroid  angehören  und 
von  deren  Intensitäten  jede  dem  Sinus  des  Winkels  proportional 
ist,  welchen  die  Axen  der  beiden  andern  bilden,  sind  äquivalent 
Null,  d.  h.  im  Gleichgewicht. 

Drei  Windungsgeschwindigkeiten  um  drei  Axen,  welche  dem- 
selben Cylindroid  angehören  und  von  deren  Winkelgeschwindig- 
keiten jede  dem  Sinus  des  Winkels  zwischen  den  Axen  der  beiden 
andern  proportional  ist,  sind  äquivalent  Null,  d.  h.  ertheilen 
dem  System  keine  Windung. 

Es  genügt  den  einen  Theil  des  Satzes  zu  beweisen.  Es  seien  <p,  t/;,  cor 
drei  Axen  eines  Cylindroids  mit  den  Parametern  p91  p^,  pa  und  besitze 
das  System  drei  Windungsgeschwindigkeiten  um  sie  mit  den  Winkel- 
geschwindigkeiten »y,  (»^,  o>0.  Jede  von  diesen  Windungsgeschwindigkeiten 
ist  äquivalent  zweien  Winkelgeschwindigkeiten  um  die  Hauptaxen  OX,  0  Fmit  den 
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Hauptparametern  pa,  pp  und  zwei  Translationsgeschwindigkeiten  parallel  OX, 
OY.  Sind  nämlich  A,  ft,  v  die  Winkel,  welche  <p,  if/,  13  mit  OX  oder  cc  bilden,  so 
sind  die  Winkelgeschwindigkeiten  aty,  wy,,  wö  äquivalent  Mg,  cos  A,  aty  cos  p, 
o>ß  cos  v  um  OX  und  o>9  sin  X,  alf,  sin  fi,  wffl  sin  v  um  0  Y  und  die  Trans- 
lationsgeschwindigkeiten P(p<ov,  Pwtoy,  Pq<°q  äquivalent  pa  wy  cos  X , 
i?ao)^  cos/u.,  i?a<»0  cos  v  parallel  OX  und  p^citysinA,  ^o>y.  sin  ft,  i^w0  sin  v 
parallel  OY. 

Demnach  ist  der  Geschwindigkeitszustand  des  Systems  äquivalent  den 
beiden  Winkelgeschwindigkeiten  um  die  Axen  OX,  OY 

G>v  cos  X  +  w,/,  cos  fi  -f-  a>0  cos  v,      o>y  sin  X  -J-  Co,/,  sin  /u.  -J-  «gj  sin  v 
und  den  beiden  Translationsgeschwindigkeiten  parallel  denselben  Axen 
Pa  (a><p  cos  X  +  aty  cos  fi  +  a>ffl  cos  v),    |ty  («^  sin A  -f-  aty  sin  fi  -f-  <aa  sin  v). 
Diese  Grössen  verschwinden  nur  dann,  wenn 

Wy  ®\f>  Wgj 

sin  (fi  —  v)        sin  (v  —  X)         sin  (X  —  fi) 

ist,  w.  z.  b.  w. 

Soll  daher  zu  zwei  Dynamen  oder  zwei  Windungsgeschwin- 
digkeiten die  resultirende  Dyname  oder  die  resultirende  Win- 
dungsgeschwindigkeit gefunden  werden,  so  construire  man  nach 
§.  8  das  Cylindroid,  welches  die  Axen  der  gegebenen  Dynamen 
oder  Windungsgeschwindigkeiten  mit  deren  Parametern  enthält 
und  theile  den  Winkel  dieser  Axen  durch  eine  durch  die  Directrix 
gehende  Ebene  im  umgekehrten  Yerhältniss  der  Intensitäten, 
resp.  Winkelgeschwindigkeiten.  Diese  Ebene  schneidet  das  Cy- 
lindroid in  der  Axe  der  Resultanten;  die  Intensität,  resp.  Winkel« 
geschwindigkeit  ist  die  Diagonale  des  Parallelogramms  der 
beiden  gegebenen  Intensitäten  oder  Winkelgeschwindigkeiten. 

Das  Cylindroid  hat  für  die  Dynamen  und  Wind  angsgesch  windigkeiten 
dieselbe  Bedeutung  wie  das  Parallelogramm  für  einzelne  Kräfte  und  für 
Winkelgeschwindigkeiten. 

Sind  die  Hauptparameter  pa,  Pp  des  Cylindroids  einander  gleich,  so 
sind  alle  Parameter  p  =jpa  cos*#  +  i>/*  sin2^  gleich  pay  der  Parameter- 
kreis reducirt  sieh  auf  einen  Punkt  und  das  Cylindroid  auf  die  Ebene  (aß); 
x  wird  gleich  Null;  die  cylindrische  Construction  der  resultirenden  Axe 
geht  über  in  die  Parallelogrammconstruction.  Sind  die  Parameter  alle  Null, 
so  liefert  das  Cylindroid  das  Parallelogramm  der  Kräfte  oder  der  Winkel- 
esch windigkeiten ;  sind  sie  alle  unendlich  das  der  Kräftepaare  oder  Trans- 
lationsgeschwindigkeiten. 

§.  10.     Aus   den  §.  7   angeführten  Erzeugungsarten  des   Cylindroids 
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ergeben  sich  mit  Leichtigkeit  eine  Beihe  von  Eigenschaften  desselben,  ins- 
besondere die  folgenden. 

1.  Alle  Cylindroide  sind  ähnliche  Flächen.  Denn  das  Cylindroid  hängt 
nur  von  einem  Parameter  pa  —  pp  ab,  der  auch  allein  in  dessen  Gleichung 
vorkommt.  Addirt  man  zu  beiden  Hauptparametern  pa)  pp  eine  Constante  c, 
so  ändern  sich  alle  Parameter  der  verschiedenen  Erzeugungslinien  der  Fläche 
um  dieselbe  Grösse  c;  denn  es  ist  ein  solcher 

(Pa  +  c)  cos*  #  -f-  (pp  +  c)  sin8  &  =pa  cos2  #  +  pp  sin2  #  +  c' 
Auf  die  Gestalt  der  Fläche  hat  diese  Aenderung  keinen  Einfluss. 

* 

2.  Die  Strecke,  welche  die  Fläche  mit  der  Directrix  gemein  bat,  ist 
gleich  der  Differenz  pa  —  pp  der  Hauptparameter ;  nämlich  gleich  dem 
Durchmesser  des  Parameterkreises. 

3.  Verschwindet  der  Parameter  einer  Erzeugungslinie,  so  verschwindet 
im  Allgemeinen  auch  der  Parameter  einer  zweiten  Erzeugungslinie.  Denn 
der  Parameterkreis  schneidet  die  Directrix  noch  in  einem  zweiten  Punkte, 
wenn  er  sie  in  irgend  einem  Punkte  schneidet;  es  sei  denn  dass  er  die 
Directrix  berührt,  in  welchem  Falle  beide  verschwindenden  Parameter  zu- 
sammenfallen. 

4.  Das  Verhältniss  der  Winkelgeschwindigkeiten  zweier  Windungen  um 
die  Hauptaxen  des  Cylindroids,  welche  äquivalent  sind  einer  resultirenden 
Windung  um  eine  bestimmte  Axe  PS  des  Cylindroids  ist  gleich  tg  BPS 
(Fig.  71). 

5.  Der  Winkel  zweier  Erzeugungslinien  PSy  P'S'  des  Cylindroids  ist 
(Fig.  71)  gleich  dem  Peripheriewinkel  PBP*  des  Parameterkreises.  Da  die 
Erzeugungslinien  PS,  QS  sich  in  S  schneiden,  (jf  S"  mit  QS  gleichen  Para- 
meter hat  und  «^  QfBP  —  ^ «  ist,  so  folgt,  dass  wenn  eine  Erzeugungs- 
linie des  Cylindroids  zu  einer  von  zwei  Erzeugungslinien,  die  sich  in  einem 
Punkte  der  Directrix  schneiden,  rechtwinklig  ißt,  sie  mit  der  andern  Er- 
zeugungslinie gleichen  Parameter  hat. 

6.  Lewis  hat  bemerkt,  dass  die  Cayley'sohe  und  Clifford'sche  Con- 
struction  des  Cylindroids  verallgemeinert  werden  kann.  Man  kann  dasselbe 
Cylindroid  in  verschiedenen  Lagen  erzeugen,  indem  man  zur  Directrix  OZ 
eine  beliebige  Erzeugungslinie  des  Cylinders  wählt,  sodass,  wenn  eine  zur 
Cylinderaxe  senkrechte  Ebene  einen  festen  elliptischen  Schnitt  in  QQf  und 
die  Gerade  OZ  in  S  schneidet,  SQ,  SQ'  zwei  Erzeugungslinien  des  Cylin- 
droids sind.  Denn  der  durch  den  Mittelpunkt  C  der  Ellipse  zur  Cylinder- 
axe senkrechte  Kreisschnitt  trifft  die  Ebene  der  Ellipse  in  den  Scheiteln 
A,  B  der  kleinen  Axe  und  die  OZ  in  einem  Punkte  0,  sodass  AOB  =  \it 
ist.  Sind  P,  P'  die  Projectionen  von  Q,  Qf  auf  den  Kreisschnitt,  so  ist, 
wie  in  Fig.  70,  die  Bewegung  von  S  auf  OZ  die  oscillirende  Projection  der 
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gleichförmigen  Kreisbewegung,  wenn  P  gleichförmig  auf  dem  Kreißschnitt 
sich  bewegt,  und  wird  PQ  =  OS  =  CP-  sin  2#,  wo  auch  0  auf  dem 
Kreise  liegen  mag.  Rückt  die  Ebene  SQQf  parallel  mit  sich  fort,  bis  S 
in  den  Schnittpunkt  von  OZ  mit  der  Ellipse  gelangt,  so  folgt: 

7.  Berührt  ein  Kreiscylinder  die  Ebene,  welche  die  Directrix  und  eine 
Erzeugungßlinie  des  Cylindroids  enthält  längs  der  Directrix,  so  schneidet  er 
das  Cylindroid  in  einer  Ellipse,  die  Erzeugungslinie  dieser  Fläche,  welche 
sich  mit  der  gegebenen  Erzeugungslinie  auf  der  Directrix  schneidet,  fallt 
in  die  Ebene  der  Ellipse. 

8.  Jeder  Kreiscylinder,  welcher  durch  die  Directrix  geht,  schneidet 
das  Cylindroid  in  einer  Ellipse.  Denn  er  berührt  eine  gewisse  Erzeugungs- 
linie desselben. 

9.  Durch  jeden  Punkt  S  der  Directrix  gehen  zwei  Erzeugungslinien 
SQ,  SQf  des  Cylindroids,  deren  Ebene  die  Directrix  in  8  und  die  Ellipse 
m  ö>  Qf  schneidet.  Geht  diese  Ebene  durch  einen  Scheitel  der  grossen 
Axe,  so  fallen  SQ,  SQ'  zusammen,  geht  sie  durch  den  Mittelpunkt  der 
Ellipse,  so  werden  SQ,  SQ'  rechtwinklig  zu  einander.  Die  Verbindungs- 
linie QQ'  der  beiden  Schnittpunkte  ist  in  allen  Fällen  parallel  der  kleinen 
Axe  der  Ellipse.  Geht  die  Ebene  SQQf  durch  den  Schnittpunkt  der  Directrix 
mit  der  Ellipse,  so  fällt  die  eine  Gerade  SQ  in  die  Ebene  der  Ellipse, 
während  die  andere  in  die  zur  Directrix  senkrechte  Tangente  des  Cylinders 
übergeht.  Da  die  Ellipse  dem  Cylindroid  angehört,  so  bestimmen  ihre 
Tangente  in  Q  und  die  Erzeugungslinie  SQ  die  Tangentenebene  des  Cylin- 
droids in  Q,  d.  h.  die  Ebene  der  Ellipse  ist  selbst  die  Tangentenebene  in  Q. 
Umgekehrt  folgt  ebenso,  dass  jede  Tangentenebene  des  Cylindroids  das- 
selbe in  einer  Ellipse  schneidet.  Man  construirt  leicht  den  Cylinder,  welcher 
die  Fläche  in  der  Ellipse  schneidet,  deren  Ebene  tangirt. 

10.  Es  sei  S0Q  (Fig.  72)  die  Erzeugungslinie 
des  Cylindroids,  welche  in  die  Ebene  der  Ellipse 
fällt,  die  in  Q  berührt,  so  dass  also  die  zweite 
durch  S0  gehende  Erzeugungslinie  den  Cylinder  in 
S0  berührt.  Durch  den  Mittelpunkt  C  der  Ellipse 
ziehen  wir  den  Diameter  S0CT  und  legen  durch 
T  die  Erzeugungslinie  TSX  der  Fläche.  Dieselbe  ge- 
hört einer  Ebene  St  TT*  an,  welche  um  ebensoviel 
über  dem  Mittelpunkt  <7,  als  die  Ebene  S0QQ' 
unterhalb  desselben  liegt.  Nach  Nr.  5  haben  beide 
Erzeugungslinien  S0Q  und  St  T  gleichen  Parameter. 
72  Da  die  grosse  Axe  der  Ellipse  ßowohl  S0Q,  als 

auch  SQT  halbirt,  so  ist  die  Verbindungslinie  QT 
parallel    der    grossen  Axe.     Während    also    die   Verbindungslinie  TT?   der 
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Punkte  T,  2*,  in  welchen  zwei  sich  auf  der  Directrix  schneidende  Erzeu- 
gungslinien den  Cylinder  treffen  der  kleinen  Axe  der  Ellipse  parallel  sind, 
eind  die  Verbindungslinien  QT  der  Schnittpunkte  der  Erzeugungslinien 
gleichen  Parameters  mit  dem  Cylinder  der  grossen  Axe  parallel. 

Da  die  Ebene  S0S1 T  eine  Diametralebene  des  Cy linders  ist,  so  ist  sie 
senkrecht  zu  der  Tangentenebene  desselben  in  S0,  mithin  kreuzt  SLT  die 
Erzeugungslinie,  welche  80Q  in  S0  schneidet,  rechtwinklig. 

11.  Die  kleinen  Axen  aller  elliptischen  Schnitte  der  Tangentenebenen 
mit  der  Flache  fallen  in  eine  Ebene,  nämlich  in  die  Ebene  der  Hauptpara- 
meter, welche  zur  Directrix  im  Mittelpunkte  0  senkrecht   sind. 

12.  Die  Quadratdifferenz  zwischen  der  grossen  und  kleineu  Axe  des 
elliptischen  Schnittes  des  Cylindroids  ist  constant  für  alle  Schnitte.  Es  ist 
nämlich  dieselbe  gleich  dem  Quadrat  der  Axe  der  Fläche  (s.  Fig.  72); 
also  4  (pa  —  pp)*. 

§.  12.  Ist  eine  Axe  17  mit  bestimmtem  Parameter  pn  reciprocal 
zu  zwei  gegebenen  Axen  f$,  <p)  mit  den  Parametern  p»1  pv,  so 
ist  sie  reciprocal  zu  allen  Axen  des  Cylindroids  (#,  g>).  Denn  der 
virtuelle  Coefficient  zwischen  einer  Windung  um  17  und  Dynamen  um  & 
und  <p  ist  Null.  Eine  Dyname  um  eine  Axe  ty  des  Cylindroids  ist  äqui- 
valent zweien  Dynamen  um  #  und  <p.  Daher  ist  die  virtuelle  Arbeit  und 
hiemit  der  virtuelle  Coefficient  von  ty  in  Bezug  auf  tj  Null,  d.  h.  1//  und  17 
sind  reciprocal. 

Eine  Axe  17,  welche  reciprocal  ist  zu  jeder  Axe  1//  des  Cylindroids  (#,  <p) 
nennen  wir  reciprocal  zum  Cylindroid  (#,  <p). 

Wie  jede  Gerade,  schneidet  die  Axe  17  das  Cylindroid  als  Fläche  3.  Ord- 
nung in  drei  Punkten  und  durch  jeden  dieser  Punkte  geht  eine  Erzeugungs- 
linie desselben  hindurch.  Jede  dieser  drei  Axen  ist  reciprocal  zu  17.  Zwei 
sich  schneidende  Axen  können  aber  nur  reciprocal  sein,  entweder,  wenn  sie 
rechtwinklig  zu  einander  sind  oder  wenn  sie  entgegengesetzt  gleiche  Para- 
meter haben.  Man  sieht  aber  leicht,  dass  es  zu  einer  Axe  des  Cylindroid? 
auf  diesem  nur  eine  einzige  Axe  gibt,  welche  mit  ihr  gleichen  Parameter 
hat.  Dies  erhellt  aus  der  Lewis'schen  Erzeugungsart  oder  auch  aus  der 
Formel  p»  —  pu  cos2  #  -f-  Pp  8m*  ^»  welche  den  Parameter  für  die  Axe  #, 
aber  auch  für  die  Axe  n  —  #,  aber  für  keine  andere  Axe  darstellt.  Es 
kann  also  17  nur  zwei  Axen  des  Cylindroids  schneiden,  deren  Parameter 
ihrem  Parameter  entgegengesetzt  gleich  sein  können,  folglich  muss  sie  die 
dritte  von  allen  drei  Axen,  die  sie  trifft,  rechtwinklig  schneiden. 

Jede  Axe,  welche  zu  einem  Cylindroid  reciprocal  ist,  schneidet 
daher  eine  Erzeugungslinie  des  Cylindroids  rechtwinklig.  Sie 
schneidet  ausserdem  noch  zwei  andere,  deren  Parameter  gleich 
sind. 

Schzll,  Mechanik.  II.  16 
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Fällt  man  von  einem  Punkte  P  Perpendikel  auf  alle  Erzeugungs- 
linien des  Cylindroids  und  ertheilt  ihnen  als  Axen  Parameter  zu,  gleich 
und  entgegengesetzt  den  unter  sich  gleichen  Parametern  der  beiden  Er- 
zeugungslinien, welche  die  Perpendikel  schneiden,  so  bilden  diese  Perpen- 
dikel  eine  Kegelflache,   nämlich   die  Kegelfläche  aller  durch   den  Punkt  P 

« 

gehenden  zum  Cylindroid  reciprocalen  Axen. 

Der  Kegel  aller  zu  einem  Cylindroid  reciprocalen  Axen  eines 
Punktes  ist  ein  Kegel  zweiter  Ordnung.  Denn  zieht  man  durch  den 
gegebenen  Punkt  P  eine  Gerade  parallel  zur  Directrix,  so  ist  sie  senkrecht 
zu  allen  Erzeugungslinien  und  schneidet  die  Directrix  im  Unendlichen  in 
zwei  Punkten,  weil  die  Directrix  eine  Doppellinie  ist.  Diese  Schnittpunkte 
sind  imaginär,  weil  die  Doppellinie  nur  eine  bestimmte  reelle  Strecke  im 
Endlichen  mit  der  Fläche  gemein  hat.  Die  Gerade  schneidet  daher  die 
Fläche  in  einem  dritten,  reellen  Punkte.  Durch  diesen  Punkt  geht 
eine  Erzeugungslinie  und  zu  ihr  gibt  es  eine  einzige  Erzeugungslinie  SQ, 
welche  mit  ihr  gleichen  Parameter  hat.  Eine  Ebene  durch  T  und  SQ 
schneidet  die  Fläche  in  einer  Curve  3.  Ordnung,  welche  in  die  Gerade  SQ 
und  einen  Kegelschnitt  zerfällt.  Diese  Ebene  ist  nur  mit  einer  Erzeugungs- 
linie  parallel,  nämlich  mit  SQ,  die  in  ihr  liegt  und  schneidet  alle  andern 
im  Endlichen.  Daher  ist  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse.  Dieser  Kegelschnitt 
ist  der  Ort  der  Fusspunkte  aller  von  P  aus  auf  die  Erzeugungslinien  ge- 
fällten Perpendikel.  Denn  zieht  man  in  der  Ebene  der  Ellipse  durch  T 
irgend  eine  Gerade  TUV,  welche  SQ  in  U  und  die  Ellipse  zum  zweiten 
mal  in  V  schneidet,  so  ist  sie,  weil  sie  zwei  Erzeugungslinien  gleichen  Para- 
meters schneidet,  senkrecht  zu  der  Erzeugungslinie,  welche  durch  den  dritten 
Schnittpunkt  7  mit  der  Fläche  geht.  Diese  Erzeugungslinie  ist  daher  senk- 
recht zu  TV  und  PT,  also  senkrecht  zur  Ebene  PTV  und  mithin  senk- 
recht zu  PV.  Daher  ist  V  der  Fusspunkt  des  von  P  auf  die  durch  V 
gehende  Erzeugungslinie  gefällten  Perpendikels  und  ist  die  Ellipse  der 
Ort  aller  dieser  Fusspunkte.  Die  Ebene  TSQ  ist  die  Tangentenebene  des 
Cylindroids  in  Q,  da  sie  durch  die  Erzeugungslinie  SQ  geht  und  die  Tan- 
gente des  elliptischen  Schnittes  enthält.  Vgl.  Fig.  72,  wo  $Zsvt  —  \n 
und  die  Ebene  PTV  senkrecht  zu  8 7,  also  auch  P V  senkrecht  zu 
SV  ist. 

Nimmt  man  für  den  Punkt  P,  durch  welchen  die  zum  Cylindroid 
reciprocalen  Axen  gehen,  nach  und  nach  alle  Punkte  einer  Ebene,  so  schneidet 
diese  Ebene  alle  Kegel  zweiten  Grades  reciprocaler  Axen,  jeden  in  zwei 
Axen.  Sämmtliche  in  der  Ebene  enthaltene,  zum  Cylindroid  reciprocale  Axen 
umhüllen  daher  einen  Kegelschnitt,  weil  von  jedem  Punkte  der  Ebene  an 
die  Enveloppe  zwei  Tangenten  gehen.  Daher:  Alle  zu  einem  Cylindroid 
reciprocalen  Axen  einer  Ebene  umhüllen  einen  Kegelschnitt.  Daher 
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weiter:  Alle  zu  einem  Cylindroid  reciprocalen  Axen  des  Raumes 
bilden  einen  Liniencomplex  zweiten  Grades. 

§.  13.  Wir  suchen  jetzt  den  Ort  aller  Axen,  welche  zu  vier  und 
fünf  gegebenen  Axen  reciprocal  sind.  Eine  Axe  mit  ihrem  Parameter  ist 
durch  fünf  Grössen  bestimmt,  von  denen  vier  die  Lage  betreffen,  während 
die  fünfte  der  Parameter  selbst  ist.  Sind  also  nur  vier  Bedingungen  für 
eine  Axe  gegeben,  so  gibt  es  eine  einfache  Mannigfaltigkeit  oder  eine  Fläche 
von  Axeu,  welche  diesen  Bedingungen  genügen.  Soll  die  Axe  zu  vier 
gegebenen  Axen  a,  ß>  y,  ö  reciprocal  sein,  so  ist  diese  Fläche  ein 
Cylindroid.  Denn  sind  A,  p,  v  drei  Axen,  welche  zu  et]  ß,  y,  6  reciprocal 
sind,  so  bestimmen  A,  ^  ein  Cylindroid  (A,  p)  und  jede  Axe  qp  desselben 
ist  reciprocal  zu  a,  ß,  y,  ö.  Ebenso  bestimmen  A,  v  ein  anderes  Cylindroid 
(A,  v)  und  jede  Axe  ty  dieses  letzteren  ist  ebenfalls  reciprocal  zu  <*,  0,  y,  o\ 
Die  Axen  qp,  t|i  bestimmen  aber  selbst  wieder  ein  Cylindroid  (qp,  fy),  dessen 
Axen  alle  zu  a,  ß,  y,  ö  reciprocal  sind.  Da  nun,  sobald  (A,  p),  (A,  v) 
verschiedene  Cylindroide  sind,  qp  und  ty  nicht  ein  bestimmtes,  sondern  eine 
Schaar  von  Cylindroiden  liefern,  während  blos,  wenn  sie  zusammenfallen, 
qp  und  y  ein  einziges  Cylindroid,  nämlich  das  bestimmen,  auf  welchem  die 
drei  Axen  A,  fi}  v  liegen ,  so  folgt,  dass  es  keine  drei  Axen  A,  j*,  v  geben 
kann,  reciprocal  zu  a,  |3,  y,  <J,  welche  nicht  ein  und  demselben  Cylindroid 
angehören  und  dass  also  alle  zu  den  vier  Axen  reciprocalen  Axen  auf  einem 
Cylindroid  liegen. 

Dies  Cylindroid  ist  in  bestimmten  Fällen  leicht  zu  construiren.  Es 
Baien  die  Parameter  von  er,  ß}  y,  ö  der  Grösse  nach  geordnet  paf  pp,  pY,  PS- 
Man  bilde  die  Cylindroide  (a,  y)  und  (ß,  6).  Ist  a  eine  Länge  zwischen 
Pp  und  pY,  so  finden  sich  auf  dem  Cylindroid  (<*,  y)  zwei  Axen  vom  Para- 
meter 0  und  ebenso  auf  (ß,  d)  zwei  Axen  von  demselben  Parameter  a. 
Nun  ziehe  man  die  zwei  Transversalen  d,  qp,  welche  diese  vier  Axen  glei- 
chen Parameters  schneiden  und  ertheile  ihnen  beiden  denselben  Parameter 
—  0.  Da  0  und  qp  mit  a  und  y  entgegengesetzt  gleiche  Parameter  haben 
und  diese  Axen  schneiden,  so  sind  sie  reciprocal  zu  allen  Axen  des  Cylin- 
droids  (a,  y).  Aus  demselben  Grunde  sind  #,  qp  reciprocal  zu  allen  Axen 
des  Cylindroids  (ß,  6).  Daher  sind  alle  Axen  des  Cylindroids  (&,  qp)  reciprocal 
zu  «,  0,  y,  d. 

Zu  fünf  Axen  a,  ß,  y,  6,  b  von  gegebenen  Parametern  gibt  es 
nur  eine  einzige  reeiproeale  Axe.  Denn  eine  Axe,  welche  zu  a,  ß,  y,  6 
reciprocal  ist,  gehört  einem  bestimmten  Cylindroid  an;  eine  Axe,  welche  zu 
a,  ß,  y,  s  reciprocal  ist,  einem  andern.  Jede  Axe,  welche  zu  allen  fünf  Axen 
reciprocal  ist,  muss  also  eine  gemeinschaftliche  Axe  dieser  beiden  Flächen 
sein.  Zwei  Cylindroide  haben  aber  nur  eine  endliche  Anzahl  Erzeugungs- 
linien gemein.    Daher  kann  es  nicht  unendlich  viele  Axen  geben,   welche 
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zu  5  Axen  reciprocal  sind.  Es  kann  aber  nur  eine  einzige  geben;  denn 
wären  zwei  solche  möglich,  so  wären  unendlich  viele  möglich,  nämlich  alle 
Axen  des  durch  diese  beiden  bestimmten  Cylindroids.  Man  kann  diese  ein- 
zige Axe  construiren,  indem  man  sie  als  Schnittlinie  zweier  Cylindroide 
auffas8fc,  von  denen  jede  zu  vier  von  den  fünf  gegebenen  Axen  reci- 
procal ist. 

Zu  einer  gegebenen  Axe  e  von  bestimmtem  Parameter  pt 
kann  auf  einem  gegebenen  Cylindroid  eine  reciprocale  Axe  r\ 
gefunden  werden.  Denn  sind  Xy  ft,  v,  q  vier  zum  Cylindroid  reciprocale 
Axen,  so  bestimme  man  die  Axe  %  welche  zu  den  fünf  Axen  £,  A,  p,  *>,  q 
reciprocal  ist;  dieselbe  liegt  auf  dem  Cylindroid,  weil  sie  zu  den  vier  Axen 
A,  p,  vf  q  reciprokal  ist.  Es  gibt  ausser  rj  im  Allgemeinen  keine  zweite 
Axe  des  Cylindroids,  reciprocal  zu  e;  denn,  wäre  dies  der  Fall,  so  mttsste 
£  zum  Cylindroid  reciprocal  und  mithin  zu  einer  Axe  desselben  rechtwinklig 
sein,  was  im  Allgemeinen  nicht  der  Fall  sein  wird. 

§.  14.  Ein  in  seiner  Beweglichkeit  beschränktes  System  kann  nicht 
um  alle  Axen  des  Baumes  Windungen  erleiden,  sondern  nur  um  ein  be- 
stimmtes System  von  Axen.  Ein  solches  Axensystem  hängt  von  den  Bedin- 
gungen der  Beweglichkeit  ab  und  ist  durch  eine  bestimmte  Anzahl  seiner 
Axen  bestimmt.  Die  Anzahl  dieser  Axen,  welche  unter  den  Axen  des  Sy- 
stems willkührlich  wählbar  sind,  bestimmt  die  Stufe  des  Axensystems. 
Jeder  Axe  dieses  Systems  kommt  ein  bestimmter  Parameter  zu,  welcher 
von  den  Parametern  der  bestimmenden  Axen  abhängt.  Denn  ist  das  Axen- 
system von  der  nien  Stufe  und  ertheilt  man  dem  Punktsystem  um  n  Axen 
Ax,  A2l  ...  An  unendlichkleine  Windungen  (öcoly  ^dojj),  (£co8,  p^6co2), 
...  (öcon,  pnöcan),  sind  diese  zusammen  einer  bestimmten  unendlichkleinen 
Windung  um  eine  Axe  des  Axensystems  äquivalent,  deren  Lage  und  Para- 
meter durch  die  n  —  1  Verhältnisse  der  Amplituden  und  die  n  Parameter 
P\ »  P%  >  •  •  •  Pn  bestimmt  ist. 

Eine  Axe  X,  welche  zu  n  Axen  A±,  A2,  . .  .  An  eines  Axen- 
systems 27  nteT  Stufe  reciprocal  ist,  ist  zu  allen  Axen  des  Systems 
reciprocal.  Denn  da  «Windungen  um  Aly  A2,  ...  An  äquivalent  einer 
Windung  um  eine  Axe  A  des  Axensystems  sind,  so  ist  die  virtuelle  Arbeit 
einer  Dynamo  um  X  in  Bezug  auf  eine  Windung  um  A  gleich  der  Summe 
der  virtuellen  Arbeiten  dieser  Dyname  in  Bezug  auf  At,  A2  .  . .  An.  Da 
aber  X  reciprocal  zu  diesen  Axen,  so  sind  die  Summanden  dieser  Summe 
einzeln  Null  und  ist  daher  die  virtuelle  Arbeit  der  Dyname  um  X  in  Bezug 
auf  die  Windung  um  A  selbst  Null.    Daher  ist  X  reciprocal  zu  A. 

Die  Gesammtheit  2?  aller  zu  den  Axen  eines  Axensystems  E  nter  Stufe 
reciprocalen  Axen  heisst  das  zu  Z  reciprocale  Axensystem  Zf. 
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Das  zu  einem  Axensystem  Z  der  xter  Stufe  reciprocale  Axen- 
system 2f  ist  ein  Axensystem  von  der  6  —  7cUai  Stufe.  Damit  zwei 
Axen  reciprocal  seien,  ist  nur  eine  Bedingung  zu  erfüllen.  Damit  also  eine 
Axe  X  reciprocal  zu  x  Axen  des  Systems  27  und  damit  zu  £  überhaupt 
reciprocal  sei ,  hat  sie  x  Bedingungen  zu  genügen.  Sie  ist  bestimmt  nach 
Lage  und  Parameter  durch  5  Bedingungen,  sie  kann  also  noch  5  —  x  wei- 
tere Bedingungen  erfüllen.  Für  x  =  5  gibt  es  daher  nur  eine,  für 
x  =  4,  3,  2,  1  aber  unendlich  viele  Axen ,  welche  zu  £  reciprok  sind.  Sie 
bilden  für  x  =  4  eine  Fläche,  f ür  x  =  3  ein  System  von  Flächen  oder 
eine  Congruenz,  für  x  =  2  einen  Complex  und  sind  für  x  =  1  alle  be- 
liebigen Geraden  des  Baumes.  Sie  bilden  also  jedenfalls  ein  Axensystem 
von  bestimmter  Stufe.  Nun  ist  nach  dem  Obigen  die  Anzahl  der  dispo- 
nibelen  Elemente,  durch  welche  eine  beliebige  Axe  eines  Axensystems  be- 
stimmt wird,  um  eine  Einheit  kleiner,  als  die  Stufe  desselben  (n  —  1  für 
die  nte  Stufe)  und  da  hier  5  —  x  Elemente  unbestimmt  sind,  so  ist  die 
Ordnung  der  Stufe  des  Axensystems  gleich  6  —  x. 

Da  zwei  reciprocale  Axen  ihrer  Bedeutung  nach  vertauschbar  sind, 
d.  h.  die  eine  eine  Windungsaxe,  die  andere  eine  Dynamenaxe  oder  umge- 
kehrt sein  kann,  so  folgt,  dass  mit  dem  Studium  des  Axensystems  xtor 
Stufe  zugleich  das  Studium  des  Axensystems  6  —  xter  Stufe  erledigt  ist. 

Jedes  Kräftesystem,  welches  einer  Dyname  um  eine  Axe  des  recipro- 
calen  Systems  äquivalent  ist,  hält  am  Punktsystem  Gleichgewicht  Der 
Widerstand  oder  Zwang,  welchen  die  Bedingungen,  welche  die  Beweglich- 
keit des  Punktsystems  beschränken,  diesem  auferlegen,  kann  durch  eine 
Dyname  um  eine  solche  Axe  repräsentirt  werden. 

Wir  wollen  noch  die  Anzahl  der  Bedingungen  aufsuchen,  welche  ein 
Axensystem  xtor  Stufe  bestimmen.  Da  das  Axensystem  durch  x  Axen  be- 
stimmt ist  und  jede  Axe  5  Bedingungen  erfordert,  so  würden  öx  Bedin- 
gungen zu  erfüllen  sein.-  Allein  damit  wären  x  speciell  gewählte  Axen 
gegeben.  Es  ist  aber  nur  erforderlich,  dass  überhaupt  irgend  5  Axen  des 
Systems  gegeben  seien.  Nun  kann  man,  um  eine  beliebige  Axe  des  Systems 
zu  bestimmen,  x  —  1  Grössen  (nämlich  die  Verhältnisse  von  x  Amplituden) 
willkührlich  wählen;  dies  gibt  für  x  Axen  x  (x  —  l)  willkührlich  wählbare 
Grössen.  Daher  sind  unter  den  öx  Bedingungen  x  (x  —  l)  willkührlich 
wählbare  Bedingungen,  also  nur  5x  —  x(x  —  l)  —  x(6  —  x)  absolut 
nothwendige  Bedingungen  für  die  Bestimmung  des  Axensystems  xtor  Stufe. 
Ein  Axensystem  x*6'  Stufe  ist  daher  durch  x  (6  —  x)  Bedingungen 
bestimmt.  Da  der  Ausdruck  x  (6  —  x)  symmetrisch  in  Bezug  auf  x  und 
6  —  x  ist,  d.  h.  ungeändert  bleibt,  wenn  x  mit  6  —  x  vertauscht  wird, 
so  folgt,  dass  ein  Axensystem  und  das  ihm  reciprocale  durch  dieselbe  An- 
zahl von  Bedingungen  bestimmt  wird. 
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§.  15.  Für  die  Anwendung  des  Principe  der  virtuellen  Geschwindig- 
keiten ist  es  von  grosser  Wichtigkeit,  sämmtliche  virtuelle  Windungen 
übersehen  zu  können,  deren  ein  in  seiner  Beweglichkeit  beschränktes  un- 
veränderliches System  fähig  ist.  Die  BalTsche  Theorie  der  reciprocalen 
Axenparameter  löst  diese  Frage  in  ausgezeichneter  Weiße.  Die  B.  I,  S.  293  u.ff. 
erwähnten  Fälle  gehören  hieher. 

1.    Ein  unveränderliches  System  besitzt  Freiheit  erster  Stufe,  wenn 

es  in  seiner  Beweglichkeit  so  beschränkt  ist,  dass  es  blos  um  eine  einzige 

Axe  a  eine  Windung  von   bestimmtem  Parameter  pa  erleiden  kann.    Fünf 

Bedingungen  sind  erforderlich,  um  den  Axenparameter  zu  bestimmen.    Als 

specielle  Beispiele  gehören  hieher  die  Rotation  um  eine  feste  Axe,  wofür 

pa  =  o  und  das  Gleiten  längs  einer  festen  Axe,  wofür  pa  =  oo  ist    Das 

Axensystem  dieser  Stufe  reducirt   sich  auf  eine  einzige  Axe.    Das  reeipro- 

cale  Axensystem   ist   ein   System   fünfter   Stufe;   es   enthält   alle   Axen  #, 

welche  die  Bedingung 

(Pa  +  P&)  cos  l  —  d  sin  X  =  0 

erfüllen,  worin  d  den  Abstand  der  Axe  #  von  a  und  X  den  Winkel  be- 
zeichnet, den  beide  mit  einander  bilden.  Jede  Axe  des  Baumes  gehört 
diesem  Axensystem  an,  wenn  ihr  ein  bestimmter  Parameter  zuertheilt  wird. 
Denn  für  eine  bestimmte  Axe  sind  d  und  X  bekannt  und  dient  diese  Be- 
dingung daher  dazu,  p#  zu  bestimmen.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  A 
des  Raumes  geht  eine  doppelte  Mannigfaltigkeit  von  Axen,  welche  zu  et 
reeiprocal  sind  bei  verschiedenen  Parametern.  Alle  zu  a  reciprocalen  Axen 
dieses  Punktes,  welche  einen  bestimmten  Parameter  besitzen,  bilden  daher 
eine  einfache  Mannigfaltigkeit  und  alle  Axen  des  Raumes  von  demselben 
Parameter  einen  Liniencomplex.  Wir  werden  zeigen,  dass  dieser  Com- 
plex  vom  ersten  Grade  ist.  Zeigen  wir  dies  zunächst  für  den  Para- 
meter Null  und  dann  allgemein.  Durch  eine  unendlichkleine  Windung 
um  et  beschreibt  A  ein  Schraubenelement  AÄ \  alle  zu  diesem  Elemente 
normalen  Geraden  bind  Richtungslinien  von  Kräften  (Dynamen  vom  Para" 
meter  Null),  deren  Arbeit  Null  ist;  mithin  sind  dieselben  zu  er  reeiprocal 
für  den  Parameter  Null.  Denkt  man  sich  nun  eine  Axe  17  mit  dem  Para- 
meter pa  +  x,  zusammenfallend  mit  der  Axe  a,  so  sind  alle  Axen  fi  vom 
Parameter  Null,  welche  zu  17  reeiprocal  sind  und  durch  A  gehen,  senk- 
recht zu  AÄ  und  liegen  folglich  in  einer  Ebene.  Die  Axen  17  und  (i 
bleiben  aber  reeiprocal,  wenn  man  vom  Parameter  von  r\  die  Grösse  x  sub- 
trahirt  und  jenem  Parameter  von  p  dieselbe  Grösse  addirt,  weil  dadurch  der 
virtuelle  Coefficient  beider  Axen  Null  bleibt.  Daher  sind  alle  Axen  vom 
Parameter  x,  welche  mit  den  Axen  p  zusammenfallen,  reeiprocal  zur  Axe  a 
mit  dem  Parameter  pa  und  liegen  mithin  alle  solche  Axen  in  einer  Ebene. 
Es  bilden  daher  alle  zu  a  mit  dem  Parameter  a   reciprocalen  Axen  einen 
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Liniencomplex  ersten  Grades.  Umgekehrt  kann  in  jeder  Ebene  ein  Punkt  A 
gefunden  werden,  dessen  Stralen  in  der  Ebene  Axen  vom  Parameter  x 
sind,  reeiprocal  zu  er.  Jedem  Werthe  xn  x2,  ...  des  Parameters  %  ent- 
spricht ein  bestimmter  Punkt  Au  Aiy  . . .  der  Ebene  und  alle  solche  Punkte 
A11  A^,  . .  ^  liegen  in  einer  Geraden,  welche  durch  den  Schnittpunkt  der 
Ebene  mit  a  hindurchgeht  und  a  rechtwinklig  trifft.  Denn  die  Gerade 
AXA^  muss  reeiprocal  zu  er  sein,  sowohl  für  den  Parameter  xn  als  auch 
für  %2  und  dies  kann  nur  der  Fall  sein,  wenn  AXA%  die  Axe  er  rechtwinklig 
schneidet.  Sämmtliche  den  verschiedenen  Werthen  von  %  entsprechenden 
Liniencomplexe  reeiproealer  Axen  zu  a  haben  daher  die  Congruenz  aller  zu 
a  senkrechten  Geraden  gemein. 

Aus  dem  Vorstehenden  folgt,  dass  jede  Axe  des  Baumes  die  Axe  einer 
Dyname  vom  bestimmten  Parameter  sein  kann,  welche  einem  an  dem  um 
er  windbaren  System  im  Gleichgewicht  befindlichem  Kräftesystem  äqui- 
valent ist. 

Wird  das  Punktsystem  blos  von  der  Schwere  afficirt,  welche  einer 
Dyname  vom  Parameter  Null  und  der  Verticalen  des  Massenmittelpunktes  Sx 
als  Axe  äquivalent  ist,  so  folgt,  dass  diese  Verticale  für  den  Fall  des  Gleich- 
gewichts in  die  Normalebene  des  Linienelements  fallen  muss,  welches  S  in 
Folge  der  Windung  um  er  beschreiben  würde. 

2.  Kann  ein  unveränderliches  System  Windungen  um  zwei  Axen  mit 
bestimmten  Parametern  erleiden ,  so  kann  es  um  jede  Axe  des  durch  sie 
bestimmten  Cylindroids  gewunden  werden.  Ein  unveränderliches  System 
besitzt  Freiheit  zweiter  Stufe,  wenn  es  blos  um  die  Axen  eines  gegebenen 
Cylindroids  gewunden  werden  kann.  Das  Axensystem  dieser  Stufe  besteht 
ans  den  Axen  des  Cylindroids.  Acht  Bedingungen  genügen,  um  das  Cylin- 
droid  zu  bestimmen;  nämlich  4  bestimmen  die  Doppellinie,  2  weitere  die 
Endpunkte  der  Strecke,  welche  die  Fläche  auf  ihr  bestimmt,  und  von  2 
ferneren  liefert  die  eine  die  Richtung  einer  Erzeugungslinie,  die  andere  den 
Parameter  derselben.  Die  zwei  das  Cylindroid  bestimmenden  Axen  mit 
ihren  Parametern  würden  10  Bedingungen  erfordern,  allein  zwei  Bedingungen 
hievon  sind  zuviel,  da  offenbar  zwei  beliebige,  nicht  zwei  bestimmte  Axen- 
parameter  zur  Bestimmung  des  Cylindroids  erfordert  werden.  (S.  §.  14.) 
Alle  Axen,  welche  zum  Cylindroid  reeiprocal  sind,  bilden  nach  §.12  einen 
Liniencomplex  zweiten  Grades.  Jedes  Kräftesystem,  welches  einer 
Dyname  von  gewissem  Parameter  dieses  reeiproealen  Axensystems  äqui- 
valent ist,  befindet  sich  an  dem  unveränderlichen  System,  welches  Freiheit 
zweiter  Stufe  besitzt,  im  Gleichgewicht.  Der  Parameter  dieser  Dyname 
muss  entgegengesetzt  gleich  sein  dem  Parameter  der  beiden  Axen  des  Cylin- 
droids, welche  von  der  Axe  der  Dyname  geschnitten  werden  und  gleichen 
Parameter  besitzen. 
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Eine  einzelne  Kraft  wird  an  dem  System  im  Gleichgewicht  gehalten, 
wenn  sie  die  Axen  des  Cylindroids  vom  Parameter  Null  beide  schneidet. 
Am  System,  welches  der  Schwere  allein  unterworfen  ist,  findet  Gleich- 
gewicht statt,  wenn  die  Verticale  des  Massenmittelpunktes  beide  Axen  des 
Cylindroids  vom  Parameter  Null  schneidet.  Jede  Dyname,  deren  Axe  der 
Doppellinie  des  Cylindroids  parallel  ist,  befindet  sich  am  System  im  Gleich- 
gewicht; so  z.  B.  jede  Dyname,  deren  Axe  mit  der  Doppelllinie  zusam- 
menfallt. 

Ein  Punkt  P  des  Systems  mit  Freiheit  zweiter  Stufe  kann  nur  vir- 
tuelle Bewegungen  nach  allen  Richtungen  in  der  Tangentenebene  einer  Fläche 
haben.  Denn  es  seien  <x,  ß  zwei  Axen  des  Cylindroids.  Die  unendlichkleine 
Windung  um  et  führt  P  nach  P',  die  um  ß  nach  P".  Die  unendlichkleine 
Windung  um  irgend  eine  Axe  y  des  Cylindroids  lässt  sich  aber  in  Win- 
dungen um  et  und  ß  zerlegen  und  kann  mithin  nur  Bewegungen  geben, 
deren  Componenten  in  die  Richtungen  PP*,  PP"  fallen,  sodass  sie  selbst 
also  nur  der  Ebene  PPr  P"  angehören  können.  Durch  jeden  Punkt  des 
Raumes  kann  also  eine  Ebene  gelegt  werden,  auf  welche  die  Richtungen 
seiner  Beweglichkeit  beschränkt  sind.  Enthält  das  Cylindroid  zwei  Axen 
vom  Parameter  Null,  so  sind  die  virtuellen  Bewegungen  des  Systems  um 
sie  blosse  Rotationen;  Ebenen  durch  P  und  diese  Axen  schneiden  sich 
daher  in  einer  Geraden,  welche  normal  ist  zu  der  Ebene  aller  möglichen 
Bewegungen.  Die  Punkte  P  auf  einer  Axe  vom  Parameter  Null  können 
nur  einerlei  Bewegungen  haben,  um  welche  Axe  des  Cylindroids  das  System 
auch  gewunden  werden  möge.  Denn  eine  Windung  um  eine  Axe  k  vom 
Parameter  Null  ist  eine  Rotation  um  diese  Axe.  Eine  solche  kann  einem 
Punkt  auf  der  Axe  gar  keine  Bewegung  ertheilen.  Nun  kann  aber  die 
Windung  um  k  in  zwei  Windungen  um  zwei  andere  Axen  er,  ß  des  Cylin- 
droids gespalten  werden;  folglich  müssen  diese  dem  Punkte  entgegengesetzt 
gleiche  Bewegungen  ertheilen,  d.  h.  Windungen  um  die  Axen  a  und  ß  ver- 
schieben den  Punkt  in  derselben  Richtungslinie. 

3.  Kann  das  unveränderliche  System  Windungen  erleiden  um  drei 
Axen  a,  ß,  y  von  bestimmten  Parametern  pay  pp,  pYf  welche  nicht  dem- 
selben Cylindroid  angehören,  so  kann  es  um  eine  doppelte  Mannigfaltigkeit 
von  Axen  gewunden  werden.  Denn  da  es  um  a,  ß  Windungen  erleiden 
kann,  so  ist  es  Windungen  fähig  um  alle  Axen  des  Cylindroids  (a,  ß). 
Irgend  eine  Axe  k  desselben  bestimmt  aber  mit  y  ein  weiteres  Cylindroid, 
um  dessen  sämmtliche  Axen  das  System  gewunden  werden  kann.  Wählt 
man  für  k  nach  und  nach  alle  Axen  des  Cylindroids  (er,  ß),  so  erhält  man 
als  Ort  aller  Axen,  um  welche  das  System  gewunden  werden  kann,  eine 
Schaar  von  Cylindroiden,  also  eine  doppelte  Mannigfaltigkeit  von  Axen. 
Das  System   besitzt  Freiheit  dritter  Stufe,   wenn  es  um  keine  anderen 
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Axen  Windungen  erleiden  kann,  als  um  die  Axen  einer  durch  drei  Axen 
bestimmten  Schaar  von  Cylindroiden.  Alle  Axen,  welche  zu  diesen  Axen 
reciprocal  sind,  bilden  nach  §.14  eine  Axensystem  derselben  Stufe  und 
alle  Kräftesysteme  befinden  sich  an  dem  Punktsystem  im  Gleichgewicht, 
wenn  sie  einer  um  eine  der  reciprocalen  Axen  wirkenden  Dyname  äquivalent 
sind.  Die  Ordnung  der  Axen  in  dem  Axensystem  dritter  Stufe  und  dem 
ihm  reciprocalen  Axensystem  erhellt  deutlich  aus  dem  Satze:  Alle  Axen 
des  Systems  von  demselben  Parameter  x  bilden  die  eine  Schaar 
Erzeugungslinien  eines  einfachen  Hyperboloids,  während  die  Er- 
zeugungslinien der  andern  Schaar  desselben  als  Axen  vom  Para- 
meter —  x  dem  reciprocalen  Axensystem  angehören.  Denn  sind 
py  g,  r  drei -Axen  des  Systems  vom  Parameter  x,  so  construire  man  drei 
Axen  A,  p,  v,  welche  sie  alle  drei  schneiden  und  ertheile  ihnen  den  Para- 
meter —  x.  Da  zwei  Axen  von  entgegengesetzt  gleichen  Parametern,  welche 
sich  schneiden,  reciprocal  sind,  so  gehören  A,  (i,  v  dem  reciprocalen  System 
an.  Jede  andere  Axe,  welche  iL,  p,  v  schneidet  und  den  Parameter  x  be- 
sitzt, gehört  demnach  dem  System  an,  zu  welchem  p,  g,  r  gehören.  Alle 
solche  liegen  aber  mit  p,  q,  r  auf  einem  Hyperboloid.  Lassen  wir  den 
Parameter  x  variiren,  so  erhalten  wir  eine  Schaar  von  Hyperboloiden,  deren 
Erzeugungslinien  der  einen  Art  das  eine  Axensystem  bilden,  während  die 
der  andern  Art  das  ihm  reciprocale  Axensystem  zusammensetzen.  Die 
Punkte  des  beweglichen  Systems  können  im  Allgemeinen  nach  jeder  Rich- 
tung des  Baumes  sich  bewegen.  Denn  nimmt  man  drei  Axen  des  Axen- 
systems  und  ertheilt  dem  System  unendlichkleine  Amplituden  um  sie,  so 
entsprechen  diesen  drei  verschiedene  Elementarwege  eines  Systempunktes; 
da  aber  die  drei  Amplituden  willktihrlich  sind,  so  kann  aus  der  Zusammen- 
setzung derselben  jede  Richtung  für  die  resultirende  Bewegung  folgen. 

Man  kann  zeigen,  dass  durch  jeden  Punkt  des  Raumes  drei  Axen  des 
Axensystems  hindurchgehen.  —  Ein  unveränderliches,  um  einen  Punkt  dreh- 
bares System  besitzt  Freiheit  dritter  Stufe. 

4.  Ein  unveränderliches  System  besitzt  Freiheit  vierter  Stufe,  wenn 
es  Windungen  erleiden  kann  um  alle  Axen  eines  Liniencomplexes  2.  Grades, 
welcher  einem  Cylindroid  reciprocal  ist  Alle  Kräftesysteme  sind  an  einem 
Punktsystem  mit  Freiheit  vierter  Stufe  im  Gleichgewicht,  wenn  die  Dyna- 
men  äquivalent  sind,  deren  Axen  dem  Cylindroid  angehören. 

5.  Ein  unveränderliches  System  besitzt  Freiheit  fünfter  Stufe,  wenn 
es  Windungen  erleiden  kann  um  alle  Axen  des  Raumes,  welche  zu  einer 
einzigen  Axe  reciprocal  sind.  Für  jede  Grösse  des  Parameters  bilden  die 
zagehörigen  Axen  einen  Liniencomplex  1.  Grades.  Fünf  Axen  bestimmen 
das  Axensystem  5.  Stufe. 

6.  Ist  das  System  um  6  Axen  windbar,  so  kann  es  um  jede  Axe  des 
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Baumes  gewunden  werden.  Denn  nach  der  Formel  x  (6  —  x)  für  die  An- 
zahl der  Bedingungen  des  Axensystems  xter  Stufe  folgt  für  x  =  6,  dass 
das  Axen8ystem  6ter  Stufe  keine  Bedingung  erfordert,  also  jede  Axe  des 
Baumes  ihm  angehört.  Das  System  ist  absolut  frei  Das  reciprocale  Axen- 
system  reducirt  sich  auf  Null;  es  gibt  keinen  Zwang  und  keine  Beschrän- 
kung der  Beweglichkeit.  Für  blose  Botationen  (Windungen  vom  Parameter 
Null)  wurde  dieser  Satz  bereits  von  Möbius  aufgestellt  (Ueber  die  Zu- 
sammensetzung unendlichkleiner  Drehungen;  Crelle,  Journal  B.  XVIII, 
p.  189). 

§.  16.  Die  in  diesem  Capitel  entwickelte  Theorie  der  Windungen 
und  Dynamen  kann  auch  auf  veränderliche  Systeme  ausgedehnt  werden. 
In  dieser  Hinsicht  ist  ein  Satz  von  Wichtigkeit,  der  für  Botationen  gleich- 
falls von  Möbius  (Crelle,  Journal  XVIII,  p.  211)  aufgestellt  wurde.  Es 
seien  Ax,  -ä2,  ...  A1  sieben  unveränderliche  Systeme  (Körper)  und  sollen 
Al  und  A2  um  die  gemeinsame  Axe  a12,  A2,  As  ebenso  um  ^3,  AS1  A± 
um  au,  .  .  .  A6  und  A1  um  a67  gewunden  werden  können.  Man  winde, 
während  At  ruht,  A^  AB1  ...  A7  zusammen,  wie  ein  unveränderliches 
System  unendlich  wenig  um  a18;  hierauf,  während  Ax  und  A2  ruhen,  A^ 
A±, . .  .  A7  als  unveränderliches  System,  um  023  gleichfalls  unendlich  wenig; 
ebenso  AA, . .  .  A7  um  a34  u.  s.  f.,  schliesslich  A7  um  a67.  Nach  allen  diesen 
Windungen  wird  A7  in  eine  Lage  gelangt  sein,  welche  es  erreicht  haben 
würde,  wenn  es  der  Reihe  nach  oder  auch  gleichzeitig  um  alle  6  Axen  0]3, 
a2si  •  •  •  a67  dieselben  unendlichkleinen  Windungen  erlitten  hätte.  Da  das 
System  der  Körper  A2,  A3,  ...  A1  durch  die  sechs  Windungen  in  jede 
von  der  ursprünglichen  unendlich  wenig  verschiedene  Lage  gebracht  werden 
kann  und  da  ein  um  6  Axen,  welche  nicht  einem  Axensysteme  der  5ton 
Stufe  angehören,  windbares  System  in  jede  beliebige  Lage  gebracht  werden 
kann,  so  ergibt  sich  der  Satz: 

Wenn  von  mehreren  unveränderlichen  Systemen,  in  be- 
stimmter Ordnung  genommen,  je  zwei  aufeinanderfolgende  um 
eine  gemeinsame  Axe  gewunden  werden  können,  so  hat,  wenn 
das  erste  derselben  ruht,  erst  das  siebente  vollkommen  freie 
Beweglichkeit  und  zwar  auch  nur  dann,  wenn  die  sechs  Axen, 
welche  die  sieben  Systeme  mit  einander  verbinden,  unabhängig 
von  einander  sind,  d.  h.  keinem  Axensystem  fünfter  Ordnung 
angehören. 

Möbius  führt  als  Beispiel  hiezu  an,  dass  die  Fussgelenke  der  Krebse 
und  ebenso  die  Körpertheile  derselben,  an  welchen  die  Scheeren  sitzen, 
sechs  Glieder  haben,  welche  unter  sich  und  mit  dem  übrigen  Körper  durch 
sechs  Axengelenke  verbunden  sind.    Hiednrch  wird  es  möglich,  dass  die 
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Endglieder  der  Fliese  und  die  Scheeren  vollkommen  freie  Beweglichkeit 
erlangen. 

Wir  können  hier  nicht  tiefer  auf  die  Beweglichkeit  und  das  Gleich- 
gewicht von  Kräften  an  Gelenksystemen  oder  Ketten  eingehen,  deren  Theorie 
heutzutage  zu  einem  besondern  Zweige  sich  herausgebildet  hat  und  in  den 
Anwendungen  als  theoretische  Maschinenkinematik  Gegenstand  eines  sorg- 
faltigen Studiums  ist.  (Vgl.  Reuleaux,  theoretische  Kinematik;  Grashof, 
theoretische  Maschinenlehre,  B.  II.)  . 

§.  17.  Die  Ball'sche  Theorie  bestätigt  und  erweitert  den  Satz,  dass 
dieselben  Gesetze  die  Zusammensetzung  und  das  Gleichgewicht  der  Winkel- 
geschwindigkeiten (einschl.  der  Translationsgeschwindigkeiten)  und  die  Zu- 
sammensetzung und  das  Gleichgewicht  der  Kräfte  beherrschen,  welcher  ein 
Ausfluss  des  Umstandes  ist,  dass  beiden  Lehren  dieselbe  Theorie,  nämlich 
die  der  Strecken,  als  Grundlage  dient.  Man  kann  fast  jedem  Satze  der 
Kinematik  der  Geschwindigkeiten  einen  analogen  der  Theorie  der  Kräfte 
gegenüberstellen,  indem  man  „Winkelgeschwindigkeit"  mit  „Kraft41  und  ^Trans- 
lationsgeschwindigkeit"  mit  „Kräftepaar"  vertauscht.  Die  Erweiterung  be- 
trifft einerseits  die  Verallgemeinerung  der  Kräfte  zu  Dynamen  und  der 
Rotationen  zu  Windungen,  andererseits  die  Untersuchung  der  Bedingungen 
der  Beweglichkeit  unveränderlicher  Systeme.  Mit  dem,  was  wir  hier  von 
dieser  Theorie  mitgetheilt  haben,  ist  dieselbe  nur  in  den  Grundzügen  dar- 
gestellt und  auch  nur  soweit,  als  sie  die  Kinematik  und  die  allgemeine 
Theorie  der  Kräfte  betrifft;  in  der  Kinetik  werden  wir  auf  Sie  zurückkom- 
men. .  Auch  die  Statik  verdankt  ihr  noch  manche  Entwickelung,  welche  an 
den  Inhalt  unseres  Cap.  III  anknüpft. 
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XL  Capitel. 

Astatiöohes  Gleichgewicht  und  astatisohe  Aequivalenz  von  Krafte- 
systemen  am  unveränderlichen  Punktsystem. 

§.  1.  Für  die  bisherigen  Untersuchungen  waren  die  Angriffspunkte 
der  Kräfte  nichts  Wesentliches;  sie  waren  beliebig  wählbar  auf  den  Rich- 
tungen derselben,  dagegen  hatten  die  Kraftrichtungen  eine  ganz  bestimmte 
Lage  im  Punktsystem,  an  welchem  die  Kräfte  angriffen.  Für  die  Unter- 
suchungen de§  vorliegenden  Capitels  werden  wir  umgekehrt  die  Voraus- 
setzung machen,  dass  die  Angriffspunkte  der  Kräfte  bestimmte  Punkte  jseien, 
dass  aber  die  Kräfte  selbst  ihre  relative  Lage  gegen  das  Punktsystem 
ändern  können,  sei  es  dadurch,  dass  das  Punktsystem  eine  Aenderung  seiner 
Lage  erleidet,  während  die  Kräfte  sich  geometrisch  nicht  ändern,  d.  h.  ihre 
Intensitäten,  Richtungen  und  ihren  Sinn  beibehalten,  während  die  Angriffs- 
punkte sich  bewegen  oder  auch  dadurch,  dass  das  Punktsystem  ruht  und 
dem  Kräftesystem  eine  Lagenänderung  ertheilt  wird.  Beide  Arten  der  rela- 
tiven Lagenänderung  lassen  sich  auf  einander  reduciren.  Erleidet  nämlich 
das  Punktsystem  irgend  eine  Schraubenbewegung,  während  die  Kräfte  sich 
geometrisch  nicht  ändern,  so  wird  dadurch  eine  Aenderung  der  relativen 
Lage  der  Kräfte  gegen  das  Punktsystem  eintreten;  lässt  man  aber  die 
Lage  des  Punktsystems  ungeändert,  während  man  allen  Kräften  die  ent- 
gegengesetzte Schraubenbewegung  um  Axen  ertheilt,  welche,  der  Axe  jener 
Schraubenbewegung  parallel,  durch  die  Angriffspunkte  der  Kräfte  gelegt 
werden,  so  wird  dadurch  dieselbe  Aenderung  der  relativen  Lage  beider, 
des  Systems  der  Kräfte  und  des  Systems  ihrer  Angriffspunkte,  eintreten. 
Durch  eine  solche  Aenderung  der  relativen  Lage  beider  Systeme  wird  im 
Allgemeinen  die  Wirkung  der  Kräfte  in  Bezug  auf  das  Punktsystem  sich 
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ändern.  War  z.  B.  das  Kräfte  System  an  dem  Punktsystem  in  der  ursprünglichen 
Lage  im  Gleichgewicht,  so  wird  dies  Gleichgewicht  im  Allgemeinen  ge- 
stört werden  und  nur  unter  gewissen  Bedingungen  fortbestehen;  war  das 
Kräftesystem  ursprünglich  einer  Einzelkraft  äquivalent,  so  wird  dies  nachher 
nicht  mehr  der  Fall  sein  u.  s.  w.  Alle  Untersuchungen,  welche  die  Frage 
betreffen,  wie  die  Wirkung  eines  Kräftesystems  auf  ein  gegebenes  Punkt- 
system sich  ändert,  wenn  die  relative  Lage  beider  ohne  Veränderung  der 
Angriffspunkte  eine  Aenderung  erleidet,  kann  man  unter  dem  Namen  der 
„Astatik"  zusammenfassen.  Besteht  z.  B.  das  Gleichgewicht  trotz  der 
Lagenänderung  fort,  so  nennt  man  dasselbe  astatisches  Gleichgewicht;  be- 
steht die  Aequivalenz*  eines  Kräftesystems  mit  einem  andern  unter  derselben 
Bedingung  fort,  so  heisst  dieselbe  eine  astatische  Aequivalenz. 

Eine  Translation  des  Punktsystems  vermag  die  relative  Lage  dieses 
und  des  Kräftesystems  nicht  zu  ändern;  es  ist  daher  nur  der  Einfluss  der 
Rotation  auf  die  Wirkung  des  Kräftesystems  zu  prüfen.  Da  aber  jede  Ro- 
tation um  eine  Axe  äquivalent  ist  einer  Rotation  um  eine  parallele  Axe 
in  Verbindung  mit  einer  Translation,  so  braucht  man  blos  die  Rotation 
um  die  Axen  eines ,  übrigens  willkührlich  wählbaren  Punktes  des  Systems 
zu  berücksichtigen. 

§.  2.  Von  den  Transformationen,  welchen  wir  bisher  die  Kräftesysteme 
unterwarfen,  besteht  die  Zusammensetzung  der  Kräfte,  welche' an  ein  und 
demselben  Punkte  angreifen,  auch  in  der  Astatik  fort,  falls  der  Angriffs- 
punkt der  Resultante  derselbe  Punkt  ist;  ebenso  die  Zusammensetzung  der 
Parallelkräfte,  wenn  die  Resultante  am  Mittelpunkte  der  Parallelkräfte  an- 
greift. Die  Verlegung  eiuer  Kraft  an  einen  andern  Angriffspunkt  bleibt 
aber  ausgeschlossen,  da  sie  auf  der  Zufügung  zweier  entgegengesetzt 
gleicher  Kräfte  beruht,  welche  bei  der  Lagenänderung  des  Systems  in  ein 
Kräftepaar  übergehen,  welches  mit  der  an  den  neuen  Angriffspunkt  ver- 
legten Kraft  zusammen  nicht  mehr  der  ursprünglichen  Kraft  äquivalent  ist. 

Ein  Kräftepaar  ändert  sich  durch  die  Lagen änderung  des  Systems, 
8 eine  Ebene  und  sein  Arm  werden  anders.  Wir  wollen  die  Verbindungs- 
strecken der  Angriffspunkte  seiner  Seitenkräfte  seinen  astatischen  Arm 
nennen.  Derselbe  ist  eine  unveränderliche  Länge,  während  seine  Neigung 
gegen  die  Seitenkräfte  nicht  nothwendig  ^  it  zu  sein  braucht,  vielmehr  mit 
der  Lage  des  Systems  wechselt.  Fällt  er  mit  der  Richtung  dieser  zusam- 
men, so  verschwindet  das  Paar.  Man  sieht  sofort,  dass  man  den  astatischen 
Arm  eines  Paares  ohne  dessen  Wirkung  zu  ändern  mit  einer  Zahl  multi- 
pliciren  oder  dividiren  darf,  wenn  man  die  Seitenkräfte  desselben  mit  der- 
selben Zahl  dividirt  oder  multiplicirt.  Denn  das  Moment,  die  Axe  und  der 
Sinn  des  Paares  werden  dadurch  nicht  geändert.  Ebenso  darf  man  den 
Arm  des   Paares  parallel  mit  sich  verlegen;  drehen   darf  man  denselben 
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jedoch  nicht  Auch  kann  man  ein  Paar  in  mehrere  andere  zerlegen.  Es 
ist  hiezu  nur  nöthig,  dass  der  astatische  Arm  des  resultirenden  Paares  die 
geometrische  Summe  der  astatischen  Arme  der  Zerlegungspaare  sei.  Denn 
ist  AB  der  astatische  Arm  eines  Paares  von  den  Seitenkräften  P,  —  P, 
so  nehme  man  irgend  einen  Punkt  C  an  und  betrachte  ihn  als  Angriffs- 
punkt zweier  entgegengesetzt  gleicher  Kräfte  von  der  Intensität  und  Rich- 
tung wie  P,  —  P,  so  erhält  man  durch  eine  andere  Gruppirung  der  Kräfte 
statt  des  ursprünglichen  Paares  zwei  ihm  äquivalente  von  den  Armen  AC 
und  CB\  es  ist  aber  zugleich  [AC]  -f-  [CB]  =  [-42?]«  Ebenso  kann  ein 
Paar  in  drei  andere  zerlegt  werden.  Man  kann  daher  ein  Paar  auch  er- 
setzen durch  drei  Paare,  deren  astatische  Arme  in  die  Richtungslinien  dreier 
Axen  OX,  ÖF,  OZ  fallen,  welche  sich  in  0  schneiden.  Denn  man  ver- 
lege den  Arm  des  Paares,  so  dass  0  dessen  Anfangspunkt  wird  und  pro- 
jicire  denselben  auf  die  drei  Axen,  indem  man  die  Projeption  auf  eine  Axe 
durch  eine  Ebene  ausführt,  parallel  den  beiden  andern  Axen.  Die  Pro- 
jectionen  des  Armes  werden  die  astatischen  Arme  der  drei  Paare  sein, 
welche  zusammen  bei  derselben  Seitenkraft  dem  gegeben  äquivalent  sind. 
Auch  kann  man  weiter  diese  Arme  auf  die  Einheit  reduciren,  indem  man 
die  Seitenkräfte  mit  ihnen  multiplicirt. 

§.  3.  Ein  Kräftesystem  P?  P',  P"  . .  .  Pt-  sei  an  einem  freien  unver- 
änderlichen System  im  Gleichgewicht;  man  ertheilt  diesem  System  eine 
Rotation  um  eine  Axe  fi  von  beliebiger  Amplitude  <p.  Wir  wollen  die  Be- 
dingungen für  das  Fortbestehen  des  Gleichgewichts  nach  der  Rotation  auf- 
suchen. Wählen  wir  fi  zur  #-Axe  eines  rechtwinkligen,  dem  Punktsystem 
angehörigen  und  mit  ihm  beweglichen  Coordinatensystems  mit  beliebigem" 
Ursprung  0  anf  p  und  setzen 


A  =  2X, 
B  =  2Y, 
C  =  £Z, 


an  =  2xX, 
o^  =  ZyX, 

«31  =  -£*-£» 

-^    so  sind 


a12  =  Ex  F, 
Oga  =  Ey  F, 


a13  =  ExZ, 

«23  =  £yz> 


aS2  =  Ez  F,       a««  =  EzZ, 


58 


«28  —  «ss  =  0, 

«31  —  «13  "^  Ol 


a 


12 


—  «81  =  0 


4  =  0, 

J3  =  0, 

C  =  0, 

die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  vor 
der  Rotation.  Nach  der  Rotation  sind  die 
Componenten  X,,  Y,  der  Kräfte  P,  andere 
X{,  Y'{  geworden,  während  die  Componenten 
Z{  und  Coordinaten  der  Angriffspunkte  dieselben  sind.  Indem  man  die 
Componenten  Xiy  F,-,  Z{  nach  den  Coordinatenaxen  in  der  neuen  Lage  zer- 
legt, ergibt  sich  (Fig.  73) 


Fig.  73. 
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X*i  =  Xi  cos  <p  -|-  Y{  ein  g>, 
Y'i  =  —  X{  sin  tp  -|-  Y{  cos  q> 

und  werden  daher  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  nach  der  Rotation 
2X'  =  Q,  -sr  =  0,  2^  =  0,  ais  — a32  =  0,  a«  —  ais  =  0,  a'12  —  aii  =  0, 

oder  entwickelt 

A  cos  9  +  B  sin  g>  =  0,      a18  sin  g>  -f-  ai5  (1  —  cos  9)  =  0, 
—  A  sin  9  +  J5  cos  <p  =  0,       a18  (1  —  cos  gp)  —  a23  sin  g>  =  0, 

C  =  0,       (au  -f-  a22)  sin  9  =  0. 

Die  drei  ersten  dieser  Gleichungen  sind  von  selbst  erfüllt,  da,  A  =  B  =  C=Q 
ist;  eliminirt  man  aus  den  drei  letzten  einmal  a28,  das  andere  mal  a13,  so 
erhält  man  statt  ihrer 

a18  (l  —  cos  <p)  =  0,     «23  (l  —  cos  9)  =  0,     (au  +  aÄ)  sin  g>  =  0.- 

Sollen  diese  Gleichungen  für  alle  Werthe  von  <p  bestehen,  so  müssen 
a13  =  0,  Ogj  =  0,  a11  +  a22  =  0  sein.  Dieselben  sind  für  alle  Werthe 
von  <p  erfüllt,  sobald  sie  es  für  irgend  einen  von  n  verschiedenen  Werth 
dieser  Grösse  sind.  Die  Bedingungen  für  das  Fortbestehen  des  Gleich- 
gewichts vor  und  nach  der  Rotation  sind  also 

A  —  0,  flfc,  —  Ojh  =  0,  a18  =  0,  A  =  0,  ajj  =  0,    a32  =  0 

-B  — 0,  Ö3i  — ais  =  °i  °«s  =  0     oder     £=0,  o8l  =  0,    a18  =  0, 

C  =  0,  a12  —  0^  =  0,  an  +  a22  =0,       C  =  0,  o^  —  a21;  an  +  Og2  =  0. 

Man  kann  also  den  Satz  aufstellen: 

Ist  ein  Kräftesystem  an  einem  unveränderlichen  Punkt- 
system in  zwei  Lagen  im  Gleichgewicht,  so  besteht  dasselbe  für 
alle  Lagen  fort,  welche  es  durch  Rotation  um  die  Axe  erreichen 
kann,  welche  die  Doppellinie  der  beiden  Lagen  ist,  vorausge- 
setzt jedoch,  dass  jene  beiden  Lagen  nicht  symmetrisch  zu  der 
Axe  sind. 

Eine  Axe,  durch  Rotation  um  welche  das  Gleichgewicht  des  Systems 
nicht  gestört  wird,  heisst  nach  Möbiu-s  eine  Gleichgewichtsaxe  des 
Kräftesystems. 

Dass  die  9  Gleichungen  die  Bedingung  enthalten,  dass  das  Kräfte- 
system ausser  der  ursprünglichen  Lage  auch  noch  für  eine  andere  Lage 
im  Gleichgewichte  sei,  ist  leicht  zu  sehen.  Legt  man  nämlich  durch  alle 
Angriffspunkte  Parallellinien  zu  p  und  dreht  sämmtliche  Kräfte  um  \  n  um 
sie  als  Axen  um,  so  gehen  die  Componenten  X,  F,  Z  über  in  —  T,  X,  Z. 
Stellt  man  für  dies  neue  Kräftesystem  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts 
auf,  so  lauten  sie 
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-sr=o, 


V  * 

X  z 


=  0, 


sx  = 

z      x 
Z,  —Y 


0, 
=  0, 


-2Z  =  0, 


x      y 

-r,  x 


=  o, 


d.h.    A=0,  #=0,  0=0,  a23— fl^^O,  aS2  +  a18=0,  ^  +  0^=0, 

welche  nichts  anderes  sind,  als  Combinationen  jener  9  Gleichungen.  Daher 
enthalten  diese  die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  für  eine  Drehung  der 
Kräfte,  oder  des  Punktsystems  um  \n  um  Axen  parallel  p,  resp.  um  die 
Axe  p  selbst. 

Die  drei  zu  den  Bedingungen  des  ursprünglichen  Gleichgewichts  hin- 
zutretenden Gleichungen  ais  =  0,  a23  =0,  an  -f-  o^  =  0  drücken  in  Ver- 
bindung mit  -4  =  0,  B  =  0  aus,  dass  die  Kräfte  —  I;  I,  0,  d.  h.  die 
Projectionen  X,  Y  der  Kräfte  auf  eine  zur  Axe  senkrechte  Ebene  nach 
der  Drehung  um  \  %  für  sich  im  Gleichgewicht  sind ;  denn  die  Bedin- 
gungen hierfür  sind 


ey=o,  2X  =  0,  2 


V  * 
X  0 


=  0, 


e 

X 

2 

o, 

—  Y 

0,    2 


x      y 

-r,  x 


=  o. 


Da  nun  nach   der  Drehung  das   ganze  Kräftesystem  im  Gleichgewicht  ist, 
so  kann  man  auch  behaupten: 

Die  Fortdauer  des  Gleichgewichtes  von  Kräften  an  einem 
unveränderlichen  Punktsystem,  welches  um  eine  Axe  p  rotirt, 
ist  gesichert,  sobald  das  System  der  Kraftcomponenten  parallel 
zur  Axe  p  für  sich  im  Gleichgewicht  ist  und  das  Gleichgewicht 
der  Projectionen  der  Kräfte  auf  eine  zu  p  senkrechte  Ebene 
durch  die  Drehung  nicht  gestört  wird. 

Man  kann  diesen  Satz  ohne  Rechnung  so  beweisen. 

Zerlegt  man  alle  Kräfte  P  in  den  Angriffspunkten  A  in  Componenten  Z,  Q, 
parallel  und  senkrecht  zu  p,  projicirt  das  ganze  Punktsystem  auf  eine  zu  p  senk- 
rechte Ebene  E  und  bringt  in  den  Projectionen  a  der  Punkte  A  zwei  den  Kräften 
Q  parallele  und  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte  Q,  —  Q  an,  so  wird  das  Kräfte- 
system äquivalent  dem  ebenen,  in  E  an  den  Punkten  a  angreifenden  System  (Q), 
dem  System  (Z)  der  zur  Axe  p  parallelen  Kräfte  und  dem  System  ( V)  der  Kräfte- 
paare (Q,  —  Q),  deren  Seitenkräfte  in  A  und  a  angreifen.  Nun  seien  ursprünglich 
das  Kräftesystem  und  mithin  auch  die  drei  ihm  äquivalenten  Systeme  (Q),  (Z), 
(V)  im  Gleichgewicht.  Das  ebene  System  (Q)  ist  einer  Einzelkraft  oder  einem 
Paare,  (Z)  und  (V)  zusammen  sind  einer  Einzelkraft,  parallel  p,  oder  einem  Paare 
äquivalent,  dessen  Ebeme  mit  p  parallel  ist  und  da  (Q)  mit  diesen  Einzelkräften 
oder  Paaren  nicht  im  Gleichgewichte  sein  kann,  so  müssen  (Q)  für  sich  und  (Z) 
und  (V)  zusammen  im  Gleichgewichte  sein,  d.  h.  es  muss  (Z)  und  (V)  jedes  be- 
sonders im  Gleichgewichte  sein  oder  beide  müssen  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Paare 
bilden.  Dreht  man  nun  das  Punktsystem  um  die  Axe  p,  während  die  Kräfte  des 
Systems  ihre  Richtungen  beibehalten,  so  ist  zum  Fortbestehen  des  Gleichgewichtes 
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erforderlich,  dass  (Q)  für  sich  im  Gleichgewichte  bleibe ;  (Z)  erleidet  keine  Aende- 
rung,  ausser  dass,  wenn  es  sich  auf  ein  mit  (V)  Gleichgewicht  haltendes  Paar 
reducirte,  die  Ebene  dieses  Paares  um  den  Rotationswinkel  des  Systems  gedreht 
wird.  (V)  aber  ändert  sich  wegen  des  fortdauernden  Parallelismus  seiner  Kräfte 
gar  nicht;  war  es  also  im  Gleichgewichte  oder  reducirte  es  sich  auf  ein  Paar,  so 
besteht  sein  Gleichgewicht  fort  und  bleibt  das  Paar  sich  selbst ,  äquivalent.  Das 
Paar  (Z)  kann  bei  der  Drehung  mit  dem  unveränderlichen  Paare  (V)  nicht  fort- 
während Gleichgewicht  halten;  daher  muss  (Z)  für  sich  im  Gleichgewichte  sein 
und  da  dies  das  Gleichgewicht  von  (V)  nach  sich  zieht,  so  ergibt  sich  der  Satz. 

§.  4.  Die  Kraft  Z7,  deren  Componenten  —  Y,  X,  0  sind,  ist  pro- 
portional und  von  gleicher  Richtung  mit  der  Geschwindigkeit  v  des  End- 
punktes der  Kraft  P,  wenn  -das  Punktsystem  aus  der"  Gleichgewichtslage 
um  die  Axe  p  herausgedreht,  oder  sämmtliche  Kräfte  um  Axen  parallel 
zu  (i,  welche  durch  deren  Angriffspunkte  gehen,  gedreht  werden.    Denn  ist 

co    die  Winkelgeschwindigkeit    dieser  Drehung,    so  ist   v  =  co  (X2  +  "%*) 

und  sind  —  Y :  (X*  +  !*)*,  X:(X*+ r*)^,    0    ihre    Richtungscosinusse 

gegen  die  Axen,  da  sie  senkrecht  zu  dem  Abstände  (X8  +  F1)  des  ^nd- 
punktes  von  der  Axe  ist.  Diese  Bemerkung  kann  man  benutzen,  um  ohne 
alle  Rechnung  die  Bedingungen  für  den  Fortbestand  des  Gleichgewichtes 
bei  der  Drehung  des  Systems  um  irgend  eine  Axe  des  Punktes  0  darzu- 
stellen. Denn  ist  co  die  Winkelgeschwindigkeit  um  sie  und  sind  p,  q,  r 
ihre  Componenten,  oder,  was  dasselbe  ist,  sind  diese  Grössen  im  umge- 
kehrten Sinne  genommen  die  Winkelgeschwindigkeit  und  ihre  Componenten 
für  die  Drehung  um  die  parallelen  Axen  für  die  einzelnen  Kräfte,  so  sind 
nach  B.  I,  S.  273 

die  Componenten  der  Geschwindigkeit  v  des  Endpunktes  der  Kraft  U  und 
ist  U  proportional  v,  sind  ihre  Componenten  proportional  den  Grössen 
#«)  vyy  vx  und  stimmen  die  Richtungen  der  Kraft  und  ihrer  Componenten 
mit  den  Richtungen  von  v  und  vX}  vv,  vz  überein.  Sind  X\  Yy  Z'  die 
Componenten  von  CT,  so  ist  also 

x'  r      _      z' 

qZ  —  rT  ~rXT—pZ~~~pY  —  qX 

Nun  drückt  das  Gleichgewicht  der  Kräfte  U  (X\  T,  Z'),  an  den  Punkten 
#,  y,  z  angreifend,  den  Fortbestand  des  Gleichgewichts  der  Kräfte  P  aus. 
Man  hat  daner  zunächst 

2X'=q£Z— r£Y=0,  ZY'=*ri:X—p2Z=0,  2Z'=rZY—p2X=*0, 

welche  Gleichungen  vermöge  J?X=0,  J?F=0,  2Z  =*  0  von  selbst  er- 
füllt sind,  sowie  die  weiteren  drei  Gleichungen 

Schill,  Mechanik.   IL  16 


q   r 

r  p 

p    q 

Y  Z 

,         Vy     = 

Z  X 

,    *>*  = 

X  Y 
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2(yZ' —  ir)«0,   2(zX'  -xZ')  =  0,    2(xY'  —  yX*)  =  0, 

welche  die  eigentlichen  Bedingungen  des  Fortbestandes  des  Gleichgewichts 
sind.    Sie  gehen,  wenn  man  die  X',  Y\  Z'  proportionalen  Grössen  einfügt 

und  mit  Hülfe  von  —  =  —    =  —   für   p.   q.   r   die   Richtungscosinusse 

et  p  y 

a,  0,  y  der  Axe  (i  einführt,  über  in: 

—  (a22  +  fl33)  a  +  al2  ß  +  a18  y  =  0, 

«21  «  —  («33  +  «ll)  P  +  «22  Y  =  °; 
«31  «  +  «32  0  —  fall  +  «22)  7  =  0. 

Aus  ihnen  folgt,   dass  zur  Existenz  einer   Gleichgewichtslage 
zwischen  den  Kräften  P  die  Bedingung  erfüllt  sein  muss: 

—  («22  +  «83)»  «12  >  «13 

«21»  —  («33  +  «ll)>  «23  =  0- 

«3n  «32»  —  («ii  +  «22) 

Ist  diese  Bedingung  erfüllt,   so   ergibt  sich  für  die  Richtung  der  Gleich- 
gewichtsaxe 

? ß 

«12  «23  +  «13   («33  +  «ll)  «18  «21  +  «23  («22  +  «3s) 


(«22  +  «33)  («33  +  «ll)  —  «18 

Ist  eine  Axe  Gleichgewichtsaxe,  so  ist  es  auch  jede  ihr  parallele  Axe. 
Denn  die  Rotation  um  sie  ist  äquivalent  derselben  Rotation  um  jene  Axe 
in  Verbindung  mit  einer  Translation.  Eine  Translation  stört  aber  den 
Fortbestand  des  Gleichgewichts  nicht. 

§.  5.  Sollen  die  Bedingungen,  dass  eine  Axe  von  der  Richtung  (ccßy) 
eine  Gleichgewichtsaxe  sei,  für  alle  Richtungen  bestehen,  soll  also  das  Kräfte- 
system für  alle  Lagen  des  Punktsystems  im  Gleichgewicht  sein,  so  müssen 
die  Gleichungen  erfüllt  sein: 

«12  =  «21  =  «13  =  «31  =  «23  =  «32  =  °> 
«11  +  «22  =  °>        «22  +  «33  ~  °»       «33  +  «U  =  °» 

wozu  noch  kommen 

A  =0,     5  =  0,     C=  0. 

Daher  sind  die  12  Bedingungen  des  astatischen  Gleichgewichts 
eines  Kräftesystems  an  einem  freien  Punktsystem: 

A  =  0,     an  =  0,     al%  =  0,     o18  =  0, 
5  =  0,     a81  =  0,     a22  =  0,     a23  =  0, 

C  =  0,       «31  •=  °»       «82  =  °»       «33  =  °- 
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Sind  sie  erfüllt,  so  besteht  zwischen  den  Kräften  für  jede  Lage  des  Punkt- 
systems Gleichgewicht. 

Man  erkennt  leicht,  dass  im  Falle  des  asiatischen  Gleichgewichts  das  Kräfte- 
System  auf  unzählige  Arten  in  drei  Systeme  von  Parallelkräften  zerlegt  werden 
kann,  von  denen  jedes  für  sich  im  Gleichgewicht  ist.  Zerlegt  man  nämlich  jede 
Kraft  P  (X,  Y,  Z)  nach  irgend  drei  Richtungen,  so  sind  ihre  Componenten  nach 
diesen  Richtungen  von  der  Form 

XX  +  pY+vZ,     X'X  +  p'  Y  +  v'Z,     r  X  +  n"  Y  +  v'Z, 
wo  die  Coefficienten  X,  p,  v,  .  .  .  gewisse  Projectionsconstanten  sind.    Für  die 
Componenten  der  ersten  Richtung  z.  B.  ist  nun  ihre  Summe  oder  Resultante 

XZX  +  p2Y  +  vZZ  =.  IÄ  +  (>B  +  vC  =■  0 
und  die  Summe  der  Momente  für  die  Ebene  der  yz  gleich 

X£xX  +  p2xY  +  vZxZ  =»  Xan  +  pa12  -f  va^  =  0. 
Dasselbe  gilt  von  allen  übrigen  und  zwar  gilt  es  für  alle  Richtungen  und  für  alle 
Lagen  des  Systems.  Man  erhält  auf  diese  Weise  auch  12  Gleichungen,  welche 
erfüllt  sind,  wenn  die  12  obigen  erfüllt  sind.  Die  obigen  drücken  in  der  That 
dasselbe  für  die  rechtwinklige  Zerlegung  aus.  Man  schliesst  hieraus,  dass  die  Be- 
dingungen des  astatischen  Gleichgewichts  auch  für  schiefe  Coordinatenaxen  gelten. 

§.  6.  Für  die  Untersuchungen  der  Astatik  ist  die  folgende  Rednction 
der  Kräfte  auf  eine  Resultante  und  drei  Paare  von  Werth.  In  Bezug  auf 
ein  beliebiges  Coordinatensystem  der  #,  y,  z  irgend  eines  Ursprunges  0 
seien  X,  Y,  Z  die  Componenten  der  am  Punkte  A  (xyz)  angreifenden 
Kraft  P.  Diese  Kraft  ist  äquivalent  der  ihr  geometrisch  gleichen  Kraft  P, 
an  0  angreifend,  in  Verbindung  mit  einem  Paare  (P,  —  P)  von  dem  asta- 
tischen Arme  OA.  Indem  wir  auf  den  Coordinatenaxen  von  0  aus  die 
Längen  x,  y,  z  auftragen  und  in  ihren  Endpunkten  zwei  entgegengesetzt 
gleiche  Kräfte  P  anbringen ;  zerfällt  das  Paar  mit  dem  astatischen  Arme 
OA  in  drei  Paare  von  derselben  Seitenkraft  P  und  den  astatischen  Armen 
#,  i/,  z.  Reduciren  wir  das  Paar  vom  Arme  x  auf  den  Arm  gleich  der 
Einheit,  so  wird  die  Seitenkraft  gleich  xP.  Führen  wir  dasselbe  mit  den 
beiden  andern  Paaren  aus,  so  haben  wir  statt  der  Kraft  Pani  die  Kraft 
P  an  0  und  drei  Paare  von  den  astatischen  Armen  1  und  den  Seitenkräften 
xP,  yP)  zP^  deren  Arme  in  den  Coordinatenaxen  liegen  und  in  0  anfangen. 
Zerlegen  wir  nun  die  Seitenkraft  xP  des  ersten  dieser  Paare  in  zX,  xY, 
xZy  so  liefert  diese  Zerlegung  statt  xP  drei  Paare  vom  Arme  1  auf  der 
£-Axe  und  den  Seitenkräften  xX,  xY,  xZ  parallel  den  Coordinatenaxen 
und  indem  wir  ebenso  bei  allen  Kräften  P  des  Systems  verfahren,  erlangen 
wir  drei  Paare  vom  Arme  1  auf  der  #-Axe,  welche  die  Summe  £xX, 
£xY,  ZxZ  zu  Seitenkräften  haben,  nämlich 

au  =  SxX9     Ojg  =  SxYy     a13  ==  £xZt 

sodass  der  erste  Index  in  an,  a12,  a,3  die  Coordinatenaxe  angibt,  in  welche 
der  gemeinschaftliche  Arm  1  der  Paare  hineinfällt.  Indem  wir  ebenso  mit 
yP  verfahren,  ergeben  sich  drei  Paare  mit  den  Seitenkräften 

16* 
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a^x  =  JSyX,     aw  —  2yY,     a23  =  HyZ 
vom  gemeinsamen  Arme  1  auf  der  y-Axe  und  desgleichen 

<%x  =  2zX,     Ow  =  2zY,     a^  =  2zZ, 

herrührend  von  den  Kräften  zP  mit  Armen  gleich  1  auf  der  £-Axe.  Man 
erkennt  in  den  Kräften  dieser  9  Paaren  die  geometrische  Interpretation 
der  9  Grössen  Ojn  axi,  o^;  o^,  o^,  OjS;  c^,  03g,  «33,  welche  im  Falle 
des  astatischen  Gleichgewichts  in  Verbindung  mit  den  Componenten  A,  B,  C 
der  Reductionsresultanten  verschwinden  müssen.  Indem  man  die  Seiten- 
kräfte au,  ax2f  a13  in  eine  Kraft  2T,.,  ebenso  fl^,  OgS,  o^  in  eine  an- 
dere Kv,  sowie  a81,  Ogg,  033  m  e^ne  dritte  -Kj  zusammensetzt  und  die  Re- 
sultante aller  P  in  0  bildet,  erhält  man  das  Resultat,  dass  das  ganze 
Kräftesystem  äquivalent  ist  einer  Reductionsresultanten  {A,B,C\ 
angreifend  an  irgend  einem  Punkte  0  in  Verbindung  mit  drei 
Paaren,  deren  astatische  Arme  die  Länge  1  haben  und  in  drei 
sich  in  0  schneidende  Axen  fallen,  während  die  Seitenkräfte 
Kx,  KV}  KM  derselben  die  geometrischen  Summen 

O11]  +  [««]  +  [««];     O21]  +  [«22]  +  [«23];     [«»J  +  M  +  [«ss] 
darstellen. 

Auch  kann  man  das  System  reduciren  auf  vier  Kräfte,  welche  in  vier 
gegebenen  Punkten  0,-4,  B,  C  angreifen.  Man  reducire  nämlich  dasselbe 
auf  eine  Reductionsresultante,  welche  durch  0  geht  und  drei  Paare  mit 
den  astatischen  Armen  OA}  OB,  OC  und  setze  alle  in  0  angreifenden 
Seitenkräfte  der  drei  Paare  mit  der  Reductionsresultanten  zusammen, 

§.  7.  Die  Reduction  der  Kräfte  des  vor.  §.  kann  für  denselben  Punkt  0 
auf  unzählige  Arten  ausgeführt  werden,  indem  die  Axen  der  x,  y,  z,  welche 
die  Richtungen  der  astatischen  Arme  angeben,  willkührlich  wählbar  sind. 
Nehmen  wir  dieselben  rechtwinklig  an  und  suchen  wir  zu  bestimmen,  wie 
die  Seitenkräfte  der  drei  Paare  sich  ändern,  wenn  an  die  Stelle  der  Axen 
OX,  07,  OZ  drei  andere  gleichfalls  rechtwinklige  Axen  0XX,  0YX,  0ZX 
treten,  für  welche  a9  ß,  y  die  Richtungscosinusse  von  0XX7  a,  $,  /  die 
von  0YX  und  a",  ff\  y"  die  von  0ZX  gegen  die  Axen  OX,  OY,  OZ  sind. 

Es  seien  KX}  Kv,  K,  die  Seitenkräfte  der  Paare  vom  Arme  1  längs 
OX,  Öl,  OZ.  Die  Projectionen  des  Armes  von  Kx  auf  die  Axen  ÖXn 
0YX,  0ZX  sind  a,  et,  a"  und  ist  das  Paar  von  der  Seitenkraft  Kx  äqui- 
valent dreien  Paaren  mit  den  Armen  a,  </,  a"  längs  0XX,  0YX,  0ZX  und 
der  Seitenkraft  Kx  oder  den  Armen  1  und  den  Seitenkräften  aKx,  a'Kx, 
a"Kx.  Ebenso  ist  das  Paar  von  der  Seitenkraft  Ky  und  dem  Arme  1  längs 
OY  äquivalent  dreien  Paaren  von  den  Armen  1  längs  0XX,  0YX,  0ZX 
und  den  Seitenkräften  ßKy,  ßK^,  ß"Kv-  Aehnliches  gilt  von  K,,  welches 
die  drei  Paare  yKs,  y'Kiy  y"Kt  liefert.    Die  Paare,   deren  Arme  die  Rieh- 
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tung  von  OXt  haben,  besitzen  die  Seitenkräfte  ccKx,  ßKy,  yKt  und  indem 
man  Kx,  K91  Kz  nach  den  Richtungen  der  OX,  OY,  OZ  zerlegt,  liefern 
sie  Seitenkräfte  parallel  zu  OX,  OY,  OZ  resp.  gleich 

«n«  +  <hiß  +  «31?» 

«12«  +  «*20  +  «32?* 
«13«  +  «23^  +  «33? 

und  ist  daher  die  Seitenkraft  KZl  des  Paares  vom  Arme  1  längs  OXx  ge- 
geben durch 

Kl = (an  *  +  öj!  ß  +  a^  y)*+  (a12  «+  a^  ß + a82  y)8+(a13  « + «28  P +«33  ?)* 
=  ^a2  +  Ayß*  +  ^4.y2  +  2  Bxßy  +  2Byycc  +  2#,a0, 

wo 

Ax  =  «?!  +  «?2  +  «13»  Ä*  =  «21  «31  +  «22«S2  +  «23«S3J 
Ay  =  «21  +  «22  +  «23»  ^  =  «3l«ll  +  «82«12  +  «33«13> 
A*   =  «31    +  «32   +  «33»       B*  =  «11«21  +  «12«22  +  «13«23 

ist.  Aehnliche  Gleichungssysteme  erhält  man  für  die  Seitenkräfte  Kyn  KSl  der 
Paare,  deren  Arme  längs  OYx  und  OZx  gerichtet  sind,  indem  man  blos 
<*',  ßf,  /;  a",  $ ',  y'  für  a,  0,  y  setzt. 

Tragen  wir  auf  der  Axe  OXx  von  0  aus  nach  beiden  Seiten  eine 
Länge  q  auf,  so  dass  q  .  KXl  =  1  wird ,  multipliciren  die  Gleichung  für 
Klx  mit  q%  und  bezeichnen  die  Coordinaten  qcc,  qß7  qy  des  Endpunktes  von 
q  in  Bezug  auf  die  Axen  OX,  OY,  OZ  mit  x,  y,  0,  so  ergibt  sich 

Axx*  -f  Ayy*  +  Atz*  +  2  J^ys  +  2Byzx  +  25,^  =  1 

als  die  Gleichung  der  Fläche,  welche  die  Endpunkte  von  q  enthält.  Die- 
selbe Fläche  erhält  man,  indem  man  auf  den  Axen  OYl,  OZx  Längen  q\ 
q"  aufträgt,  für  welche  qKVi  =  1  und  q"K9l  =  1  wird.  Die  so  construirte 
Fläche  ist  im  Allgemeinen  ein  EUipsoid,  welches  aber  in  einen  Cylinder 
degeneriren  kann,  wie  man  aus  der  Form 

(o,!»  +  fl^y  +  o^  *)*  +  (o^a  +  a^y  +  a^z)2  +  («,«,* +  «23?  + «33*)*  =  1 
ersieht,  in  welcher  die  Gleichung  derselben  dargestellt  werden  kann.  Die 
Fläche  nennen  wir  mit  Darboux,  der  sie  eingeführt  hat,  das  astatische 
Centralellipsoid  des  Punktes  0.  Sie  liefert  durch  die  reeiproken  Werthe  ihrer 
vom  Mittelpunkt  ausgehenden  Radienvectoren  die  Intensitäten  der  Seitenkräfte 
der  Reductionspaare,  deren  Arme  in  die  Richtung  der  Radienvectoren  fallen. 
Nach  einem  bekannten  Satze  ist  die  Quadratsumme  der  reeiproken 
Werthe  dreier  zu  einander  senkrechter  Semidiameter  des  Ellipsoids  constant. 
Daher  folgt:  Für  alle  Reductionen  eines  Kräftesystems  auf  eine 
durch  einen  Punkt  0  gehende  Reductionsresultante  und  drei 
Paare,  deren  astatische  Arme  die  Richtungen  von  drei  zu  ein- 
ander senkrechten   Stralen  von  0  haben,  ist  die  Quadratsumme 
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der  auf  den  astatischen  Arm   gleich  der  Einheit  reducirten  Sei- 
tenkräfte constant. 

Die  Seitenkräfte  der  drei  Paare  werden  im  Allgemeinen  unter  schiefen 
Winkeln  gegen  einander  geneigt  sein.  Es  fragt  sich  aber,  ob  man  nicht 
drei  solche  rechtwinklige  Stralen  OXlf  OYt1  OZt  finden  könne,  für  welche 
als  astatische  Arme  die  drei  zugehörigen  Seitenkräfte  KXl,  KtJO  KM*  gleich- 
falls zu  einander  senkrecht  sind.    Nun  sind  die  Componenten  dieser  Kräfte 

«11  «  +  «21  0  +  «31 7 >       «11  «'  +  «21 V  +  «31  /l       «11 «"  +  «21  0"  +  «31  /'» 

al2a  +  a^ß  +  a^2y,     a12«  +  «220'  +  «32/»     «12«"  +  «220"  +  «32/'» 

«13«  +  «230  +  «33?»       «13«    +  «23^  +  «S3/1       «13«"  +  «230"  +  «Ss/'l 

daher  ist  die  Bedingung  des  Senkrechtstehens  der  Kräfte  KXl  und  KVl  auf 
einander : 

(«ii«  +  «2i0  +  «3i  y)  («n«  +  «21 0'  +  «3i  y) 

+  («12«  +  «22  0  +  «32  i)   («12«    +  «22  0'  +  «3*/) 

+  («13«  +  «230  +  «33?)   («13«    +  <h*P  +  «3s/)  =  ° 

oder  entwickelt: 

Axaa+Ayßß'+A9yy'  +  Bx(ßy+ß'y)  +  Bu(ya+y'^ 

und  ebenso  sind 

Axua    +  Ayßifi'  +  A,yY  +  Bjjfy"  +  fy)  +  By{ya    +  yV) 
+  BW?  +  a"f)  =  0, 

Axua  +  Ayß"ß  +  Aty'y  -f-  Bx{$'y  +  ßy ')  +  By(y"u  +  yct") 
+  A(a"0  +  «|T)  =  0 
die    Bedingungen    der    Rechtwinkligkeit   der    Kräfte    KVx   und   K$l,    sowie 
Ktx  und  ÜT^. 

Diese  drei  Gleichungen  sind  aber  bekanntlich  die  Bedingungen  dafür, 
daes  OXit  OYu  OZt  die  Hauptaxen  der  Fläche 

Axx*  +  Aytf  +  AJ1  -f  2Bxyz  +  2BtJzx  +  2B:xij  —1=0 

sind.    Daher  der  Satz: 

Unter  allen  Reductionen  eines  Kräftesystems  auf  eine  Re- 
sultante und  drei  Paare  mit  zu  einander  rechtwinkligen  asta- 
tißchen  Armen  für  einen  Punkt  0  gibt  es  eine  einzige,  für  welche 
die  drei  Seitenkräfte  der  Paare  zu  einander  senkrecht  sind.  Für 
sie  haben  die  astatischen  Arme  die  Richtungen  der  Hauptaxen 
des  Centralellipsoides  des  Punktes  0. 

§.  8.  Wählen  wir  die  Reduction  des  Kräftesystems  für  die  Hauptaxen 
des  Centralellipsoids  als  Richtungen  der  astatischen  Arme,  so  bilden  diese 
Axen  und  die  Seitenkräfte  der  drei  Paare  in  0  zwei  Systeme  rechtwink- 
liger Axen.  Nun  gibt  es  eine  durch  0  gehende  Axe,  durch  Rotation  um 
welche  das  System   der  Axen  zur  Coincidenz  mit  dem  System  der  Seiten- 
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kräfte  gebracht  werden  kann,  so  dass  jede  Seitenkraft  in  die  Richtung 
ihres  Armes  fällt  und  das  betreffende  Paar  verschwindet.  Ist  diese  Lage 
erreicht,  so  ergeben  sich  aus  ihr  noch  drei  andere  Lagen,  in  welchen  das- 
selbe stattfindet,  indem  man  das  Kräftesystem  um  eine  der  drei  Axen  um 
n  umdreht.    Hieraus  folgt: 

Für  jedes  freie,  unveränderliche  Punktsystem,  an  welchem 
ein  Kräftesystem  angreift,  gibt  es  vier  Lagen,  in  welchen  sich 
das  Kräftesystein  auf  eine  durch  einen  gegebenen  Punkt  des 
Systems  gehende  Einzelresultante  reducirt. 

Ist  die  Reductionsresultante  des  Kräftesystems  Null,  so  liefert  die  Re- 
duction  für  jeden  Punkt  0  dasselbe  resultirende  Paar  und  dasselbe  Central- 
ellipsoid  mit  gleichgerichteten  Hauptaxen;  daher: 

Reduciren  sich,  die  Kräfte  eines  an  einem  freien  unver- 
änderlichen Punktsystem  angreifenden  Kräftesystems  auf  ein 
Paar,  so  gibt  es  vier  Lagen  des  Punktsystems,  in  welchen  das 
Kräftesystem  im  Gleichgewicht  ist. 

Ob  es  nur  vier  Lagen  der  Reduction  auf  eine  Einzelresultante  oder 
des  Gleichgewichts  gibt,  bedarf  einer  sorgfältigen  Untersuchung,  die  wir 
jetzt  führen  wollen. 

In  Betreff  des  Gleichgewichts  sollen  an,  a^,  Og3  die  Seitenkräfte  der  drei 
Paare  darstellen,  welche  die  Richtungen  der  Hauptaxen  öl,  OY,  OZ  des 
Centralellipsoids  haben,  in  welche  auch  ihre  Arme  fallen,  so  dass  die  Paare 
verschwinden.  Die  Gleichung  des  Centralellipsoids  in  Bezug  auf  seine  Haupt- 
axen ist,  weil  AX9  Ay,  Az  sich  auf  aH,  a2i1  tf33  reduciren  und  Bx,  By,  Bi 
Null  sind: 

flu*2  +  Ö220*  +  «33*2  =  *• 

Lässt  man  nun  die  Kräfte  sich  drehen,  so  werden  die  Componenten  der 
Seitenkräfte 

all«l    «110»    a\\Y\     «SS«'»     <*wß>1    tt2a/ »     a33*">    a880">    <h&y", 

wo  a,  ß,  y\  a',  (?,  y\  a",  $\  y"  die  Richtungscosinusse  der  gedrehten  Kräfte 
gegen  die  Axen  sind.  Für  die  neue  Lage  erhält  man  die  den  «n,a22,... 
analogen  Grössen  an ,  «ia ,  • . .  durch  Projection  derselben  auf  die  neuen 
Axen,  nämlich: 

a'n  =  auccy     a%i  =  a22«',     a'si  =  «38«", 

«12  ^  öll?j       «22  =  «22 0\       «3»  =Jltoff\        (l) 

als  =  any,     a*s  =  cmy,     «33  —  a^y" . 
Zwischen  diesen  9  Grössen  bestehen  vermöge  der  Relationen 

«2  +  ß*  +  y2  =  1 » •  •  •     *«'  +  ßP  +  yy  =  °» •  •  •    *  =  $y—py\  •  •  • 

die  Gleichungen: 
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°'ii~t~a'i2+a'i3s=raii >  #'n#2i+#i2022+#is#23 = 0 , 
a'2i~t~#22H~a23=a22>  ^lflsi+ÖÄflto+fl^s«^"*), 

a8i+a32+a33==a58 '    a31  a«+fliaaM+aM»i»  =  0 , 


#ii  #ii  aii 

t  r  t 

«12  «22  «38 

>  >  > 

#13  #28  #38 


"«lAASfU2) 


#22^23      '  '       '  '       ' 
#11  =  #22038  —  #32#23- 

#11 

Damit  nun  das  Gleichgewicht  nach  der  Drehung  fortbestehe,  müssen  die 
Bedingungen  erfüllt  sein 

012  =  Oai,       o'is  =  Oftl,       #23  =  #3«.  (3) 

Indem  wir  sie  mit  den  mittleren  Gleichungen  (2)  combiniren,  ergibt  sich: 

fliio'tf  +  #12  #22  +  #13  #23  =  0, 

#11  als  +  O12  #28  +  oisOss  =  0,  (4) 

#12  #13  +  022#23  +  #28  #38  =  0. 

Eliminirt  man  du  aus  der  ersten  und  zweiten  derselben  und  schreibt  die 
dritte  etwas  anders,  so  erhält  man: 

#12  #13  (#22  —  #33)  =  #23  (#12  —  dil),       (022  +  #33)  #23  =  —  #13  #12 

und  indem  man  diese  Gleichungen  mit  einander  multiplicirt 

#12#13#23  (#22  —  #33  +  #12  ~  °is)  "^  °» 

oder   mit   Rücksicht   auf   das    erste    Gleichungssystem   (2)   und    die    Glei- 
chungen (3): 

#12  #is  #23  (#2J  —  #sJ)  =  0 
und  ebenso 

#12 #13 #23  (#5*3  ~  #n)  =  0,  (5) 

#12  #13  #23  (#n  —  #22)  =  0. 

Nun  sind  mehrere  Falle  zu  unterscheiden.  Entweder  sind  nämlich  die 
drei  Halbaxen  des  Centralellipsoids  alle  drei  von  einander  verschieden,  d.  h. 
das  Centralellipsoid  ist  ein  dreiaxiges,  oder  es  sind  zwei  derselben  gleich, 
d.  h.  es  ist  ein  Rotationsellipsoid  oder  sie  sind  alle  drei  einander  gleich, 
in  welchem  Falle  dasselbe  eine  Kugel  ist 

Im  Falle  eines  dreiaxigen  Centralellipsoids  können  die  Glei- 
chungen (5)  nur  durch  die  Voraussetzung  #12  #13  #23  =  0  erfüllt  werden. 
Gesetzt  es  sei  z.  B.  013  =  0.  Dann  liefert  die  zweite  Gleichung  (4)  weiter 
#12 #23  —  0  und  sieht  man,  dass  zwei  der  drei  Grössen  012,  #ls,  #93  ver- 
schwinden müssen.  Nehmen  wir  -z.  B.  an,  es  seien  du  =  0  und  023  =  0 
Dann  reduciren  sich  die  Gleichungen  (4)  auf  die  erste  von  ihnen,  nämlich 
#12  (#11  -f-  #92)  =  0  und  wird  das  erste  Gleichungssystem  (2)  mit  Rück- 
sicht auf  (3)  zu 


aii  +  #12  =  #i\,     «i22  +  «s 


2 
22 


o, 


28' 


#. 


33 


O 
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Aus  ihm  folgt  unter  Bücksicht  auf  (3)  weiter  o'^  —  a2*  =  a^  —  a2g  und 

da  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  nicht  Null  ist,  so  kann  auch  kein 
Factor  der  linken  Seite  verschwinden;  insbesondere  ist  also  a'n  +  a22  von 
Null  verschieden.  Hieraus  folgt,  dass  die  Gleichung  ai2  (a'n  -f-  a'22)  —  0 
nur  durch  aia  =  0  erfüllt  wird.  Demnach  müssen  a'12,  ais?  ais  alle  drei 
Null  sein,  wenn  zwei  von  ihnen  es  sind.    Wir  erhalten  hiermit  weiter 

'2   „__       2                 '2        _       2                 '2   __       2 
ail  *"  ail  1        <*22  ö22  '        a83  aSS  ' 

#21  s=  (Hl  s=sa  #32  =  Oi2  =*  Ö13  ^^  #23  "^  U 

und  wenn  wir  +  1  mit  e,  e',  e"  bezeichnen,  so  wird 

an  =  b  au ,     022  =  f'ßjg ,     033  =  «"«33- 

Nun  reducirt  sich  die  Determinante  (2)  auf  see"  =  1,  welches  nur 
vier  Zeichencombinationen  zulässfc  Demnach  kann  es  nur  vier  Gleich- 
gewichtslagen geben.  Die  Richtungscosinusse  der  Hauptaxen  des  Central- 
ellipsoids  mit  den  Coordinatenaxen,  d.  h.  mit  den  Hauptaxen  in  einer  Gleich- 
gewichtslage sind 

et  =  e,      a  =  0,     a'  =  0, 

13  =  0,   ^  — •',  /r  — 0, 

y  =  0,      y  =  0,     y=e. 

Ist  eine  der  vier  Lagen  gegeben,  so  folgen  die  andern  durch  Rotation  um 
eine  der  drei  Axen  um  it.    Daher  also: 

Ist  das  Centralellipsoid  kein  Rotationsellipsoid,  so  gibt  es 
blos  vier  Gleichgewichtslagen  des  Punktsystems. 

Ist  das  Centralellipsoid  ein  Rotationsellipsoid,  so  folgt,  weil  zwei 
der  Grössen  an,  a*2,  a*3  gleich  sind,  dass  die  Gleichungen  (5)  erfüllt  wer- 
den, wenn  eine  der  drei  Grössen*  a'12,  a'13,  ats  Null  wird.  Ist  diese  a'13,  so 
ergibt  sich  weiter  aus  der  zweiten  Gleichung  (4)  a'n a 23  =  0.  Daher  müssen 
zwei  der  drei  Grössen  a'12,  als,  au  verschwinden.  Sie  seien  a'13  und  023. 
Hiemit  reduciren  sich  die  Gleichungen  (4)  auf  a'12  (an  -f-  a?*)  =  0  und 
liefern  die  ersten  Gleichungen  (2)  mit  Rücksicht  auf  (3) 

°il  +  a?2  —  aH  1       a'l\  +  «22  ™  ali  '       aM  =  «Ja  '       (6) 

daher  ist  a'^  —  a£  =  an  —  a^  und  da  a\%  nicht  Null  ist,  so  folgt  aus 
«12  (all  +  a«)  =  0,  dass  a'n  =  —  022,  also  dass  a\x  =  a22,  d.  h.  dass 
wenn  a'13  und  a'23  verschwinden,  das  Ellipsoid  ein  Rotationsellipsoid  um  die 
i-Axe    ist.    Die    Gleichung    an  =  a\%   kann  aber   auf  zwei  Arten   erfüllt 

werden,  nämlich  durch  an  =  a22  oder  an  =  —  o^.  Durch  eine  Rotation 
um  n  um  die  #-Axe  geht  aber  a22  in  seinen  entgegengesetzten  Werth  über, 
daher  ist  blos  der  eine  dieser  beiden  Fälle  zu  berücksichtigen.  Die  Glei- 
chungen (6)  liefern  uns 
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an ,  an  =  a\%  =  ^a\x  —  a\\  ,     a'3i  =  0, 


«12  =  K an  ~~~  an  »     °2a  =  —  «ii ,  «38  =  0, 

ais  =  0,  a'23  =  0,  ais  =  £«33 

und   hiermit  werden  nach    (l)   die    Bichtungscosinnsse   a,  |S,  y\    or',  /f,  y ; 

«  »  p  1  y 

<*  =  cos  9 ,      a'  =  sin  9 ,      a"  =  0 , 

ß  =  sin  cjp ,      jS'  =  cos  9 ,      /?"  =  0 , 

y  =   0  ,  /  =  0  ,  /'   =   —    1  . 

Weil  nämlich  a\\  willkürlich  bleibt  und  c  =  0  wird,  so  bildet  die  x-Axe 
der  neuen  Lage  in  der  xy-  Ebene  alter  Lage  mit  der  x-Axe  einen  beliebigen 
Winkel  9?  und  weiter  zeigt  die  Determinante  (2),  dass  a  =  —  1  sein 
muss.  Diese  Werthe  entsprechen  zugleich  bei  jedem  Werthe  von  q>  einer 
zweiten  Lage  des  Systems,  welche  durch  Rotation  um  den  Winkel  n  um 
den  Durchmesser  der  Aequatorebene  des  Ellipsoids  herbeigeführt  werden 
kann,  welcher  den  Winkel  q>  mit  der  #-Axe  bildet. 

Die  Untersuchung  zeigt,  dass,  wenn  das  Centralellipsoid  ein 
Rotationsellipsoid  ist,  die  Rotationsaxe  eine  Gleichgewichtsaxe 
ist  und  alle  Lagen,  welche  durch  Rotation  des  Systems  um  sie 
herbeigeführt  werden  können,  so  wie  auch  alle,  welche  aus  die- 
ser durch  Rotation  um  einen  Diameter  der  Aequatorebene  ab- 
geleitet werden  können,   Gleichgewichtslagen  des  Systems  sind. 

Für  den  Fall,  dass  das  Centralellipsoid  eine  Kugel  ist,  sind 
alle  Axen  des  Mittelpunktes  Gleichgewichtsaxen.  Das  System  be- 
findet sich  im  astatischen  Gleichgewicht.  Denn  weil  die  £-Axe  Gleich- 
gewichtsaxe  ist,  sind  a\s  «=  ais  =  0,  a'n  *f-  a«  =  0,  weil  es  die  x-  und 
y-Axe  ist, 

öii  =  aii  =0,  ai2  +  a's3  =  0,  032  =*  oi»  =  0,  ai3  +  «ii  —  °i 
woraus  die  12  Bedingungen  des  astatischen  Gleichgewichts  folgen. 

Auch  für  das  nicht  freie  System  mit  festem  Funkte  0  gelten  die  Be- 
trachtungen dieses  Paragraphen. 

§.  9.  Aus  der  Reduction  des  Kräftesystems  auf  Resultante  und  drei 
Paare  für  irgend  einen  Punkt  0  kann  man  die  analoge  Reduction  für  jeden 
Punkt  0'  ableiten.  Damit  wird  zugleich  die  Beziehung  gefunden,  welche 
zwischen  den  Centralellipsoiden  beider  Punkte  besteht.  Bringen  wir  in  Cf 
die  Reductionsresultante  in  ihrem  und  im  entgegengesetzten  Sinne  an,  so 
combinirt  sich  das  hierdurch  eingeführte  Paar  mit  den  3  Paaren  des  Punktes 
0  zu  dem  Tripel  von  Paaren  für  den  Punkt  (X.  Sind  x\  y't  /  die  Coor- 
dinaten  von  (X  in  Bezug  auf  das  Coordinatensystem  OX,  OY,  0Z>  so 
werden,  da  die  Paare  parallel  mit  sich  verlegt  werden  können,  wenn  die 


f     • 
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Grössen  für  den  Punkt  Cf  mit  Acoenten  behaftet  werden: 

«n  =  «u  —  x'A,     x'n  =  a21  —  y'A,     a'u  =  a^x  —  z'A, 
«ii  =  «J2  —  x'Bi     «**  =  a2>»  —  tf  si     «32  =  «sä  —  ^i 

1  «13  =  «18   —  *'#  i        «23  =  «j.8  —  lfC%        «33  =  «38  —  *'G '• 

Bildet  man  mit  diesen  Grössen  die  Ausdrücke  -4*,  Ay,  -4,;  2^.,  2?y,  B',y 
welche  die  Coefficienten  von  #2,  t/2,  s2,  2y*,  2*3,  2xy  in  der  Gleichung 
des  Centralellipsoids  für  den  Punkt  0'  bedeuten  und  den  Coefficienten 
Axy  Ay,  As'y  BXJ  By,  B9  in  der  Gleichung  des  Centralellipsoids  für  0  ent- 
sprechen, so  findet  man  leicht  als  Gleichung  des  Centralellipsoids  für  den 
Punkt  0'  in  Bezug  auf  ein  Coordinatensystem  dieses  Punktes  parallel  dem 
Coordinatensystem  des  Punktes  0: 

Axx%  +  AtJif  +  Asz2  +  2Bxyz  +  2Buzx  +  2B9xy 

—  2  («o*  +  \y  +  c0z)  (xx  +  yy  +  z'z) 

+  (A*  +  B*+  C72)  (xx  +  fy  +  /*)2  =  1, 
wo 

«0  =  «ll^4   +  «12#  +  «13^1 

bQ  =  atlA  +  o^J?  +  a23C, 

C0    =   «81^  +  «325  +  «88^ 

gesetzt  ist.  Ist  die  Reductionsresultante,  also  auch  A  =  B  =  C  =  0,  so 
ist  das  Centralellipsoid  für  alle  Punkte  Cf  gleich  dem  des  Punktes  0  in 
Parallellage,  wie  vermöge  der  Parallelverlegimg  der  Paare  sich  von  selbst 
versteht. 

Die  Grössen  a0,  ft0,  c0,  welche  aus  den  Reductionselementen  des  Punktes  0 
gebildet  sind,  spielen  in  astatischen  Untersuchungen  eine  wichtige  Rolle. 
Sie  ändern  sich  von  Punkt  zu  Punkt,  weil  an,  a12,  a19,  ...  sich  ändern. 
Im  Punkte  (xy'z')  werden  sie 

«i  —  «n^  +  «i2#  +  «i3^  —  *'  (^  +  &  +  C2), 
b'0  —  ^A  +  a^B  +  a28C  -  y'  (A2  +  2?2  +  C2), 

ei  =  <i81 A  +  a82£  +  o^C  -  /  (A2  +  £2  +  C2). 

Es  gibt  einen  Punkt  x,  y,  z,  für  welchen  sie  verschwinden;  seine  Coor- 
dinaten  folgen  aus  den  Gleichungen  a0  =  0,  b'0  =  0,  c0  =  0,  nämlich 

_  «„  A_-\-_ai2B  -j-  <?I3C  _  rt21^+  anB+^C 

Dieser  Punkt  ändert  sich  nicht,  wenn  das  System  gedreht  wird;  er  ist  ein 
bestimmter  Systempunkt  undheisst  der  Centralpnnkt  des  Kräftesystems. 
Seine  Lage  hängt  nur  von  den  Kräften  und  ihren  Neigungen  gegen  ein- 
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ander  ab.    Es  ist  nämlich 

(anÄ  +  ai%B  +  alzC)  :  R  =  Kx  cos  (KXR), 
also 

Äa?!  =  Ä,  cos  (KXB),     Byt  =  J^  cos  (-K^-ß),     Bzt  =  ÜT,  cos  (Ä,Ä). 

Würde  man  von  vornherein  den  Centralpunkt  zum  Coordinaten- 
ursprung  gewählt  haben,  so  wäre  die  Gleichung  des  Centralellipsoids  im 
Punkte  (zyz)  geworden 

Axx*+Ayy*+A,z*+2Bxyz  +  2Buzx+2Btxy+R\xx+y'y+z'zy==l 

und  wenn  man  das  Ellipsoid  des  Centralpunktes  auf  seine  Hauptaxen  be- 
zieht, so  werden  Bx  =  By  =  Bt  =  0 ,  d.  h. 

ana2l  +  ana%%  +  a^a^  =  0,  anA  -f-  ai2B  +  a13C  =  0, 

°n »8i  +  ait<h*  +  «15083  =  °i   und  zugleich  ist   a,^  +  anB  +  ^0  =  0, 

weil  a^,  yn  ^  Null  sind.  Von  diesen  beiden  Gleichungssystemen  drückt 
das  erste  aus,  dass  die  Seitenkräfte  der  drei  Paare  paarweise  zu  einander 
rechtwinklig  sind,  das  zweite,  dass  sie  alle  drei  auf  der  Reductionsresul- 
tanten  senkrecht  stehen.  Sie  können  aber  nicht  alle  drei  gleichzeitig  auf 
einander  und  auf  ein  und  derselben  Geraden  senkrecht  stehen.  Da  B  nicht 
verschwindet,  so  muss  daher  eine  der  drei  Seitenkräfte  der  Paare  Null 
sein.    Daher: 

Das  Kräftesystem  ist  immer  äquivalent  einer  durch  den 
Centralpunkt  des  Kräftesystems  gehenden  Reductionsresultanten 
in  Verbindung  mit  zwei  Paaren  von  zu  einander  rechtwinkligen 
astatischen  Armen,  deren  Seitenkräfte  unter  sich  und  zur  Re- 
sultanten rechtwinklig  sind. 

Indem  man  die  Kräfte  dreht,  dreht  sich  die  Resultante  zugleich  mit 
und  gibt  es  also  immer  eine  Lage  des  Systems,  in  welcher  die  Seiten- 
kräfte der  Paare  mit  ihren  Armen  zusammenfallen  und  die  Resultante  senk- 
recht auf  diesen  Armen  steht,  d.  h.  mit  dem  Arme  des  Paares,  dessen 
Seitenkraft  verschwindet,  zusammenfällt.  Die  Ebene  des  Centralpunktes, 
welche  senkrecht  ist  zum  Arme  des  Paares  von  verschwindender  Seiten- 
kraft, heisst  die  Centralebene  des  Kräftesystems. 

Wählen  wir  die  Hauptaxen  des  Centralellipsoids  für  den  Centralpunkt 
der  Kräfte*  zu  Axen  der  #,  y,  0  d.  h.  die  Centralebene  zur  xy- Ebene  und 
die  Richtung  der  Resultanten  oder  des  Armes  der  verschwindenden  Seiten- 
kraft zur  i-Axe,    so  sind  -4  =  0,    2?  =  0,    öiw«  0,    a3l  =  0,   o^  =  0, 

«ls  =  «ss  —  «88  — '  °»  A*  =  °u>  Ä9  ~  °ra>  A*  =  °  und  wird  dk 
Gleichung  des  Centralellipsoids  in   irgend  einem  Punkte  {xy  z')  in  Bezug 
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auf  Axen  parallel  zu  den  Coordinateuaxen  des  Centralpunktes  der  Kräfte 

a\y  +  «*.»*  -I-  &  V*  +  y'y  +  *'*?  =  *  • 

Für  den  Centralpunkt  sind  x\  y,  z  Null  und  wird  das  Centralellipsoid 
für  ihn  ein  Cylinder  «J^+a^y*  =  1,  ebenso  für  alle  Punkte  (jef=0)  der 

Centralebene  ein  Cylinder  a2nx*  +  a\^  +  C*  (xx  +  yyf  =1.  Die  Er- 
zeugungslinien der  Cylinder  sind  senkrecht  zur  Centralebene.  Man  sieht, 
dass  das  Kräftesystem  auf  drei  zu  einander  rechtwinklige  Kräfte 
reducirbar  ist,  welche  in  drei  Punkten  der  Centralebene  an- 
greifen und  von  denen  zwei  in  diese  Ebene  fallen,  während  die 
dritte  zu  ihr  senkrecht  ist. 

Um  die  Richtungen  der  Hauptaxen  des  Centralellipsoids  im  Punkte 
{xy  z)  zu  finden,  suchen  wir  die  Richtungen  der  grössten  und  kleinsten 
Semidiameter  q  desselben.  Indem  wir  in  der  vorigen  Gleichung  x  =  qa, 
y  x=  qß,  z  =  Qy  setzen,  erhalten  wir 

^  -  «£«»  +  <£?  +  C*  («*'  +  ß/  +  yz'f 

und  wenn  wir  —  p  (a*  -J-  ß*  +  y*  —  l)  =  0  addiren,  wo  p  einen  un- 
bestimmten Factor  bedeutet  und  die  Derivirten  nach  a,  0,  y  gleich  Null 
setzen,  folgt: 

{a\x  -  p)  «  +  C*x  (ax'  +  ßy'  +  yzf)  =  0, 

(«£  -tiß  +  c*y  («*'  +  ßy  +  vi)  -  o, 

—  py  +  C*z  (ax  +  ßy  +  y*0  =  0. 
Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  a,  0,  y  und  addirt  sie,  so  folgt 

fie=  -j,  nämlich  gleich  dem  reciproken  Werthe  des  gesuchten  Maximums 

oder  Minimums  von  £*;  multiplicirt  man  sie  dagegen  mit  x,  y\  z  und 
addirt  sie  nach  der  Division  mit  ajx  —  p,   a*2  —  p,    —  p,  so  erhält  man 

zur  Bestimmung  von  p  die  cubische  Gleichung 

x%  y2  P        1 


und  zugleich  für  die  Richtungscosinusse  der  Hauptaxen  im  Punkte  (x'y'zr): 

« =  ß  =    7    ,  ■ 

*  :  Ki  —  fö    y' :  (««s  —  fO     — f* 

Die  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  in  p  sind  die  Parameter  eines  Systems 
von  confocalen  Flächen  zweiter  Ordnung;  confocal  mit  der  ideellen  Ellipse 

x*        y*  1 

'-0.    ^  +  ^r  +  ^=° 
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und  die  Bichtungscosinusse  sind  die  der  Normalen  der  drei  confocalen 
Flächen,  welche  durch  den  Punkt  (xyz)  hindurchgehen.     Daher: 

Die  Hauptaxen  der  Centralellipsoide  aller  Systempunkte 
sind  die  Normalen  dreier  confocaler  Flächen  zweiter  Ordnung, 
welche  sich  in  diesen  Punkten  schneiden  und  confocal  sind  mit 
der  ideellen  Ellipse  in  der  Centralebene ,  deren  Mittelpunkt 
der  Centralpunkt  und  deren  Halbaxen  ani,  a22i  sind  (ideelle 
Centralcurve). 

Wir  wollen  noch  die  Frage  behandeln,  welches  der  geometrische  Ort 
aller  Systempunkte  sei,  in  welchen  das  Centralellipsoid  ein  Rotationsellipsoid 
wird.  Da  jeder  Diameter  des  Centralellipsoids,  welcher  in  die  Ebene  der 
beiden  gleichen  Axen  fällt,  als  eine  Hauptaxe  anzusehen  ist,  so  muss  in 
der  Bestimmung  der  Richtungscosinusse  derselben  eine  Willkührlichkeit  ein- 
treten, d.  h.  es  muss  eine  der  Gleichungen,  welche  oben  für  <*,  ßy  y  auf- 
gestellt wurden,  unabhängig  von  diesen  Grössen  erfüllt  werden.  Dies  liefert 
entweder:  a\x  —  (i  =  0  und  x  =  0  oder  aj2  —  p  =  0  und  y  =  0  oder 

p  =  0  und  /  =  0.  Die  fraglichen  Punkte  {xyz')  genügen  daher  den  Be- 
dingungen : 

y*  z*         1  x*  z*         1 

a22  "ll  öll  °  ail  ÜU  a22  ° 

x'*  t/2  1 

oder    *'  =  0,    -r  +  ^i-  +  o.-0. 

an         an         o 

Von  diesen  drei  Ortscurven  ist  die  dritte  ideell.  Von  den  beiden  an- 
dern ist  eine  eine  Ellipse,  die  andere  eine  Hyperbel.  Ist  au  >  a22,  so  ist 
die  erste  elliptisch.  Man  nennt  sie  die  Focalkegelschnitte;  sie  enthalten  die 
Brennpunkte  des  confocalen  Flächensystems  und  jede  geht  durch  die  Brenn- 
punkte der  andern  hindurch.  Die  Rotationsaxe  des  Centralellipsoids  ist  Tangente 
an  den  Focalkegelschnitt,  auf  welchem  der  Punkt  (x'y  z)  liegt,  weil  sie  Nor- 
male einer  der  drei  durch  diesen  Punkt  gehenden  confocalen  Flächen 
sein  muss. 

§.  10.  Wir  wollen  das  Kräftesystem  auf  eine  Resultante  und  drei 
Paare  für  einen  Punkt  0  reduciren  und  zwar  die  drei  Paare  wählen,  deren 
astatische  Arme  die  Hauptaxen  des  Centralellipsoids  von  0  sind,  welches 
wir  als  ein  dreiaxiges  annehmen.  Dass  die  Paare  verschwinden  und  das 
Kräftesystem  einer  blosen  Reductionsresultanten  äquivalent  werde,  ist  nach 
dem  Vorigen  nur  für  vier  Lagen  des  Systems  möglich,  in  welchen  nämlich 
die  Seitenkräfte  der  Paare  in  die  Axen  des  Centralellipsoids  hineinfallen. 
Daher : 

Es  gibt  im  Allgemeinen  nur  vier  Lagen  eines  Punktsystems, 
an  welchem    ein    Kräftesystem    angreift,    so  dass    für    dieselben 
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das  letztere  einer  Einzelkraft  äquivalent  wird,  welche  durch 
einen  gegebenen  Punkt  des  Systems  hindurchgeht.  Die  Rich- 
tungslinien dieser  vier  gleichen  Einzelkräfte  von  demselben 
Sinne  sind  paarweise  symmetrisch  gegen  die  Hauptaxen  des  Cen- 
tralellipsoids  des  gegebenen  Punktes. 

Ist  das  Centralellipsoid  des  Punktes  0  ein  Rotationsellipsoid,  wozu 
erfordert  wird,  dass  0  auf  einem  der  Focalkegelschnitte  des  confocalen 
Flächensystems  des  Centralpunktes  der  Kräfte  liege,  wodurch  die  Tangente 
an  den  Focalkegelschnitt  in  0  die  Rotationsaxe  wird,  so  sind  alle  Axen 
senkrecht  zur  Rotationsaxe  Hauptaxen  von  0,  tilgen  sich  die  Paare  für 
alle  Lagen  des  Systems,  welche  durch  Rotation  um  die  Rotationsaxe  des 
Centralellipsoids  erreichbar  sind  und  bilden  die  Lagen  der  Einzelresultanten 
eine  Rotationskegelfläche  um  diese  Axe.    Daher: 

Ist  das  Centralellipsoid  eines  Punktes  ein  Rotationsellipsoid, 
d.  h.  liegt  derselbe  auf  einem  der  beiden  Focalkegelschnitte  des 
Systems,  so  gibt  es  unzählige  Lagen  des  Systems,  in  welchen 
das  Kräftesystem  einer  durch  den  Punkt  gehenden  Einzelkraft 
äquivalent  ist.  Alle  diese  Lagen  sind  durch  Rotation  des  Systems 
um  die  Tangente  des  Focalkegelschnitte  in  jenem  Punkte  erreich- 
bar und  alle  ihnen  entsprechenden  Einzelkräfte  bilden  eine 
Rotationskegelfläche   um  diese  Tangente. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  der  Punkt  0  liege  in  der  Ebene  eines  Focal- 
kegelschnittes,  z.  B.  in  der  Ebene  der  yz,  aber  nicht  gerade  auf  dem  Kegel- 
schnitte selbst.  Es  sei  ferner  das  Kräftesystem  reducirt  für  den  Central- 
punkt  der  Kräfte  auf  die  Resultante  in  der  Richtung  der  z-Axb  und  zwei 
Paare  von  den  astatischen  Armen  in  der  x-Axe  und  y-Axe;  endlich  sei 
das  System  so  gedreht,  dass  diese  Paare  verschwinden,  d.  h.  dass  ihre 
Seitenkräfte  in  die  Hauptaxen  OX,  OY  fallen.  Uebertragen  wir  jetzt  die 
Reduction  auf  den  Punkt  0,  indem  wir  in  0  zwei  der  Reductionsresultanten 
gleiche  und  entgegengesetzte  Kräfte  zufügen.  Es  tritt  dann  zu  den  beiden 
verschwindenden  Paaren  noch  das  Paar  hinzu,  dessen  astatischer  Arm  der 
Abstand  des  Punktes  0  vom  Centrallpunkt  der  Kräfte  ist  und  dessen  Seiten- 
kräfte  gleich  der  Reductionsresultanten  sind.  Die  Resultante  für  0  und 
dies  Paar  fallen  in  die  Ebene  der  yz.  Indem  man  die  Paare  transformirt 
für  die  Hauptaxen  des  Punktes  0,  erkennt  man  leicht,  dass  zum  Ver- 
schwinden derselben  blos  Rotationen  erforderlich  sind  um  Axen  senkrecht 
zur  y* -Ebene,  welche  also  die  Resultante  der  Reduction  für  den  Punkt  0 
nicht  aus  der  Ebene  der  yz  herausheben.    Daher: 

Für  jeden  Punkt  in  der  Ebene  eines  der  beiden  Focalkegel- 
schnitte,   welcher    nicht    diesem    Kegelschnitt    selbst    angehört, 
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fällt  die  Einzelreßultante,  auf  welche  das  Kräftesystem  reducirt 
werden  kann,  in  die  Ebene  dieses  Focalkegelschnittes  hinein. 

Liegt  nun  der  Punkt  0  nicht  in  der  Ebene  eines  Focalkegelschnittes 
und  reducirt  man  für  ihn  das  Kräftesystem  auf  eine  Einzelresultante,  so 
wird  die  Richtung  derselben  jede  Focalebene  schneiden.  Sie  kann  sie  aber 
nur  in  einem  Punkte  des  in  ihr  enthaltenen  Focalkegelschnittes  treffen. 
Denn  träfe  sie  in  irgend  einem  andern  Punkte  diese  Ebene  und  man  redu- 
cirte  die  Kräfte  für  ihn,  so  müsste  die  Resultante  nach  dem  vorigen  Satze 
in  diese  Ebene  hineinfallen.  Diese  Resultante  könnte  daher  nicht  durch  0 
gehen.    Daher : 

Für  alle  Lagen  des  Punktsystems,  in  welchen  das  Kräfte- 
system äquivalent  einer  Einzelresultanten  ist,  schneiden  die 
Richtungslinien  der  Einzelresultanten  zwei  bestimmte  Kegel- 
schnitte, eine  Ellipse  und  eine  Hyperbel,  welche  eine  Hauptaxe 
gemein  haben  und  deren  Ebenen  auf  einander  senkrecht  stehen. 
Die  Ebenen  beider  Kegelschnitte  stehen  senkrecht  auf  der  Cen- 
tralebene,  der  gemeinsame  Mittelpunkt  beider  Curven  ist  der 
Centralpunkt  der  Kräfte  und  sie  sind  die  Focalcurven  des  Systems 
confocaler  Flächen  2.  Ordnung,  deren  Normalen  die  Hauptaxen 
der  Centralellipsoide  des  Punktsystems  bestimmen. 

Diesen  Satz  verdankt  man  Min  ding  (Grelle,  Journ.  B.  XV,  S.  27  und 
Handbuch  der  theoretischen  Mechanik,  Berlin  1838,  S.  97). 

§.  11.  Der  Minding1  sehe  Satz  ist  ein  specieller  Fall  eines  allgemeinen, 
von  Darboux  entwickelten  Satzes,  nämlich: 

Ertheilt  man  dem  Punktsystem  alle  möglichen  Lagen  um 
den  Centralpunkt  der  Kräfte,  so  bilden  die  den  verschiedenen 
Lagen  entsprechenden  Lagen  der  Centralaxe  des  Kräftesystems 
einen  Complex  zweiten  Grades,  welcher  gebildet  wird  von  den 
Schnittlinien  der  zu  einander  rechtwinkligen  Paare  von  Berüh- 
rungsebenen der  Minding'schen  Focalkegelschnitte. 

Gehen  wir  von  der  Lage  aus,  bei  welcher  für  die  Reduction  für  den 
Centralpunkt  der  Kräfte  die  Resultante  senkrecht  auf  der  Centralebene  steht 
und  die  Seitenkräfte  der  beiden  Paare  in  die  Hauptaxen  des  Centralellipsoids 
(Centralcylinders)  fallen,  welche  in  der  Centralebene  enthalten  sind  (§.  9). 
Letztere  Axen  seien  wieder  die  Axen  der  x  und  y.  Dann  sind  die  Grössen 
an>  a22i  ^  ^l6*11  von  allen  zwölf  Grössen  au,  a12,  a13,  a2l,  aM,  o^,  c^, 
#32i  ^3»  ^>  B,  C  nicht  Null.  Aendert  man  nun  die  Lage  des  Systems, 
so  dass  die  Coordinatenaxen  in  der  geänderten  Lage  mit  den  ursprüng- 
lichen die  Richtungscosinusse  a,  j3,  y,  «',  /iT,  /,  a",  $\  y"  und  jene  mit 
ihnen  also  die  Richtungscosinusse  «Vor",  ßfifi',  yyy"  bestimmen,  so  erhält 
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man  als  Projectionen  der  Resultanten  und  der  Seitenkräfte  der  beiden  Paare 
auf  die  neuen  Axen: 

Ä  =  yC,      a'n  =  aaln      021  =  |3a22,      a3i  =  0, 

ff  =  y'C,         a'i2  =  «OH»         «22  =  (^«22  >         rt32  =  0, 

C  =  y"<7,     ais  =  «'«in     «23  =  P"022»     a33  =  ® 
und  wenn  wir  diese  Reduction  auf  irgend  einen  Punkt  xyz  des  Systems 
(in  der  neuen  Lage)  übertragen,  so  erhält  man  für  diesen,  wie  in  §.  9: 

A"  =  yC,      an  =  ccan  —  yxC,       oi'i  =  ßa^  —  yyC,       a'3'1  =  —  yzC, 

B"  =  yC%     a'1'2  =  «'«ii  —  y *xCy     ai%  =  ß>an  —  y 'yC,      di*  =  —  y'zC, 

C    —  y  Cy     a18  «  a  an  —  y  xC,    a2s  =  p  «22  ~~  7  VG*    «33  =  —  y  zu. 

Nun  sind  die  Componenten  des  resultirenden  Kräftepaares 

Jrft  ff  ff  Qff  /ff  /      \      /-» 

^  =  a2s  —  «32  =  ß  «22  —  (y  y  —  y*;  c> 

m   «■=  asi  —  ais  =  —  a  an  f(ya;  —  yf)  0, 

jy"  =  ai'2  —  ai'i  =  aau  —  jSa22  +  (yy  —  yx)  C\ 

soll  daher  der  Punkt  xyz  der  Centralaxe  der  Kräfte  angehören,  so  müssen 
die  Gleichungen 


J±L  —  M'  =  K 

I  ff      """""        TT»  "  A»W 


.4"         B"        C 
bestehen.    Es  ist  aber  zugleich 

L"       M"       N"       yh"  +  y'M"  +  y"N 


ff  -»t// 


t  ff  2      I        '2      I        "2 

7  7  7  7+7+7 

=  i.7f  —  S'ß)  a22  —  (/«"  —  /  '«')  ail  =  ««22  —  ßall- 

Daher  werden 

L"  =  7  («'«22  ~"  0«ll)>       M"  —  /  («'«22  —  P«ll)  >       ^'  =  /'  («' «22  -  Pall) 

« 

oder,  wenn  man  die  vorhin  entwickelten  Ausdrücke  diesen  gleichsetzt: 

(Jz  —  y'y)  0=  —  V'an  +  y  (aa2i  —  ßan), 
{y"x  —  yz)C  =  af,an  +  y  («o^  —  0a„), 
(yy  —  yx)  C  =  ßan  —  aan  +  y"  (aa^  —  ßan). 

Die  Lage  der  Centralaxe  ist  durch  die  Coordinaten  x,  y}  z  eines  ihrer  Punkte 
und  durch  y,  y',  y",  nämlich  ihre  Richtungscosinusse  gegen  die  Axen  be- 
stimmt. Die  drei  letzten  Gleichungen  sind  nicht  unabhängig  von  einander 
und  sind  daher  äquivalent  zweien  von  ihnen.  Man  kann  aus  ihnen  wegen 
J+P+f—h  «2  +  /r*  +  y*=l,  «"a+/T2  +  y"2  =  l  die  Grössen 
a,  ß\  «',  0';  a",  ß"  eliminiren  und  erhält  dann  eine  Gleichung  zwischen 
x>  Vi  gy  7i  7  t  7"  ^ür  die  Lage  der  Centralaxe,  welches  die  Gleichung  eines 
Complexes  zweiten  Grades  sein  wird. 

Zur  Ausführung  dieser  Elimination  genügt  es,  die   drei  Gleichungen 

Schill,  Mechanik.    IL  17 
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zu  quadriren  und  zu  addiren.  Man  findet  mit  Bücksicht  auf  die  bekannten 
Relationen  zwischen  deu  9  Cosinussen  or,  j3,  y, . .  . 

(yz  —  y'yy  +  (fx  -  yz)2  +  (yy  -  y'xf  =  — 2  y2  +  — 2  /». 

Man  kann  zeigen,  dass  er  gebildet  wird  durch  die  Schnittlinien  der  zu  ein- 
ander rechtwinkligen  Berührungsebenen  der  beiden  oben  erwähnten  Focal- 
kegelschnitte  Mindings. 

Setzt  man  L"  =  M"  =  N"  =  0,  so  reducirt  sich  das  Kräftesystem 
auf  eine  Einzelresultante  und  erscheint  der  Minding'sche  Satz  wieder.  Man 
hat  nämlich  den  drei  Gleichungen,  aus  welchen  durch  Elimination  von  a,  ß; 
a,  $\  </',  $'  die  Gleichung  des  Complexes  hervorging,  dann  noch  zuzu- 
setzen die  Gleichung  aa^  —  j3«n  =0,  welche  ausdrückt,  dass  das  resul- 
tirende  Axenmoment  Null  ist.  Hiemit  reduciren  sich  die  beiden  ersten 
dieser  Gleichungen  auf 

C  (yz  —  / V)  =  -  /*"«*>>     C  (y"x  —  yz)  =  a"an, 
woraus  folgt 


al  a? 


indem  a"2  +  ß"2  =  1  —  y"2  =  y2  +  y'2  ist.  Diese  Gleichung  stellt  zu- 
sammen mit  der  Gleichung  des  Complexes  die  Congruenz  dar,  welche  von 
den  Richtungslinien  aller  Einzelresultanten  gebildet  wird.  Dieselbe  ist  von 
der  4.  Ordnung  und  4.  Classe,  d.  h.  durch  jeden  Punkt  des  Raumes  gehen 
4  Stralen  und  jede  Ebene  enthält  deren  4.  Eliminirt  man  aus  den  Glei- 
chungen der  Congruenz  (yz  —  y "yf,  so  kommt 

K2*  —  al)  (r"x  —  y*f  —  ali  (w  -  y'xY  =  ^  an  Kr  —  a?i)  r2- 

Für  den  Schnittpunkt  des  Congruenzstrales  mit  der  yz  -Ebene  ist  2  =  0, 
d.  h.  dieser  Schnittpunkt  liegt  auf  der  Curve 

y*    '        **    ,    1 

a22        °n        an        ° 
nämlich  der  Focallinie  in  der  yz- Ebene.    Ebenso  für  die  andere  Focallinie. 
Die   Tangentenebenen,   welche  in  beiden  Schnittpunkten  an   die  Focallinie 
gelegt  werden  können,  sind  rechtwinklig  zu  einander. 

§.  12.  Ist  ein  Kräftesystem  nicht  im  Gleichgewicht,  so  kann  es  auf 
unendlich  viele  Arten  durch  Zufügung  zweier  Kräfte  oder  einer  Einzelkraft 
in  Verbindung  mit  einem  Paare  ins  Gleichgewicht  gebracht  werden.  Wir 
wollen  suchen,  diese  beiden  Kräfte  so  zu  bestimmen,  dass  die  Verbindungs- 
linie ihrer  Angriffspunkte  eine  Gleich ge wich tsaxe  werde.  Möbius  hat  zu- 
erst gezeigt,  dass  es  zwei  solcher  Axen  gebe;   er  nennt  sie  Hauptaxen 


III.  Th  ,  Cap.  XI,  §.  12.    Möbiiis1  Haaptaxen  des  Gleichgewichts.  259 

des  Gleichgewichts.  Statt  der  beiden  Kräfte  nehmen  wir  lieber  eine 
Einzelkraft,  welche  dann  nothwendig  der  Reductionsresultanten  des  Systems 
entgegengesetzt  gleich  sein  muss  und  ein  Paar,  dessen  Arm  der  Gleich- 
gewichtsaxe  parallel  sein  wird. 

Es  seien  p,  qy  r  die  Projectionen  des  Armes  des  Paares  auf  die  Coor- 
dinatenaxen;  dieselben  sind  proportional  den  Richtungscosinussen  der  Haupt- 
aze.  Indem  wir  im  Punkte  x0,  y0i  z0  der  gesuchten  Axe  die  Kraft  ( — A, 
—  B,  — C)  und  ein  Paar  von  den  Componenten  £,  ij,  f  der  Seitenkraft 
und  einem  Arme,  dessen  Projectionen  auf  die  Axen  p,  q,  r  sind,  ein- 
führen, tritt  Gleichgewicht  ein  und  sind  in  Folge  dessen  die  Bedingungen 
erfüllt: 

«23  —  «32  +  Poc  ~  eoB  +  V  —  ?«  =  0, 


a 


31 


«13  +  *oA  —  **C  +  &  -  tr  =  0,         (1) 


«12  —  «21  +  X0B  —  V0A  +  £«  —  VP  —  °« 

Damit  das  Gleichgewicht  während  der  Rotation  um  die  gesuchte  Axe  fort- 
bestehe, müssen  die  drei  Gleichungen  §.  4  erfüllt  sein,  wenn  die  dortigen 
Grössen  ani  o^,  ...  so  gebildet  werden,  dass  den  Kräften  des  Systems 
die  Kräfte  — -4,  — 2?,  — C  und  das  Paar  (|,  r\,  f)  mit  den  Projectionen 
jp,  g,  r  seines  Armes  zugefügt  wird.    Diese  Grössen  werden  dann 

«11  M  «11  +  £l>  —  A*q,  «2i  =  «2t  +  iq  —  Ay0,  a3i  =  «31  +  £»'  ~  A*o> 
a'12  =  «i2  +  VP  —  B*oi     «'«  =  «22  +  VQ  ~  BV*>     «32  =  flr32  +  Vr  ~  Beo> 

«13  —  «13  +  £p  —  CiT0,       023  =  «23  +  £<1  —   ^0»        «M  =  «33  +  ?r  ~  C*Q 

und  hiemit  gehen  die  Gleichungen  des  §.  4  über  in: 

H  ^(Ax0+Bp0+Cz0)—A(j)x0+qy0+rz0)+q(&~rip)--  r(£p— £r)=0, 

jr+r(A>+^0+ta0)-C0^ 

wo 

H  =  pan  -f  gog!  +  ran  —  j>  (aH  +  «22  +  a83), 

^  =  1>«12  +  ««22  +  r«32  —  Q  («11  +  «22  +  «33)»  (3) 

H"=pal9  +  qal%  +  ro38  —  r  (o11  +  aM  +  033) 

ist.  Indem  man  die  drei  Gleichungen  (l)  mit  p,  0,  r  multiplicirt  und  ad- 
dirt,  eliminirt  man  £,  17,  ?  und  erhält 

^  (%»*  —  *o«)  +  B  (*oP  —  *br)  +  c  fco«  —  y*P)  —  X  =  0,       (4) 
wo 

L  =  («23  —  «32)  P  +  («31  —  «13)  «  +  («12  —  «21)  r-  (5) 

Sucht   man  aus   (l)   die  Grössen  r\r  —  f#,  ...  und  setzt  sie  in  (2)   ein, 

so  folgt 

17* 
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K   —  B  0*o<2  ~  VoP)  +  c  (*oP  ~  *or)  =  °  j 
K'  —  C  (y0r  —  *0q)  +  A  (x0q  —  y0p)  =  0, 

K"  —  A{zQp  —  x0r)  +  #  (yQr  —  *0g)  —  0, 


wo 


(6) 


K  =  —  p  (au  +  «22  +  öss)  +  J>«11  +  0«12  +  *"«13> 

-^  =  —  0  («n  +  «22  +  «ss)  +  J>«2i  +  ^«22  +  raiZy 
K"=  -,  r  (au  +  «22  +  033)  -f  jpa31  +  ga32  +  ro^. 

Die  Gleichungen  (4)  und  (6)  enthalten  die  Lösung  des  Problems.  Sie  lie- 
fern py  q,  r,  y0r  —  e0qy  e0p  —  x0r,  x0q  —  y0p  und  hiemit  p,  q,  r,  x0y  y0,  s07 
wodurch  die  gesuchte  Hauptaxe  des  Gleichgewichts  bestimmt  ist.  Die 
erster en  6  Grössen  sind  die  Plück  er '  sehen  Coordinaten  einer  Geraden  und 
die  4  Gleichungen  (4)  und  (6)  zwischen  diesen  Grössen  sind  die  Glei- 
chungen von  vier  Complexen  ersten  Grades,  deren  gemeinsame  Straten  die 
gesuchten  Hauptaxen  sind.  Um  py  qyry  x0y  y0l  e0  bequem  zu  finden,  multi- 
pliciren  wir  (6)  mit  A,  B,  C  und  addiren;  dies  liefert  für  p,  q,  r  die  Glei- 
chung ersten  Grades 

AK  +  BK'  +  CK"  =  0.  (7) 

Ferner  multipliciren  wir  die  (4)  und  die  beiden  ersten  von  (6)  mit  —  (7,  2?, 
—  A  und  erhalten  durch  Addition  derselben 

(*o2  -  W»)  (A*  +  B'  +  C*)  =  AK'-BK+  GL, 

und  analog 

{V»r  -  e0q)  (A>  +  I?a  +  C2)  =  BK"  -  CK'  +  AL,         (8) 
(*oP  —  «bO  (A*  +  B*  +  G%)  =*CK—  AK"  +  BL. 

Setzt  man  die  Werthe  von  x0q  —  y0py  ...  in  (4)  ein,  so  kommt  für  p,  q,r 

die  Gleichung  2.  Grades 

K 

=  L(Ap+Bq  +  Cr), 


K 
A 

P 


K' 
B 


welche  mit  (7)  zwei  Werthsysteme  für  p,  qy  r  liefert  Zu  jedem  folgen 
aus  (8)  die  Werthe  von  a?0,  y0,  z0.  Die  Werthe  von  |,  17,  f  bleiben  aber 
zum  Theil  unbestimmt  (GL  l),  wie  auch  von  selbst  als  nothwendig  ein- 
leuchtet, da  man  längs  der  Axe  entgegengesetzt   gleiche  Kräfte   zufügen 

■ 

und  mit  |,  17,  f  verbinden  kann. 

Man  erkennt  leicht  die  geometrischen  Bedingungen,  unter  welchen  eine 
gegebene  Gerade  h  eine  Hauptaxe  des  Gleichgewichts  werden  kann.  Redu- 
ciren  wir  nämlich  das  Kräftesystem  für  einen  Punkt  0  der  Geraden  h  auf 
die  Resultante,  angreifend  in  0  und  drei  Paare  mit  astatischen  Armen, 
welche    zu    einander    rechtwinklig    sind,     von    denen    einer    in    h    fällt 
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und  fügen  wir  demselben  eine  der  Resultanten  entgegengesetzt  gleiche,  sie 
tilgende  Kraft,  so  wie  ein  Paar  zu,  dessen  Arm  parallel  h  ist,  so  muss  es 
möglich  sein,  das  Punktsystem  in  eine  Lage  zu  bringen,  von  welcher  aus 
ungeachtet  einer  Rotation  um  h  das  Gleichgewicht  fortbesteht.  Es  muss 
daher  nach  Einführung  des  Paares  das  Centralellipsoid  des  Punktes  0  ein 
Rotationsellipsoid  um  die  Axe  h  werden.  Nimmt  man  das  zugefügte  Paar 
entgegengesetzt  gleich  dem  Rotationspaare,  dessen  Arm  in  h  fällt,  so  folgt, 
dass  die  beiden  andern  Paare  sich  fortwährend  Gleichgewicht  halten  müssen. 
Ihre  Seitenkräfte,  welche  umgekehrt  proportional  den  Radienvectoren  des 
neuen  Centralellipsoids  sein  müssen,  werden  einander  gleich,  da  dieses  ein 
Rotationsellipsoid  ist.  Da  sie  aber  auch  mit  Hülfe  des  ursprünglichen 
Centralellipsoids  bestimmt  werden  können,  so  folgt,  dass  der  Schnitt  dieses 
letzteren  senkrecht  auf  h  ein  Kreisschnitt  desselben  sein  muss.    Daher: 

Jede  Gerade,  welche  eine  Hauptaxe  des  Gleichgewichts 
werden  kann,  ist  senkrecht  zu  einem  Kreisschnitte  des  Central- 
ellipsoids irgend  eines  ihrer  Punkte.  Durch  einen  Punkt  des 
Systems  gehen  im  Allgemeinen  nur  zwei  solche  Hauptaxen  da 
das  Centralellipsoid  in  demselben  im  Allgemeinen  nur  zwei  Kreis- 
schnitte besitzt.  Die  sämmtlichen  Hauptaxen  des  Gleichgewichts 
sind  daher  die  Erzeugungslinien  der  einfachen  Hyperboloide, 
welche  dem  System  der  confocalen  Flächen  angehören,  deren 
Normalen  die  Hauptaxen  der  Centralellipsoide  bestimmen.  Sie 
bilden  eine  Liniencongruenz. 

§.  13.  Die  Entwickelungen  dieses  Capitels  in  de*  vorgeführten  Allgemeinheit 
verdankt  man  Darboux.  Durch  die  Einführung  der  astatischen  Paare  und  des 
Centralellipsoids  hat  er  denselben  einen  hohen  Grad  geometrischer  Durchsichtig- 
keit gegeben,  ähnlich  derjenigen,  welche  Bin  et,  Cauchy  und  Poinsot  in  der 
Theorie  der  Trägheitsmomente  durch  die  Einführung  der  Trägheitsellipsoide  er- 
reicht haben.  Indessen  kann  man  auch  von  einer  anderen  Seite  die  Probleme 
der  Astatik  behandeln,  welche  gleichfalls  verdient  gekannt  zu  werden.  Wir  fügen 
in  dieser  Hinsicht  einiges  hinzu,  was  auf  den  Methoden  von  Min  ding  und  Mö- 
bius  beruht. 

Aus  B.  I,  S.  18  ergibt  sich,  dass  die  Resultante  zweier  an  einem  ebenen 
System  angreifenden  Kräfte  stets  durch  einen  bestimmten  Punkt  hindurchgeht, 
wenn  das  System  um  irgend  einen  seiner  Punkte  rotirt,  während  die  Kräfte  geo- 
metrisch sich  nicht  ändern,  oder  bei  ruhendem  System  die  Kräfte  um  ihre  An- 
griffspunkte alle  in  demselben  Sinne  und  um  denselben  Winkel  gedreht  werden. 
Dieser  Punkt,  der  Mittelpunkt  der  beiden  Kräfte,  liegt  auf  dem  Kreise,  welcher 
den  Ort  des  Schnittpunktes  der  Kraftrichtungen  während  dieser  Drehung  bildet. 
Werden  die  beiden  Kräfte  parallel,  so  fällt  ihr  Mittelpunkt  in  die  Verbindungs- 
linie ihrer  Angriffspunkte  und  theilt  deren  Entfernung  im  umgekehrten  Verhält- 
niss  der  Kräfte.  So  lange  die  Resultante  der  Kräfte  nicht  verschwindet,  existirt 
dieser  Mittelpunkt  stets  im  Endlichen.  B.  I,  S.  36  u.  54  wurde  die  Existenz 
des  Mittelpunktes  der  Parallelkräfte  für  eine  beliebige  Anzahl  solcher  Kräfte,  sei 
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es,  dass  sie  ein  ebenes  oder  auch  ein  räumliches  Kräftesystem  bilden,  dargethan 
und  wurden  seine  Coordinaten  bestimmt.  Es  gibt  aber  auch  für  drei  und  mehr 
Kräfte  in  der  Ebene,  wenn  sie  nicht  parallel  sind  und  ihre  Resultante  nicht  ver- 
schwindet, einen  Mittelpunkt  der  Kräfte,  durch  welchen  diese  Resultante  fortwäh- 
rend hindurchgeht,  mag  das  System  in  seiner  Ebene  irgendwie  sich  bewegen, 
während  alle  Kräfte  geometrisch  gleich  bleiben.  Um  diesen  Punkt  zu  finden, 
kann  man  den  Mittelpunkt  zweier  Kräfte  suchen,  zu  deren  in  diesem  Mittelpunkte 
angreifenden  Resultanten  und  der  dritten  Kraft  von  neuem  den  Mittelpunkt  be- 
stimmen u.  s.  f.  Da  es  offenbar  nur  einem  solchen  Punkt  geben  kann,  so  folgt, 
dass  man  bei  beliebiger  Aufeinanderfolge  der  Kräfte  stets  zu  demselben  Punkte 
gelangen  muss. 

Mit  Hülfe  des  Mittelpunktes  der  Parallelkräfte  kann  man  den  Mittelpunkt 
irgend  eines  ebenen  Kräftesystems  leicht  finden,  wie  wir  jetzt  zeigen  werden. 

Die  Lage  des  Mittelpunktes  eines  Systems  von  Parallelkräften  hängt  blos  von 
der  Lage  der  Angriffspunkte  und  den  Verhältnissen  der  Kraftintensitäten  ab,  ist 
also  für  alle  Systeme  von  Parallelkräften  derselbe,  wenn  die  Angriffspunkte  und 
diese  Verhältnisse  dieselben  sind.  Zieht  man  daher  durch  die  Angriffspunkte  der 
Parallelkräfte  Gerade  von  einer  bestimmten,  aber  beliebigen  Richtung  und  projicirt 
diese  Kräfte  auf  sie  parallel  einer  gegebenen  Ebene,  so  erhält  man  ein  neues 
System  von  Parallelkräften,  welches  denselben  Mittelpunkt  besitzt,  wie  das  ur- 
sprüngliche. 

Es  sei  P,  P\  P",  ...  ein  ebenes  Kräftesystem.  Man  zerlege  alle  Kräfte  P 
nach  zwei  beliebigen  Richtungen  der  Ebene  in  die  Componenten  X,  Y  und  bestimme 
den  Mittelpunkt  A  der  Parallelkräfte  X,  sowie  den  B  der  Parallelkräfte  Y.  Nun  ziehe 
man  durch  die  Angriffspunkte  aller  Kräfte  in  der  Ebene  Gerade  von  derselben,  aber 
beliebigen  Richtung  und  projicire  auf  sie  die  Kräfte  P,  X,  Y,  so  erhält  man  neue 
Kräfte  77,  B,  H  und  zwar  wird  77«  »+  H  sein,  da  [P]  —  [X]  +  [  F]  ist.  Der 
Mittelpunkt  der  Kräfte  3  ist  aber  der  Mittelpunkt  A  der  Kräfte  X  und  der  Mittel- 
punkt der  Kräfte  H  ist  der  Mittelpunkt  B  der  Kräfte  Y.  Der  Mittelpunkt  der 
Kräfte  77  fällt  daher  in  die  Gerade  AB,  welches  auch  immer  die  Richtung  der 
Kräfte  77  sein  mag.    Daher: 

Zieht  man  durch  die  Angriffspunkte  eines  ebenen  Kräftesystems 
in  der  Ebene  desselben  Parallelen  von  irgendwelcher  Richtung  und 
projicirt  alle  Kräfte  des  Systems  auf  sie  parallel  zu  irgend  einer  an- 
deren Richtung,  so  ist  der  Ort  des  Mittelpunktes  der  projicirten 
Kräfte  eine  bestimmte,  von  der  Projectionsriohtung  unabhängige 
Gerade.  Diese  Gerade  heisst  die  Centrallinie  des  ebenen  Kräftesystems.  Mit 
Hülfe  von  zwei  Mittelpunkten  A,  B  und  dem  Durchschnittspunkt  der  durch  sie 
hindurchgehenden  Richtungen  der  Componenten  X,  Y  ergibt  sich  der  Kräftemittel- 
punkt, wie  B.  I,  S.  19  gezeigt  ist 

Indem  man  ebenso  die  Kräfte  P  eines  räumlichen  Systems  nach  drei  Rich- 
tungen in  die  Componenten  X,  Y,  Z  zerlegt  und  dann  P,  X,  Y,  Z  sämmtlich 
auf  Parallellinien  projicirt,  welche  durch  die  Anfangspunkte  gehen,  ergibt  sich: 

Projicirt  man  die  Kräfte  eines  räumlichen  Systems  auf  Parallelen, 
welche  durch  die  Angriffspunkte  gehen,  so  ist  der  Ort  des  Mittel- 
punktes der  projicirten  Kräfte  eine  bestimmte,  v*bn  der  Richtung  des 
Projicirens  unabhängige  Ebene.  (Centralebene  des  Kräftesystems.) 

Es  kann  sich  bei  einem  ebenen,  wie  bei  einem  räumlichen  System  ereignen, 
dass  die  Mittelpunkte  A,  B  der  Kräfte  X,  Y  oder  die  Mittelpunkte  A,  B,  C  der 
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Kräfte  X,  Y,  Z  in  einen  Punkt  zusammenfallen.  Dann  fallen  auch  die  Mittel- 
punkte aller  projicirten  ParallelkräfteBysteme  in  diesem  Punkte  zusammen.  Das 
System  hat  dann  keine  Centrallinie  oder  Gentralebene  f  sondern  nur  einen  Mittel- 
punkt oder  eine  Centrallinie,  indem  die  Centrallinie  oder  die  Centralebene  unbe- 
stimmt wird.  Laufen  z.  B.  die  Kräfte  eines  räumlichen  Systems  alle  einer  Ebene 
parallel,  so  kann  man  sie  nach  zwei  zu  dieser  Ebene  parallelen  Richtungen  zer- 
legen und  die  beiden  Mittelpunkte  A,  B  der  Zerlegungskräftesysteme  suchen; 
nach  welcher  andern  Richtung  man  auch  immer  sodann  projiciren  mag,  stets 
wird  der  Mittelpunkt  des  neuen  Projectionssystems  in  die  Gerade  AB  fallen. 

Die  Centralebene  enthält  noch  eine  ausgezeichnete  Gerade.  Zerlegt  man  näm- 
lich alle  Kräfte  in  drei  Componenten  X,  Y,  Z,  von  denen  die  Z  senkrecht  zur 
Centralebene,  die  X,  Y  parallel  mit  derselben  sind,  so  fallen  die  Mittelpunkte 
A,  B  der  zur  Ebene  parallelen  Kräftesy steine,  wie  man  die  Axen  der  x,  y 
auoh  immer  parallel  der  Centralebene  drehen  möge,  in  eine  bestimmte  Gerade 
dieser  Ebene.  Diese  Gerade  heisst  die  Centrallinie  der  Centralebene.  Auf 
dieser  Centrallinie  gibt  es  noch  einen  besonderen  Punkt.  Nimmt  man  nämlich 
die  Richtung  der  X  parallel  derselben,  die  der  Y  senkrecht  zu  ihr  oder  umge- 
kehrt, so  heisst  der  Mittelpunkt  des  zur  Centrallinie  parallelen  Systems  der  Cen- 
tralpunkt  der  Centrallinie. 

§.  14.  Um  den  Mittelpunkt  der  Kräfte  des  ebenen  Systems  zu  bestimmen, 
sei  in  Bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  die  Gleichung  der  Central- 
axe (s.  B.  I,  S.  36) 


Bxx  —  Ayx  —  iV=>0,    wo  A  =  ZX,  B  =  2Y,  N 


x    y 
X  Y 


Dreht  man  nun  das  System  um  den  Ursprung  und  den  Winkel  <p  um,  so  nimmt 
das  im  System  festgedachte  und  mit  ihm  bewegliche  Coordinatensystem  eine  Lage 
an,  so  dass  die  Coordinaten  in  Bezug  auf  ein  festes  mit  dem  beweglichen  ur- 
sprünglich zusammenfallendes  System  mit  Hülfe  der  Formeln 

x  =  x  cos  <p  —  y  sin  qp,      y  =»  x  sin  <p  +  y  cos  <p 

gefunden  werden.  Behalten  daher  alle  Kräfte  ihre  Richtungen  während  der  Drehung 
bei,  so  ist  die  Gleichung  der  Centralaxe  nach  der  Drehung 

B  (xx  cos  <p  —  yx  sin  tp)  —  A  (xx  sin  <p  +  y\  cos  <p)  —  N'  =  0, 


wo 


29'— £ 


x  cos  (p  —  y  sin  <p ,    x  sin  <p  -j-  y  cos  <p 
X  Y 


coa<p  £ 


x 
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-|-8ing>  £ 


—  y  x 
X     Y 


N  cos  <p  —  sin  tp  £  (x X  -j-  y  Y). 


Geordnet  wird  diese  Gleichung 

(Bxx  —  Ayx  —  N)  cos  tp  —  (Byx  +  Axx  —  £  (xX  +  y Y))  sin  <p  =  0. 

Die  Vergleichung  dieser  Gleichung  der  neuen  Centralaxe  mit  der  Gleichung 
der  Centralaxe  für  die  ursprüngliche  Lage  des  Systems  ergibt  sofort  die 
Existenz  eines  Systempunktes  (xl9  yx),  welcher  unabhängig  vom  Winkel  <p 
beiden  Central  axen  angehört,  durch  welchen  also  die  Centralaxe  und  damit  die 
Einzelresultante  in  allen  Lagen  hindurchgeht.  Denn  beide  Gleichungen  geben  das 
Gleichungssystem 

Bxx  —  Ayx  —  N=>0, 

Axx  +Byx  -£(xX  +  yY)~o. 
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Aus  ihnen  folgen  die  Coordinaten  des  Kräftemittelpunktes;  nämlich  es  wird,  wenn 
R  die  Resultante  bedeutet: 

JRt-xl  —  A2(xX  +  yY)  +  BN,    IP.y,  —  BS  (xX  +  yY)  +  AN. 

Man  erkennt,  dass  der  Kräftemittelpunkt  als  der  Schnittpunkt  der  Centralaxe  mit 
der  Geraden  Axt  -\-  Byx  —  S  (xX  +  yY)  =»  0  gefunden  wird,  welche  auf  ihr 
senkrecht  steht 

Zugleich  sieht  man,  dass  durch  die  Drehung,  welche  auf  die  Intensität  der 
Reduction8re8ultante  keinen  Einfluss  übt,  das  Paar  N,  welches  dem  Ursprung  als 
resultirendes  Paar  entspricht,  übergeht  in  N'  =*  N  cos  <p  —  $\n  <p  S  (x X  +  yY). 
Es  verschwindet  für 

» 

Ist  das  System  ursprünglich  im  Gleichgewicht,  also  i  =  B  =  0,  iV  =-  0,  so  wird 
es  durch  die  Drehung  dem  Paare  N'  =  —  sin  <p  S(xX  +  yY)  äquivalent,  welches 
nur  für  q>  =»  n  wieder  verschwindet,  für  welchen  Werth  eine  neue  Gleichgewichts- 
lage eintritt.  Für  <p  =■  \n  wird  N'  «=  —  S  (xX  +  y  Y),  wie  mit  dem  §.  4  Be- 
merkten harmonirt. 

§.  16.  Um  die  Gleichung  der  Centralebene  zu  finden,  seien  X,  Y,  Z  die  Com- 
ponenten  der  Kraft  P  und  et,  ß,  y  die  Richtungscosinusse  der  Geraden,  auf  welche 
die  Kräfte  projicirt  werden.  Dann  ist  bei  rechtwinkliger  Protection  aX-\-  ßY-\-  yZ 
die  Projection  von  P  und  erhält  man  für  die  Coordinaten  xx,  i/1?  zx  des  Mittel- 
punktes der  Parallelkräfte  von  der  Richtung  (<xßy): 

R*=aA  +  ßB  +  yC,  A  =  SX,  au  =  SxX, 

Bxx  —  aan  +  ßal2  +  yal3,  B  =  SY,  an  =  SyX, 

Ryl  =-  aa2l  +  0a,2  +  ya23,  C  =  SZ,  aai  =  ZzX,   u.  s.  w. 

JRzl  «  aa3l  +  ßa^  +  yOgg, 

Eliminirt  man  a,  ß,  y,  so  wird  die  Gleichung  der  Centralebene,  als  des  Ortes  aller 
Mittelpunkte  xly  ylf  zly  welcher  den  verschiedenen  Projectionsrichtungen  ent- 
sprechen 
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Die  Ebene  wird  unbestimmt,  wenn  die  Coefficienten  von  xl9  ylf  zx  und  das 
Absolutglied  sich  gleichzeitig  auf  Null  reduciren.  Sie  stellt  dann  einen  Ebenen- 
büschel dar,  dessen  Axe  die  Centrallinie  ist,  in  welche  alle  Mittelpunkte  der 
Parallelkräftesysteme  hineinfallen.  Alle  diese  Mittelpunkte  fidlen  in  einen,  den 
Centralpunkt,  zusammen,  sobald 

«U  :  «12  :  «13    =   «21   :  «22  :  «23    =   «31  :  «33  :  «33    *™  ^  :  B  ''  G 

werden. 

Man  erkennt  leicht  die  Identität  der  hier  definirten  Centralebene  mit  der 
Centralebene  der  Darboux'schen  Theorie.  Zerlegt  man  nämlich  alle  Kräfte  nach 
drei  zu  einander  rechtwinkligen  Richtungen  und  vereinigt  die  Parallelkräfte  jeder 
Richtung  zu  einer  im  Mittelpunkte  derselben  angreifenden  Kraft,  so  reducirt  sich 
das  ganze  System  auf  drei  zu  einander  senkrechte,  in  drei  bestimmten  Punkten 
A,  B,  C  angreifende   Kräfte,   deren  Angriffspunkte  dieselben  bleiben,  wenn  das 
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Punktsystem  seine  Lage  ändert.  Man  bringe  in  A  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte 
an,  sowohl  gleich  der  in  2?,  als  auch  gleich  der  in  C  wirkenden  Kraft.  Dadurch 
reducirt  man  das  System  auf  eine  Einzelkraft,  in  A  angreifend,  die  Resultante 
aller  drei  dort  angreifenden  Kräfte  und  zwei  Paare  mit  den  a»tatischen  Armen 
AB  und  AC.  Wählt  man  die  Zerlegung  der  Kräfte  so,  dass  die  eine  Kraftrich- 
tung zur  Ebene  ABC  senkrecht  ist,  so  folgt  alles  Weitere  von  selbst. 

§.  16.  Von  einem  Mittelpunkte  der  Kräfte  kann  beim  räumlichen  Kräfte- 
system im  Allgemeinen  nicht  die  Rede  sein.  Denn  erstens  sind  die  Kräfte  nicht 
für  alle  Lagen  des  Punktsystems  einer  Einzelkraft  äquivalent  und  zweitens  laufen 
die  Einzelkräfte  für  die  Lagen,  in  welchen  dies  der  Fall  ist,  nicht  durch  einen 
Punkt,  sondern  schneiden  die  beiden  Focalkegel schnitte  (§.  9).  Sind  die  beiden 
Axen  der  Focalellipse  gleich,  so  ist  sie  ein  Kreis  und  fallen  die  Brennpunkte  in 
den  Centralpunkt.  Auch  die  Scheitel  der  Focalhyperbel  fallen  dann  mit  ihm  zu- 
sammen und  sie  selbst  geht  in  die  zur  Ebene  des  Kreises  senkrechte,  durch  den 
Centralpunkt  gehende  Gerade  über.  Dieselbe  ist  die  Centrallinie  des  Kräfte- 
systems; die  Centralebene  wird  unbestimmt.  Wird  auch  der  Radius  des  Central- 
kreises  Null,  so  fallen  sämmtliche  Brennpunkte  und  Scheitel  in  den  Centralpunkt. 
Dieser  wird  dann  zu  einem  Mittelpunkt  der  Kräfte,  durch  welchen  die  Einzel- 
resultante fortwährend  hindurchgeht.  Ein  anderer  extremer  Fall  ist  der,  dass  die 
Focalellipse  sich  auf  eine  Strecke  reducirt. 

Sind  die  12  Bedingungen  des  astatischen  Gleichgewichts  nicht  sämmtlich  er- 
füllt, so  kann  ein  Mittelpunkt  der  Kräfte  existiren.  Sind  #0,  y0,  z0  seine  Coor- 
dinaten  und  führen  wir  die  Einzelresultante  B  (X0,  Y0,  i?0),  auf  welche  sich  in 
diesem  Falle  das  Kräftesystem  in  allen  Lagen  reduciren  muss,  im  umgekehrten 
Sinne  ein,  so  muss  das  astatische  Gleichgewicht  eintreten,  d.  h.  es  müssen  die 
Gleichungen 

A  —  X^^O,    o,,  —  j^  =  0,    Ojj  —  y^^O,    aal  —  2?0^=»0, 

B  —  Y0  =  0,     aia  —  x0Y0  =*  0,    aM  -  y0Y0  —  0,     a„  —  *0Y0  —  0, 

bestehen.    Aus  ihnen  folgt,  wenn  A,  B,  C  nicht  alle  Null  sind 
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qn         «i«         ?ia        °ai         <***        °»a        gai         °sa        a 
A         B        ~C  '      A  "  B         C9      A  =  B  =  G 

und 


^0    ="       A      Wm      -D     S=S      n    »  !^0    =3       A      T>     ""   */*"  »  gi 


3 


A         B         C  '     *°        A         B         G  '       °        A         B         G 


oder,  was  dasselbe  ist, 


anA  +  ßltB  +  a13(7  _  o,,  A  +  a,tB  +  a^C 


*0 


A*  +  JB*  +  C*        *      J0  A*  +  B*  +  C* 

X»   +  B*   +   &  ~    " 

Sind  die  Kräfte  alle  parallel,' so  ergeben  sich  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes 
der  Parallelkräfte. 

§.  17.  Von  den  Theorien  des  vorliegenden  Capitels  werden  interessante  An- 
wendungen in  der  Theorie  des  Magnetismus  gemacht.  Der  Raum  gestattet  uns 
nicht,  hierauf  einzugehen.  Vgl.  M  o  i  g  n  o ,  Lecons  de  Mecanique  analytique,  p.  288  u.  ffg. ; 
Broch,  Lehrbuch  der  Mechanik  S.  134  u.  ffg. 
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XII.  Capitel. 

Sicherheit  des  Gleichgewichts.     Virial.     Gauss9  Prinoip. 

§.  1.  Ein  Kräftesystem  sei  zur  Zeit  t  an  einem  unveränderlichen 
Punktsystem  im  Gleichgewicht;  das  Punktsystem  besitze  einen  gewissen 
Geschwindigkeitszustand ;  vermöge  desselben  wird  es  im  folgenden  Zeit- 
elemente seine  Lage  ändern,  ohne  dass  die  Kräfte  auf  diesen  Geschwindig- 


III.  Th.,  Cap.  XII,  §.  2.     Sicherheit  des  Gleichgew.  eines  ebenen  EräfteBjstems.         267 

keitszustand  einen  Einfluss  ausüben.  Nach  einer  unendlichkleinen  Lagen- 
änderung werden  aber  die  Kräfte  nicht  mehr  im  Gleichgewicht  sein,  son- 
dern einen  Einfluss  auf  den  Geschwindigkeitszustand  und  den  Fortgang 
der  Bewegung  gewinnen.  Ist  diese  Bewegung  so  beschaffen,  dass  die  Lagen 
des  Punktsystems  sich  nur  unendlich  wenig  von  der  Gleichgewichtslage 
entfernen,  so  dass  also  dasselbe  sich  um  Axen  windet,  welche  ihrer  Lage 
nach  unendlichwenig  von  einander  abweichen,  so  heisst  das  Gleichgewicht 
der  Kräfte  sicher  oder  stabil,  im  Gegenfalle  unsicher  oder  labil.  Die 
zugehörige  Lage  des  Systems  heisst  eine  sichere  oder  unsichere  Gleich- 
gewichtslage. In  grösster  Allgemeinheit  aufgefasst  gehört  die  Frage  nach 
der  Stabilität  des  Gleichgewichts  eines  Kräftesystems  der  Kinetik,  nicht 
der  Statik  an  und  ist  dieselbe  im  Grande  mit  der  Theorie  der  kleinen 
Oscillationen  identisch.  Indessen  ist  es  nicht  ohne  Interesse,  dass  auch  von 
rein  statischem  Gesichtspunkte  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Kräfte 
während  der  Bewegung  des  Punktsystems  weder  ihre  Intensitäten,  noch 
ihre  Richtungen  ändern,  Criterien  für  die  Stabilität  des  Gleichgewichts  auf- 
gefunden werden  können.  Da  eine  Translation  das  Gleichgewicht  nicht 
stört,  so  brauchen  wir  dabei  blos  Rotationen  anzunehmen  und  können  sogar 
die  verschiedenen  Rotationsaxen,  ohne  Schaden  für  die  Allgemeinheit,  alle 
durch  einen  Punkt  hindurchlegen. 

§.  2.  Erleidet  das  Punktsystem  eine  Rotation  um  eine  Axe  und  das 
Gleichgewicht  des  Kräftesystems,  dessen  Kräfte  Richtung  und  Intensitäten 
nicht  ändern  sollen,  hört  auf,  so  wird  das  Kräftesystem  einem  Paare  äqui- 
valent, dessen  Moment  im  Allgemeinen  von  der  Amplitude  und  Lage  der 
Axe  der  Rotation  abhängt.  Denn  da  die  Kräfte  sich  nicht  ändern,  so  .ändert 
sich  auch  deren  Resultante  nicht;  da  sie  aber  wegen  des  Gleichgewichtes 
Null  ist,  so  bleibt  sie  Null.  Daher  kann  das  Kräftesystem  nur  einem  Paare  H 
äquivalent  werden.    Durch  die  Rotation  wird  im  Allgemeinen  der  Abstand 

der  Angriffspunkte  der  Seitenkräfte  dieses  Paares 
und  damit  das  Moment  desselben  veränderlich. 

Für  das  ebene   System,  welches  um   eine  zu 

seiner  Ebene  senkrechte  Axe  rotirt,  ergibt  sich  das 

•4f     4(  }4*     Moment  H  des  Paares  aus  Cap.  XI,  §.  14,  indem 

man  dort  -4  =  2?  =  0,  N  =  0  setzt,  nämlich 


41  Vi  iV  »- -*»*('i+ »D. 

Aj        *  1        wo  9  die  Amplitude  der  Rotation  bezeichnet.  Man 

sieht  hieraus,  dass  H  ein  Maximum  oder  Minimum 
für  9  =  +  \  n  erreicht  und  wie  bereits  Cap.  XI, 
§.  4  gezeigt  wurde,  —  2  (xX  -\-  yY)  das  Moment  des  Kräftesystems  wird, 
wenn  alle  Kräfte  um  |jr  gedreht  werden.     Es  seien  (Fig.  74  a,  b)  Pu  P2 
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zwei  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte,  angreifend  an  den  Punkten  At,  Ai% 
welche  in  der  Gleichgewichtslage  im  Gleichgewicht  befindlich,  durch  die 
Rotation  des  Systems  zu  dem  Paare  H  auseinandertreten,  welches  dem 
System  äquivalent  wird.  Man  hat  hiebei  drei  Fälle  zu  sondern.  Es  mögen 
Pt ,  Pa  ziehend  wirken,  so  dass  sie  die  Strecke  Ax  A%  vergrössern  würden, 
wenn  sie  dehnbar  wäre.  Dann  haben  Ai ,  A2  und  P2  gleichen  Sinn.  Durch 
die  Rotation  dreht  sich  AXA%  um  die  Amplitude  q>  und  entsteht  ein 
Paar  27,  dessen  Sinn  dem  Sinne  der  Rotation  entgegengesetzt  ist.  Dies 
Paar  ist  daher  —  AtA2  •  P2,  da  AlA2  und  P2  gleichen  Sinn  haben.  Welches 
auch  immer  der  Einfluss  des  Paares  auf  die  Winkelgeschwindigkeit  des 
Punktsystems  sein  mag,  so  ist  doch  so  viel  klar,  dass  der  entgegengesetzte 
Sinn  beider  einen  Rückgang  des  letzteren  zur  Folge  haben  wird,  und  das 
System  eine  Bewegung  annehmen  wird,  so  dass  die  Kräfte  Pu  P2  in  die 
Gleichgewichtslage  zurückkehren  oder  wenigstens  sich  nicht  weiter  von  ihr 
entfernen  werden.  Das  ursprüngliche  Gleichgewicht  ist  daher  sicher,  wenn 
die  Grösse  —  AlA%*  P%  negativ  ist.  Es  mögen  andererseits  Px ,  P2  drückend 
wirken,  so  dass  sie  die  Strecke  AXA%  verkleinern  würden,  wenn  sie  com- 
pressibel  wäre.  In  diesem  Falle  haben  AlA2  und  P2  entgegengesetzten 
Sinn  und  harmonirt  der  Sinn  des  entstehenden  Paares  mit  dem  Sinne  der 
Rotation,  so  dass  —  AxAt.  P2  positiv  ist  Das  Gleichgewicht  ist  unsicher, 
weil  das  Paar  eine  weitere  Entfernung  der  Kräfte  Pu  P8  von  der  Gleich- 
gewichtslage veranlassen  wird.  Ist  endlich  drittens  AxAt  gleich  Null,  so 
ist  auch  —  A-XA%  •  -P*  Null  un^  das  Gleichgewicht  dauernd.    Daher: 

Sind  Pt,  P2  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte,  welche  an 
den  Punkten  At,  A2  eines  ebenen,  im  Gleichgewicht  befindlichen 
Kräftesystems  angreifend  bei  der  Drehung  desselben  um  eine 
zur  Ebene  senkrechte  Axe  zu  dem  Paare  auseinandertreten, 
welches  dem  System  äquivalent  wird,  so  ist  das  Gleichgewicht 
in  Bezug  auf  diese  Axe  sicher,  unsicher  oder  dauernd,  je  nach- 
dem die  Grösse  — AXA3  .  P2  negativ,  positiv  oder  Null  ist. 

Man  sieht  leicht,  dass  — AXA2.P2  oder  was  dasselbe  ist,  — A2A1.Pl 
in  allen  Fällen  das  Moment  des  Paares  darstellt,  welches  dem  Kräftesystem 
äquivalent  wird,  wenn  dasselbe  um  \n  gedreht  wird;  denn  dann  wird 
AxAa  der  Arm  und  der  Sinn  ist  stets  dem  der  Drehung  entgegengesetzt. 
Man  hat  daher  auch  dem  Obigen  zu  Folge 

H  =  —  sin  9  £(xX  +  yY)  =  —  sin  <p  .  AlAt .  P2. 
Die  Grösse  — AtA2.  Pt  spielt  in  Untersuchungen  der  Sicherheit  des  Gleich- 
gewichts eine  entscheidende  Rolle.  Sie  wurde  von  Möbius  eingeführt,  ohne 
dass  er  dafür  einen  Namen  brauchte;  Schweins  nennt  sie  das  Flieh - 
moment  des  Kräftesystems.  In  neuester  Zeit  hat  sie  in  den  Untersuchungen 
von  C lau si us  über  mechanische  Wärmetheorie  eine  namhafte  Bedeutung  er- 
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langt  und  ist  die  Hälfte  ihres  mittleren  Werthes  von  ihm  das  Yirial  des 
Kräftesyatems  genannt  worden.  Wir  wollen  uns  erlauben,  für  diese  Gleich- 
gewichtsfunction  den  Namen  Virial  zu  brauchen. 

§.  3.  Die  Untersuchung  der  Sicherheit  des  Gleichgewichts  eines  räum- 
lichen Kräftesystems  kann  mit  Hülfe  des  folgenden  Satzes  auf  die  der  Sicher- 
heit eines  ebenen  Kräftesystems  reducirt  werden: 

Das  Gleichgewicht  eines  räumlichen,  an  einem  unveränder- 
lichen Punktsystem  angreifenden  Kräftesystems  in  Bezug  auf 
die  Rotation  um  eine  Axe  ist  sicher  oder  unsicher,  je  nachdem 
die  Projection  des  Kräftesystems  auf  eine  zur  Axe  senkrechte 
Ebene,  sich  im  sicheren  oder  unsicheren  Gleichgewicht  befindet. 
Ist  nämlich  (Fig.  75a)  a  die  Axe  und  E  eine  zu  ihr  senkrechte  Ebene, 
so  spalte  man  jede  Kraft  P  an  ihrem  Angriffspunkte  A  in  eine  Componente  Q 
parallel  und  eine  solche  S  senkrecht  zu  E  und  bringe  an  der  Projection 
Ä  des  Angriffspunktes  von  P  auf  die  Ebene  E  zwei  entgegengesetzt  gleiche 
Kräfte  Q  und  — Q  an.  Es  ist  dann  P  äquivalent  seiner  Projection  Q  auf 
die  Ebene  E,  dem  Paare  (Q,  —Q),  dessen  Ebene  der  Axe  parallel  läuft 
und  der  Kraft  8,  welche  gleichfalls  dieser  Axe  parallel  ist.    Da  das  Kräfte- 

System  im  Gleichgewicht  sich  befindet, 
so  ist  auch  seine  Projection  auf  die 
Ebene  2?,  nämlich  das  in  dieser  Ebene 
enthaltene  System  der  Kräfte  Q  im  Gleich- 
gewicht. Durch  die  Rotation  um  die  Axe  a 
geht  dies  System  in  ein  Paar  über.  Man 
kann  dasselbe  daher  durch  zwei  entgegen- 
gesetzt gleiche  Kräfte  ET,  —  U  ersetzen, 
welche   blos  der  Bedingung  zu  genügen 

.,-  brauchen,    dass   ihr    Virial    dem    Viriale 

r^Jjf  des  Kräftesystems   (Q)    gleich   sei.    Zum 

Angriffspunkt  von  U  wählen  wir  den 
Fusspunkt  0  der  Axe  a  in  der  Ebene  E 
und  behalten  uns  vorläufig  noch  vor,  ihre 
Richtung  und  Intensität  näher  zu  bestim- 
men. Die  Paare  (#,  —  #),  welche  durch 
die  Rotation  um  a  nicht  geändert  werden,  können  wir  sämmtlich  parallel 
mit  sich  an  die  Axe  a  verlegen,  so  dass  sie  eine  Strecke  00'  dieser  Axe 
zum  gemeinschaftlichen  Arme  haben.  Sie  sind  äquivalent  einem  gewissen 
Paare  (Q01  —  Q0)  am  Arme  00',  so  dass  $0  an  0,  — Q0  an  Cf  angreift. 
In  der  Ebene  dieses  Paares  (Fig.  75  b)  wählen  wir  TJ  so,  dass  es  Q0  ent- 
gegengesetzt gleich  wird  und  bestimmen  den  Angriffspunkt  Oi  von  — U 
so,   dass   — 0x0f '.  U  gleich    dem   Viriale  des  Kräftesystems  (Q)  in  Bezug 


n« 


Fig.  76. 
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auf  0  wird.  Da  (Q)  für  sieb  im  Gleichgewicht  ißt,  so  müssen  die  Kräfte  S 
mit  den  Paaren  (#0,  — Q0)  Gleichgewicht  halten.  Sie  müssen  daher  einem 
Paare  Äquivalent  sein,  dessen  Ebene  parallel  der  Ebene  von  (§0,  — #0)  ist. 
Dies  Paar  können  wir  parallel  mit  sich  in  diese  Ebene  verlegen,  so  dass 
seine  Seitenkräfte  S0  in  ff  und  01  angreifen.  Da  die  Kräfte  U  und  Q0 
an  0  sich  fortwährend  tilgen,  so  können  sie  selbst  getilgt  werden.  Es 
bleiben  daher  blos  die  Kräfte  —  ü  =»  —  Q0  und  —  80  an  Ox  und  U  und 
80  an  ff.  Sie  bleiben  während  der  Drehung  um  die  Axe  a  stets  ihren 
Resultanten  —  T0,  T0  an  Ol  und  ff  äquivalent.  Wegen  des  ursprünglichen 
Gleichgewichts  müssen  — T0  und  T0  entgegengesetzt  gleich  sein  und  also 
in  die  Gerade  Otff  fallen.  Nachdem  das  ganze  Kräftesystem  auf  diese 
beiden  Kräfte  reducirt  ist,  folgt,  dass  das  Gleichgewicht  desselben  in  Bezug 
auf  die  Axe  a  sicher  oder  unsicher  ist,  je  nachdem  das  Gleichgewicht  von 

—  T0  und  T  sicher  oder  unsicher  ist,  d.  h.  je  nachdem  — Oxff  .  T0  ne- 
gativ   oder    positiv    ist.     Diese    Grösse    hat    aber    dasselbe    Zeichen,    wie 

—  OxO  .  T0  cos2  O'öjö  =  —  0^  .  Q0,  welche  Grösse  das  Viriai  des  Kräfte- 
systems darstellt.  Daher  ist  das  Gleichgewicht  sicher  oder  unsicher,  je 
nachdem  die  Projection  des  Kräftesystems  auf  die  Ebene  E  sicher  oder  un- 
sicher ist. 

§.  4.  Es  ist  nicht  in  allen  Fällen  bequem,  die  Sicherheit  oder  Un- 
sicherheit des  Gleichgewichts  für  eine  Axe  aus  der  Beschaffenheit  des  Gleich- 
gewichts der  Projection  des  Kräftesystems  auf  eine  zur  Axe  senkrechte 
Ebene  zu  erschliessen,  wenn  wir  die  Sicherheit  für  alle  A.xen  eines  Punktes 
0  bestimmen  wollen.  Wir  suchen  daher  jetzt  allgemein  eine  Function  der. 
Kräfte  und  der  Neigung  der  Axe  gegen  das  Punktsystem  zu  bestimmen, 
welche  hierüber  Aufschluss  gibt 

Es  seien  a,  0,  y  die  Richtungscosinusse  einer  durch  den  Ursprung  0 
gezogenen  Axe  a  in  Bezug  auf  rechtwinklige  Axen;  es  seien  ferner  Pi 
und  P3  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte,  welche  an  den  Punkten 
Al(xl,  yx,  j?1)  und  <4s(#2,  y2,  *8)  angreifend  anfangs  im  Gleichgewicht  sich 
befinden,  in  Folge  einer  Rotation  um  a  aber  das  Paar  darstellen,  welchem 
das  Kräftesystem  äquivalent  wird.  Kehren  wir  beide  Kräfte  um,  so  muss 
Gleichgewicht  auch  während  der  Rotation  bestehen,  d.  h.  es  muss  die  Axe  a 
eine  Gleichgewichtsaxe  sein.  Daher  müssen  nach  Cap.  XI,  §.  4  die  Glei- 
chungen bestehen: 

—  (ai«  +  °8s)  «  +  a'i*ß  "f*  aisy  =  0, 
021  a  —  (a'3s  +  aii)  ß  -f-  a^y  =  0, 
a3icc  +  (hiß  —  (aii  +  <ht)  y  =  0, 

worin  die  Grössen  aii,  022 ,  •  •  •  sich  auf  die  Kräfte  des  Systems  und  die 
umgekehrten  Kräfte  Px,  P8  beziehen,   deren   Componenten  wir  mit  — Xv 
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—  TT,,  —  ZA ;  — X2}  — Y2t  — Z2  bezeichnen  wollen.  Hiernach  ist  also, 
wenn  a11;  cr22,  ..  .  sich  auf  das  Kräftesystem  allein  beziehen: 

022  +  «33  =  «22  +  «33  ~~  #1  ^1    "~    *l^l   ""  #2^2  *2^2 

=  «22  +  «33  —  (ft  —  Vi)  *2  ~  (*2  —  *l)^2 

oder,  wenn  die  Bichtungscosinusse  des  Abstandes  AlA2  =  r  mit  X,  p,  v 
bezeichnet  werden,  wodurch  y2  =  ftP2,  Z2  =  vP2,  y2 — y,=pr,  *2 — je:1=vr, 

werden:   0*2  +  «ss  —  «22  +  «ss  ""  (f*  +  v*)  r*V« 
Ebenso  ergeben  sich 

Os3+an=a33  +  an  — (v2  +  A2)rP2,  ai1  +  022=a1i  +  aaJ2  — (A2+/Ä2)rP2. 

Ferner  wird 

au  =  al2  —  flp,^  —  x2Y2  —  a12  —  (*2  —  xt)  Y2  =  a12  —  XprP2, 

a»  =  «13  ~  **"*^2>      «23  =  «23  ~  Pvr  *2> 

t       t  r       t  1       t 

<H\  —  «12,      «82  =  «23)      «31  =  «13- 

Hiermit  wird  die  erste  der  Bedingungen  des  Problems: 

—  («22  +  «33)  «  +  «12P  +  «137  —  [—  (f*  +  v2)  «  +  Afi/3  +  Avy]rP2, 

oder,  wenn  man  in  der  Klammer  rechts  ( — )?  -f-  X2)  a  zufügt,  und 
Xa  -f-  fiß  -f*  vy  =  x  setzt 

—  («22  +  «33)«+  "i20  +  «i3y  =  —  («  —  l*)rP2, 
und  ebenso  erhalt  man  weiter 

«21«  —  («33  +  «ll)P  +  «t*Y  =  —  (ß  —  f»*)'-Pji 
«31«  +  «32/5  —  («11  +  «22)?  —  —  (y  —  V*)*^. 

Um  aus  diesen  drei  Gleichungen  —  r .  P2  —  —  A1 A2  .  P2 ,  auf  welche 
Grösse  es  allein  ankommt,  zu  finden,  setze  man 

—  (a22  +  aM)  a  +  a,20  -f  a13y  =  A  .  «, 

«21«  —  («33  +  «ll)0  +  «23?  —  A  .  6, 

«31«  +  «3*0  —  («11  +  «22)?  —  A  ,  <\ 

at  +  6«  +  ct_1| 

d.  h.  man  suche  eine  Strecke  A  und  ihre  Bichtungscosinusse  a,  6,  c,  so  dass 
ihre  Projectionen  auf  die  Coordinatenaxen  die  Ausdrücke  zur  Linken  in 
diesen  Gleichungen  sind.    Dann  hat  man 

A  .  a  =  —  (a  —  Xx)rP2, 

A.b  =  -(ß  —  (ix)rP2J 

A  .  c  =  —  (y  —  vx)rP2, 

und  indem  man  diese  Gleichungen  einmal  mit  X,  p,  v,  das  andere  mal  mit 
a,  b,  c  multiplicirt  und  addirt,  ergibt  sich 

ak  +  hfi  +  cv  =  0,     A  =  —  rP2  (ao  +  &0  +  cy) 
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und  folglich 

_  A  = A2^ =  A^ 

r      *  =  aa  +  bß  +  cy  ~  A(aa  +  bß  +  cy)         £  ' 
wo  £  =  A  .  (aa  +  bß  +  cy). 

Nun  ist  das  Virial  — r  •  ^a  negativ,  oder  positiv,  je  nachdem  der 
Nenner  S  dieser  Ausdrücke  negativ  oder  positiv  ist.  Die  Function  8  ist  es 
daher,  welche  durch  ihr  Vorzeichen  die  Sicherheit  oder  Unsicherheit  des 
Gleichgewichts  in  Bezug  auf  die  Axe  a(aßy)  ausspricht.  Sie  gibt,  indem 
man  die  Werthe  für  A.a,  A.5,  A.c  einsetzt: 

S  =  [—  («*2  +  «*>)«  +  aitß  +  ai*rl  *  +  [°*ia  —  («83  +  <*n)ß  +  <h%v\ß 

+  \<h\"  +  *nß  —  («ii  +  ««)?]/ 
oder,  wenn  man  bedenkt,  dass  vermöge  des  ursprünglichen  Gleichgewichts 
an  —  flfi"0,  al5  —  o,!  ■=«  0,  a28  —  032  =  0  ist, 

*  —  —  («22  +  «3sK  —  («83  +  «ll)P2  —  («W   +  «22)/ 

+  2a12a/3  +  2a23/3y  +  2«8ia7 

oder,  indem  man  aua8  -f-  «22/32  -f-  a^y*  subtrahirt  und  addirt: 

S  =  ana%+a2%ß9+a^yi  +  2aliaß  +  2a^ßy  +  2a9lya^(an+an  +  a35\ 

Die  sämmtlichen  Axen  (oßy)  des  Punktes  0  bilden  einen  StralenbUndel, 
welcher  im  Allgemeinen  in  drei  Gruppen  von  Stralen  zerfallt.  Alle  Stralen, 
für  welche  S  verschwindet,  liegen  auf  der  Kegelfläche  zweiten  Grades  8  =  0, 
deren  Gleichung  in  rechtwinkligen  Coordinaten  ist: 

(«22+  «Sa)**  +  («83+  «ll)y2  +  («11  +  «2»)**  —  2  «12*0  —  2  «23^  —  2a81Sa:  =  0. 

Für  Stralen  dieser  Art  wird  — AlAi.Pi=  ,  d.  h.  das  Paar,  welches 
dem  Kräftesystem  bei'  der  Drehung  um  eine  solche  Axe  äquivalent  wird, 
hat  ein  unendlich  grosses  Moment.  Das  Gleichgewicht  ist  weder  sicher, 
noch  unsicher.  Man  nennt  es  das  neirtrale  Gleichgewicht  Die  Kegelfläche 
scheidet  den  Baum  in  zwei  Paar  Scheitelräume,  für  deren  einen  allen  Stralen 
ein  negativer  Werth  von  S  entspricht,  während  der  andere  nur  Stralen  ent- 
hält, für  welche  S  positiv  ist.  Jene  sind  die  Axen  des  sicheren,  diese  die 
des  unsicheren  Gleichgewichts.  Welcher  von  beiden  Räumen  die  Axen  der 
einen  oder  der  anderen  Art  enthält,  bedarf  einer  speciellen  Untersuchung. 
Kehrt  man  den  Sinn  sämmtlicher  Kräfte  um,  wodurch  das  Gleichgewicht 
nicht  aufgehoben  wird,  so  ändert  sich  die  Kegelfläche  nicht,  indem  in  ihrer 
Gleichung  alle  Coefficienten  das  Zeichen  wechseln;  die  beiden  Paare  Scheitel- 
räume aber  vertauschen  ihre  Bollen,  indem  für  die  Axen  des  einen,  für 
welchen  S  vorher  positiv  war,  S  jetzt  negativ  wird  und  umgekehrt.  Indem 
man  die  Hauptaxen  des  Kegels  zu  Coordinatenaxen  wählt,  kann  man  8  als 
ein  Aggregat  von  drei  quadratischen  Cylindern  darstellen,  nämlich 

S -=  Rta*  +  W  +  R97* , 
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wo  Blt  JB,,  R9  die  Wurzeln  der  cubisclien  Gleichung 

«21>  *  —  (aSS  +  ail)>  "22 

«Sil  ffS2»  K  ~  («11  +  «22) 

und  a,  /3,  y  die  Richtungscosinusse  der  Axen  gegen  die  Hauptaxen  der 
Kegelfläche  sind.  Ist  eine  Wurzel  dieser  Gleichung  gleich  Null,  wofür  die 
Bedingung  ist: 

—  («22  +  ^)»  «12 1  «13 

«211  —  («33  +  «ll)»  «23 

«31 »       .  «32  y  —  («11  +  «22) 

so  zerfällt  der  Kegel  in  zwei  Ebenen;  ist  noch  eine  zweite  Wurzel  gleich 
Null,  so  fallen  diese  Ebenen  zusammen.  In  diesen  Fällen  gibt  es  Gleich- 
gewichtsaxen  (s.  Cap.  IX,  §.  4).  Weitere  Details  hierüber  s.  bei  Möbius, 
Lehrbuch  der  Statik  B.  I,  Cap.  IX. 

§.  5.  Wir  wollen  noch  die  wesentlichsten  Eigenschaften  der  Gleichgewichts- 
function  oder  des  Vir i als  entwickeln. 

1.  Von  einem  Punkte  0  (Fig.  76)  ziehen  wir  nach  dem 
Angriffspunkte  A  einer  Kraft  A  P  =  P  den  Radiusvector 
OA  =«  r  und  projiciren  P  auf  die  Richtung  OA.  Indem 
wir  der  Protection  AU  =  U  von  P  den  Sinn  beilegen,  wie 
er  mit  der  Kraft  AP  selbst  harmonirt  und  den  Sinn  der 
Linien  überhaupt  durch  die  Stellung  der  Buchstaben  an- 
deuten, nennen  wir  das  Produkt  —  OA  .  AU '=■  —  Ur,  ge- 
bildet aus  dem  Radiusvector  OA  des  Angriffs- 
punktes A  der  Kraft  P  und  deren  Projection  U  auf 
dessen  Richtung,  mit  dem  Zeichen  (— )  genommen 
das  Virial  der  Kraft  P  in  Bezug  auf  den  Punkt  0.  Das  Virial  ist  dem- 
nach positiv  bei  entgegengesetztem,  negativ  bei  gleichem  Sinne  von  OA  und 
AP  und  verschwindet,  wenn  die  Kraft  oder  der  Radiusvector  oder  beide  ver- 
schwinden, oder  zu  einander  rechtwinklig  sind. 

2.  Ist  QA  —  q  die  Projection  des  Radiusvectors  OA  auf  die  Richtung  der 
Kraft  P,  so  ist  QA  .AP  —  OA.AU,  weil  die  vier  Punkte  Ö,  Q,  P,  U  im  Kreise 
liegen.     Daher  ist  das  Virial  der  Kraft  P  in  Bezug  auf  0  auch  unter  der  Form 

darstellbar:  —  Q  A  .  A  P  *=  —  Pq,  nämlich 
durch  das  Produkt  aus  der  Kraft  und  der 
Projection  des  Radiusvectors  auf  deren 
Richtung,  versehen  mit  dem  Zeichen 
(— ).  Ebenso  ist  —OA.AP.coaPAU=—  Ptcobcc 
das  Virial,  wenn  a  den  Winkel  zwischen  P  und 
r  bedeutet. 

3.  Ißt  0  der  Ursprung  eines  rechtwinkligen 
Coordinatensystems  (Fig.  77)  der  jc,  y  für   die 
Fig.  77.  Ebene   oder  der  #,  y,  z  für  den  Raum,   sind 

x,  y,  z  die  Coordinaten  von  A ;  X,  Y,  Z  die  Componenten  von  P  und  A£yATj,At 
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die  Projectionen  von  X,  Yt  Z  auf  die  Richtung  des  Radiusvectors  OA,bo  wird 
AU=*A£  +  An  +  At  und  OA  .  AU  =-  OA  .  A\  +  OA.An  +  OA.  AS.  Es 
ist  aber  OA.Ai^xX,  OA.Ar}  —  yY,  04.4£  =  *Z  und  mithin  —  OA.AU 
=  —  (xl  +  y^+  *^)  der  Ausdruck  des  Virials  der  Kraft  P  in  Bezug  auf  0, 
als  Function  der  Coordinaten  des  Angriffspunktes  dargestellt.  Für  die  Ebene  ist 
dasselbe  —  (xX  -\-  yY).  Bewegt  sich  das  System  um  O,  wahrend  P  geometrisch 
ungeändert  bleibt,  so  ändern  sich  x,  y,  z  und  mit  ihnen  das  ViriaL 

4.  Der  Werth  des  Virials  der  Kraft  P  variirt  im  Allgemeinen  mit  der  Lage 
des  Punktes  0,  Für  die  Punkte  einer  zur  Kraftrichtung  normalen  Ebene  bleibt 
er  constant.  Er  ist  insbesondere  Null,  wenn  diese  Ebene  durch  den  Angriffspunkt 
geht.  Diese  Ebene  des  verschwindenden  Virials  scheidet  den  Raum  in  zwei  Ge- 
biete; für  die  Parkte  desjenigen,  in  welches  die  Kraft  P  hineinfallt,  ist  das  Virial 
negativ,  für  die  des  anderen  positiv.  Das  Virial  in  Bezug  auf  irgend  einen  Punkt  ist 
proportional  dem  Abstände  des  Punktes  von  der  Ebene  verschwindenden  Virials. 

5.  In  gewissem  Sinne  ist  das  Virial  der  Kraft  P  ein  Analogon  zu  dem 
Moment  des  Paares  (P,  —  P),  welches  bei  der  Reduction  von  P  für  den  Ur- 
sprung 0  eich  ergibt.  Denn  zerlegt  man  P  nach 
der  Richtung  des  Radiusvectors  und  senkrecht 
dazu  in  die  Componenten  CT,  F  (Fig.  78),  bo 
ist  das  Paar  (P,  —  P)  äquivalent  dem  Paare 
( F,  — -  F),  dessen  Moment  rV*=*Pr  sin«  =»  Pp  ist, 
wenn  p  das  von  0  auf  P  gefällte  Perpendikel 
bedeutet.  Die  Kräfte  U,  —  U  halten  sich  Gleich- 
gewicht, aber  das  Virial  von  P  ist  — rU 
—  —  Pr  cos  a  sss  —  Pq.  Während  bei  dem 
Momente  von  P  in  Bezug  auf  0  die  Lage  des 
Angriffspunktes  der  Kraft  auf  der  Richtungslinie 

Fig.  78.  derselben  gleichgültig  ist,  ist  diese  beim  Viriale 

von  Bedeutung.  Daher  spielt  das  Virial  vor- 
zugsweise in  solchen  Untersuchungen  eine  Rolle,  bei  denen  die  Kräfte  mit  Bei- 
behaltung ihrer  Angriffspunkte  ihre  Richtung  ändern.         • 

6.  Unter  dem  Viriale  V  eines  Kräftesystems  in  Bezug  auf  einen  Punkt  0 
verstehen  wir  die  Summe  der  Viriale  der  einzelnen  Kräfte  desselben  in  Bezug  auf 
diesen  Punkt.    Demnach  ist  für  O  als  Ursprung  der  Coordinaten 

F  =  —  20A.AU=  —  ZQA.AP**  —  2(xX+yY+eZ) 

—  —  (»ii  +  Oii  +  «>s). 
Für  einen  Punkt  O  {x0y0z0)  wird 

V Z  [{x  -  *0)  X+  (y  -  y0)  Y+  (i  -  z0)  Z] 

2(xX  +  yY+zZ)  +  (x0A  +  y0B  +  e0C) 

—  —  («11  +  <ht  +  «■•)  +  (*o^  +  V»B  +  'oQ- 

7.  Das  Virial  von  Kräften,  welche  an  demselben  Punkte  A  an- 
greifen, ist  gleich  dem  Viriale  ihrer  Resultanten.  Denn  sind  U.  die 
Projectionen  der  Kräfte  P{  auf  die  Richtung  des  Radiusvectors  OA  «=  r,  so  ist 
V  =i  —  £  Ui  r  =  —  r  2  üi ;  es  ist  aber  2  U.  die  Projection  der  Resultanten 
auf  OA, 

8.  Es  seien  F,  V  die  Viriale  desselben  Kräftesjstems  in  Bezug  auf  zwei 
verschiedene  Punkte  0,  0'  (Fig.  79),  nämlich,  wenn  g,  q'  die  Projectionen  von 
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0-4,  CfA  auf  die  Richtung  von  P  Bind: 

V  =  —  ZPq ,     V  =>  —  ZPg\ 

Ist  nun  c  die  Protection  von  00'  =  q  auf  P,  so  wird  c  +  3  —  Q.  ■=  °>  *lso 
27  Pc  +  £Pg  —  -SP«  —  0,   oder 

F*  —  F  —  -SPc. 

Um  die  Bedeutung  von  2?c  P  zu  erkennen,  denken 
wir  das  Kräftesystem  fu*r  den  Punkt  0'  reducirt,  dann 
ist  —  ZPc  das  Virial  aller  an  0'  parallel  mit  sich 
verlegten  Kräfte  und  also  gleich  dem  Viriale  —  00' .  U 
=  —  qU  ss*  —  r0E  der  Reductionsresultanten  B,  wo 
U  die  Projection  dieser  auf  00'  und  r0  die  Projection 
von  q  auf  die  Richtung  von  B  bezeichnet.    Daher  ist 

V-  T r0B, 

d.h.  beim  Uebergange  von  einem  Punkte  0  zu 
Fig.  79.  einem  andern  0'  nimmt  das  Virial  ab  um  das 

Virial  der  Reductionsresultanten  B  des 
Systems  in  Bezug  auf  den  ersten  Punkt,  wenn  dieselbe  im  zweiten 
Punkte  angreifend  gedacht  wird. 

9.  Legt  man  durch  0'  eine  Ebene  senkrecht  zur  Richtung  von  B  (Richtung 
der  Centralaxe  der  Kräfte),  so  ist  r0  für  alle  Punkte  derselben  constant,  daher: 
das  Virial  eines  Kräftesystems  ist  constant  für  alle  Punkte  einer  zur 
Centralaxe  desselben  senkrechten  Ebene.  Nimmt  man  r0  so  an,  dass 
—  r0B  —  F  wird,  so  wird  V  =  0,  d.  h.  es  gibt  eine  Ebene,  senkrecht  zur 
Centralaxe,  für  deren  Punkte  das  Virial  des  Kräftesystems  ver- 
schwindet. Der  Abstand  r0  derselben  von  der  durch  0  gelegten 
Parallelebene  ist  rQ  =*  —  V:B. 

Für  ein  ebenes  Kräftesystem  gibt  es  in  der  Ebene  desselben  eine  zur  Central- 
axe senkrechte  Gerade  verschwindenden  Virials. 

Geht  man  von  der  Ebene  verschwindenden  Virials  aus,  d.  h.  nimmt  0  auf 
ihr  an,  so  verschwindet  F  und  wird  V  ==»  r0B,  d.  h.  das  Virial  für  irgend 
einen  Punkt  ist  proportional  dem  Abstände  desselben  von  der  Ebene 
verschwindender  Viriale. 

10.  Reducirt  sich  das  Kräftesystem  auf  ein  Paar,  so  ist  in  Nr.  8  ZPc 
■—  OCf .  Z7=0,  weil  das  Kräftepolygon  geschlossen  ist  Daher  wird  V  =.  F, 
d.  h.  das  Virial  eines  Kräftesystems,  welches  einem  Paare  äquivalent 
ist,  ist  constant  für  alle  Punkte  des  Raumes. 

11.  Das  Virial  eines  Kräftepaares  ist  für  alle  Punkte  0  des  Rau- 
mes constant,  nämlich  gleich  dem  mit  negativem  Zeichen  genom- 
menen Produkt  aus  der  Projection  des  astatischen  Armes  auf  die 
Richtung  der  Seitenkräfte  in  die  Seitenkraft,  welche  am  Endpunkte 
des  Armes  angreift.  Denn  sind  Ati  At  die  Angriffspunkte  der  entgegengesetzt 
gleichen  Kräfte  P} ,  Pg  desselben ,  legt  man  durch  0  eine  Ebene  senkrecht  zu 
den  Seitenkräften,  welche  auf  den  Richtungen  dieser  die  Punkte  Qx ,  Qt  bestimmt,  so 

ist  F fc^.P^fcVP, (QiA9-QlAl)Ps AtAt.P9CM(AtAt9Pt). 

Man  kann  daher  zu  jedem  einem  Paare  äquivalenten  Kräftesystem  ein  Paar  finden, 
welches  mit  ihm  gleiches  Virial  hat  und  zwar  auf  unzählig  viele  Arten. 

Erleiden  die  Angriffspunkte  der  Seitenkräfte  des  Paares  eine  Lagenänderung, 
so  ändert  sich  das  Virial  desselben  blos  in  soweit,  als  die  Projection  des  asta- 

18* 
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tischen  Armes  variirt.  Das  Virial  wird  ein  Maximum  oder  Minimum,  wenn  die 
Seitenkräfte  mit  dem  astatischen  Arme  in  eine  Gerade  fallen,  d.  h.  das  Moment 
des  Paares  verschwindet.  Dies  ist  auf  zwei  Arten  möglich,  nämlich  so,  dass  der 
astatiBche  Arm  mit  den  Seitenkräften  den  Winkel  0  oder  n  bildet.  Im  einen 
Falle  ist  der  Werth  des 'Virials  negativ,  im  andern  positiv;  im  ersten  Falle  ist 
also  das  Virial  selbst  im  Minimum,  im  zweiten  im  Maximum.  Da  ein  im  Gleich- 
gewicht befindliches  System  bei  der  Drehung  um  eine  Axe  einem  Paare  äquivalent 
wird  und  der  negative  Werth  von  —  Ax  A2 .  P2  im  Falle  des  Verschwindens  des 
Paares  auf  ein  sicheres,  der  positive  auf  ein  unsicheres  Gleichgewicht  hinweist, 
so  folgt: 

Wenn  ein  Punktsystem,  an  welchem  ein  Kräftesystem  angreift, 
dessen  Kräfte  unveränderliche  Richtungen  und  Intensitäten  be- 
sitzen, einem  Paare  äquivalent  ist  und  in  eine  Gleichgewichtslage 
übergeht,  so  wird  das  Virial 

y-  -  («u  +  «2.  +  «*)-  "  HixX  +  yT+sZ) 
desselben  ein  Minimum  oder  Maximum,  je  nachdem  das  Gleichgewicht, 
welches  dieser  Lage  entspricht,  sicher  oder  unsicher  ist. 

12.  Wenn  ein  ebenes  System  einer  Einzelresultante  äquivalent  ist,  so  hat  es 
nach  Cap.  XI,  §.  13  einen  Mittelpunkt  der  Kräfte,  so  dass,  wenn  dasselbe  um 
irgend  eine  zur  Ebene  senkrechte  Axe  gedreht  wird,  die  Resultante  immer  durch 
diesen  Punkt  hindurchgeht.  Der  Mittelpunkt  der  Kräfte  ist  der  Schnitt- 
punkt der  Centralaxe  mit  der  Linie  verschwindenden  Virials.  Denn 
kehrt  man  die  Resultante  um  und  fügt  sie  dem  Kräftesystem  hinzu,  so  tritt 
Gleichgewicht  ein  und  dauert  dasselbe  auch  fort,  wenn  das  System  um  den  Mittel- 
punkt der  Kräfte  gedreht  wird,  ohne  dass  die  Kräfte  Richtung  oder  Intensität 
ändern.  Durch  die  Drehung  wird  aber  das  System  einem  Paare  H  äquivalent, 
nämlich  H  «■  V  sin  <p  (s.  §.  2)  und  da  dies  wegen  des  Fortbestandes  des  Gleich- 
gewichts verschwinden  muss,  so  ist  V  =  0  für  den  Mittelpunkt  der  Kräfte.  Der- 
selbe liegt  daher  auf  der  Geraden  verschwindenden  Virials.  Ausserdem  gehört  er 
der  Centralaxe  an.  Die  zweite  der  in  Cap.  XI,  §.  13  zur  Bestimmung  der  Coor- 
dinaten  x1 ,  yx  des  Kräftemittelpunktes  benutzten  Gleichungen  ist  in  der  That  die 
der  Geraden  verschwindenden  Virials. 

Wenn  für  ein  räumliches  Kräftesystem  ein  Kräftemittelpunkt 
existirt,  so  ist  er  ebenso  der  Schnittpunkt  der  Centralaxe  mit  der 
Ebene  verschwindenden  Virials. 

13.  Es  wurde  Cap.  XI,  §.  7  gezeigt,  daße  es  für  ein  Kräftesystem  in  Bezug 
auf  die  Drehung  um  einen  Punkt  im  Allgemeinen  nur  vier  Gleichgewichtslagen 
des  Systems  der  Angriffspunkte  gibt  und  dass  dieselben  diejenigen  Lagen  sind, 
für  welche  die  Seitenkräfte  der  drei  astatischen  Paare,  auf  welche  das  Kräfte- 
system reducirt  werden  kann,  mit  ihren  Armen  in  die  Hanptaxen  des  Central  - 
ellipsoides  jenes  Punktes  fallen.  Diese  vier  Lagen  können  durch  Umwenden  des 
Systems  um  diese  Hauptaxen  (um  n)  aus  einander  abgeleitet  werden.  Bei  jeder 
Um wendung  wechselt  aber  das  Virial  eines  der  drei  Paare  das  Zeichen.  Daher 
gibt  es  unter  den  vier  Gleichgewichtslagen  eine,  für  welche  alle  drei  Viriale 
negativ,  für  welche  also  nach  §.  4  das  Gleichgewicht  in  Bezug  auf  jede  der  drei 
Hauptaxen  sicher  ist.  Diese  Lage  ist  zugleich  für  jede  Axe  sicher,  da  das  Virial, 
welches  sich  aus  der  Summe  jener  drei  Viriale  zusammensetzt,  jedenfalls  negativ 
ist.  Dieser  Lage  steht  eine  andere  gegenüber,  welche  aus  ihr  durch  drei  Uin- 
wendungen  hervorgeht;  sie  ist  für  alle  drei  Axen  eine  unsichere  Gleichgewichts- 
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läge.    Die  beiden  übrigen  Lagen  sind  für  eine  der  drei  Hauptaxen  sicher,  für  die 
andern  beiden  unsicher. 

14.  Da  V  =»  —  2  (xX  +  yY  +  zZ)  für  das  Gleichgewicht  ein  Maximum  oder 
Minimum  ist,  so  muss  <JF  =  0  werden,  wenn  das  Punktsystem  irgend  eine  un- 
endlichkleine Lagenänderung  erleidet  und  da  hierdurch  die  Kräfte  nicht  alterirt 
werden,  so  ist  also  8  V  =*  —  -2  (X8x  +  Y8y  +  Z8z)  =  0.  Es  muss  daher 
8*V  =3  -  2  (X8*x  +  Y8'y  +  Z8*z)  negativ  oder  positiv  im  Falle  des  Maximums 
oder  Minimums,  d.  h.  im  Falle  des  unsicheren  oder  sicheren  Gleichgewichts  sein. 
Nun  ergab  sich  aber  für  eine  virtuelle  Windung  um  eine  Axe  Cap.  IX,  §.  7,  S.  185: 

8x  —  dg  +  z89*  —  y89'\ 

8y  =*8rj  +  x89"  —  z89, 

8z  =  <Jf  +  y89  —  x89' 
und  hiermit 

2(X8x  +  Y8y  +  Z8z)=*2X.8$  +  2Y.8rj  +  2Z.8£ 

+  2(yZ  —  zY) .  89  +  2  (zX  —  xZ)  .89'  +  2  (xY  -  yX) .  89". 

Daher  wird 

2  (X8*x  +  Y82y  +  Z8*z)  =  2X.  <J»f  +  2Y.  <J8ij  +  2Z .  82t 

+  2(yZ  —  zY).  8*9  +  2  (Z8y  —  Y8z)  .89  +  .., 

oder    weil    wegen    des    Gleichgewichts    2X  =  2Y  =  2Z  =  0,    2(yZ  —  zY) 
—  2  {zX  —  xZ)  =  2  (xY  —  yX)  =  0   ist, 

2  (X8*x  +  Y8*y  +  Z*2*) 

—  2  (Z8y  —  r<J*)  .89  +  2  (X8z  —  £<te) .  89'  +  2  (Y8x  —  X8y) .  89", 

und  wenn  man  hier  die  Ausdrücke  für  8x,  8y,  8z  einführt  und  2xX  =>  an, 
2yY  «  ati ,  2z Z  =»  d3S ,  ...  setzt: 

27  (X<58*  +  Y<J*y  +  Z***)  -  ~  (««  +  «8S)^S  -  («äs  +  «ii)  W—  («I«  +  «,,)  *#"* 
+  20,3*^'*^"  +  20,,,  <*#"*#  +  20^  *-&*#'. 

Da  aber,  wenn  8G  die  unendlichkleine  virtuelle  Amplitude  der  Rotation  um  die 
Axe  (aßy)  bedeutet  89  =  a  .  <J0,  ä#'  —  ß .  $0,  89"  =  y .  d©  wird,  so  folgt 

27  (Xd'a;  +  Y8*y  4-  Z8%z) 

=  [-(«ta+«83)«,-(«*8+«n)P8-(«ii+^ 

Es  ist  aber  der  Ausdruck  in  der  Klammer  in  der  That  die  Grösse  S  (S.  272),  welche 
negativ  für  das  sichere  und  positiv  für  das  unsichere  Gleichgewicht  ist. 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  lassen  sich  zum  Theil  für  das  veränderliche 
System  erweitern.  Man  zerlege  dasselbe  in  unveränderliche  Partialsysteme, 
welche  sich  nötigenfalls  selbst  auf  einzelne  Punkte  reduciren  können.  Die 
virtuelle  Bewegung,  welche  ein  Partialsystem  in  Folge  einer  virtuellen  Be- 
wegung des  Gesammtsystems  erleidet,  kann  stets  als  eine  Windung  für  sich 
oder  als  eine  Folge  von  Rotationen  um  conjugirte  Axen  angesehen  werden. 
Mithin  ist  der  sich  auf  das  Partialsystem  beziehende  Bestandtheil  der  Function 
2  (xX  +  yY  +  zZ)  ein  Maximum  oder  Minimum  und  der  entsprechende  Be- 
standtheil in  2  (Xdx  +  Y8y  +  Z8z)  für  sich  Null.  Indessen  kann  hieraus  nicht 
auf  ein  Maximum  oder  Minimum  der  sich  auf  das  ganze  System  beziehenden 
Function,  ebenso  wenig  also  auch  auf  die  Sicherheit  oder  Unsicherheit  des  Gleich- 
gewichts dieses  geschlossen  werden.  Denn  es  können  sich  Minima  gewisser  Partial- 
systeme mit  Maximi8  anderer  combiniren  und  können  einzelne  Partialsysteme  in 
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sicherem,  andere  in  unsicherem  Gleichgewichte  sich  befinden,  bei  welchen  Com- 
binationen  ein  Schluss  auf  die  Beschaffenheit  des  Gesammtgleichgewichtes  nicht 
stattfinden  kann. 

Die  Eigenschaft  des  Maximums  und  Minimums  der  Function  2(xX-\-yY-\-zZ)% 
von  welcher  hier  die  Bede  ist,  bezieht  sich  auf  Lagenänderungen  des  Systems, 
bei  welchen  die  Intensität  und  Richtung  der  Kräfte  sich  nicht  ändert.  Diese 
Function  ist  mit  Bücksicht  hierauf  das  Integral  von  2  (Xdx  -f-  Ydy  +  Zdz). 
Wenn  ein  System  in  Bewegung  begriffen  ist  und  die  Kräfte  nach  Intensität  und 
Richtung  Functionen  blos  von  den  Coordinaten  der  Angriffspunkte  sind,  so  kann 
das  Integral  dieses  Differentialausdrucks  aber  auch  in  Bezug  auf  die  während  der 
Bewegung  eintretenden  Lagenänderungen  und  Aenderungen  der  Kräfte  ein  Maxi- 
mum oder  Minimum  werden,  sobald  das  System  eine  Lage  erreicht,  in  welcher 
die  Kräfte  im  Gleichgewichte  sind.  Hierzu  wird  erfordert,  dass  der  Differential  - 
au8druck  die  Bedingungen  der  Integrabilität  erfüllt,  d.  h.  dass  eine  Kräftefunction 
existire. 

§.6.  Gaus 8  hat  ein  neues  Princip  aufgestellt,  welches  gleich  wichtig  ist 
für  die  Behandlung  der  Probleme  der  Bewegung  der  Systeme  und  für  Probleme 
des  Gleichgewichtes  von  Kräften  an  ihnen.  Er  nennt  es  das  Princip  des  klein- 
sten Zwanges  (Crelle's  Journal  B.  IV,  S.  232,  1829);  dem  statischen  Theile 
dieses  Princips,  den  wir  hier  allein  entwickeln,  hat  Möbius  den  Namen  des 
Princips  der  kleinsten  Quadrate  gegeben.  Stellt  man  nämlich  die  Kräfte 
des  Systems  durch  Längen  dar  und  bezeichnet  die  Coordinaten  des  Endpunktes 
einer  solchen  Länge  P,  welche  die  am  Punkte  {x,  y,  z)  angreifende  Kraft  dar- 
stellt, mit  £,  1),  f,  so  ist  X  =  £  —  x,  Y  =  rj  —  y,  Z  =  £  —  z  und  lautet  das 
Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  in  seiner  Hauptgleichung: 

2  [({  —  x)  dx  +  fa  —  y)  dx  +  {£  —  z)  dz]  —  0. 

Denken  wir  uns  nun  die  Punkte  (£,  17,  £)  fest,  das  System  aber  beweglich,  wobei 
die  Längen  P  sich  ändern,  so  stellt  der  Ausdruck  links 

8  •  *  2  [«  -  *)■  +  ft  -  y)*  +  (£  -  z)*] 

dar  und  die  Gleichung  drückt  den  Satz  aus: 

Werden  die  Endpunkte  F  der  Strecken,  welche  die  Kräfte  dar- 
stellen, festgehalten,  während  das  System  der  Angriffspunkte  A  be- 
liebige Verschiebungen  erleidet,  so  wird  für  die  Lage  des  Gleich- 
gewichts die  Quadratsumme  der  Abstände  AF,  nämlich  2{AF*)  ein 
Maximum  oder  Minimum,  und  umgekehrt:  Verbindet  man  ein  System 
der  Punkte  A  mit  einem  zweiten  System  von  festen  Punkten  F  durch 
Strecken  AF  und  bringt  das  System  in  eine  Lage,  für  welche  rück- 
sichtlich der  Nachbarlagen  2  (AF*)  ein  Maximum  oder  Minimum 
wird,  so  halten  sich  die  Kräfte  am  System  (A),  welche  nach  den 
Linien  AF  wirken  und  diesen  Strecken  proportional  sind,  Gleich- 
gewicht.   

Ob  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  von  2(AF*)  stattfindet,  ergibt  sich  aus 


8*>\2(AF*)  =  2(Sx*  +  dy*  +  dz*)  —  2  (Xö*x  +  Yd*y  +  Z8*z), 
wo  X,  Y,  Z  wieder  für  £  —  x,  rj  —  y,  f  —  z  geschrieben  sind.    Für  das  sichere 
Gleichgewicht  ist  2(X8*x  +  Y8*y  +  Z8*z)  negativ  (§.  16.),  also  8*.±2(ÄF*) 
positiv  und   2  (AF*)   ein  Minimum;   für  das   unsichere  Gleichgewicht  aber  ist 
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Z(Xd*x*  +  •  •  •)  positiv  und  kann  mithin  8*  -\Z(AF*)  positiv  oder  negativ  je 
nach  der  Verschiebungsart  des  Systems  aasfallen.  Indessen  kann  man  die  Linien 
P  unendlich  klein  nehmen  und  dann  fallt  Z  (XS*x  +  •  •  •)   als  von  der  dritten 

Ordnung  gegen  Z(dx*  +  dy*  +  &**)  fort  und  zeigt  sich  ä*  •  ±Z(AF*)  positiv. 
Verbindet  man  daher  die  Punkte  A  eines  beweglichen  Systems  mit 
den  Punkten  F  eines  unendlich  nahen  festen  Systems  und  lässt  auf 
das  erstere  Er&fte  wirken,  welche  den  Strecken  AF  proportional 
sind  und  die  Richtungen  dieser  Strecken  haben,  so  nimmt  die  Summe 

der  Quadrate  Z(AF*)  für  jede  Verrückung  des  beweglichen  Systems 

aus    der    Gleichgewichtslage    zu.     Da    bis    auf  Unendlichkleines    höherer 

Ordnung  

8  •  Z  (AF9)  =  Z  {fix*  +  dy*  +  dg3) 

wird,  so  folgt,  dass  wenn  die  Punkte  A  durch  die  Verschiebung  in  die  Lage  B 

gelangen ,  

Z  (ÄF*)  -  Z  (BF*)  «  Z  (AB*), 

d.  h.  die  Quadratsumme  der  Entfernungen  nimmt  um  die  Quadratsumme  der  vir- 
tuellen Wege  zu,  welche  die  Punkte  des  Systems  bei  der  Verschiebung  beschreiben. 
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XIII.  Capitel. 

Reduction  der  Attraotions-  und  Repulsionskräfte  von  Massen, 

Agentien  etc.     Theorie  des  Potentials. 

§.  1.  Nachdem  bereits  im  I.  Bande  durch  die  dort  entwickelte  Strecken- 
theorie die  allgemeine  Theorie  der  Beduction  von  Kräften,  welche  an  einem 
unveränderlichen  System  angreifen,  erledigt  (vgl.  d.  B.,  Cap.  HE,  §.  2)  und 
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in  Cap.  V  d.  B.  an  zahlreichen  Beispielen  erläutert  worden  ist,  erscheint 
es  angemessen,  dieselbe  auf  einige  besondere  Gattungen  von  Kräften  anzu- 
wenden. Für  die  Parallelkräfte  ist  dies  bereits  geschehen  (s.  B.  I,  Cap.  III, 
§.  6  und  Cap.  IV,  §.  11).  Die  dortigen  Gleichungen  zeigen  insbesondere, 
dass  die  Parallelkräfte  in  dem  Falle,  dass  sie  von  gleichem  Sinne  sind  und 
den  Punkten  von  den  Massen  w,  m'f  m",  . . .  dieselbe  von  ihrer  Lage  im 
Eaume  unabhängige  Beschleunigung  g  ertheilen,  einer  Einzelresultante 
R  =  Mg  äquivalent  sind,  deren  Richtungslinie  durch  den  Mittelpunkt  des 
Parallelkräftesystems  hindurchgeht,  dessen  Coordinaten 

Zmx  Zmy  Zmz 

ihn  nach  B.  I,  Cap.  VI,  §.  2  als  den  Massenmittelpunkt  erweisen.  Dies 
ist  insbesondere  der  Fall  bei  der  Schwere,  welche  für  gewöhnliche  Dirnen- 
sionen  in  allen  Punkten  als  eine  Kraft  von  derselben  Richtung,  demselben 
Sinne  und  derselben  unveränderlichen  Beschleunigung  g  angenommen  wer- 
den kann,  sodass  ein  Punkt  von  der  Masse  m  durch  das  Gewicht  mg  in 
der  Richtung  nach  dem  Massenmittelpunkte  der  Erde  afficirt  erscheint. 
Parallelkräfte  convergiren  nach  einem  unendlich  fernen  Punkte;  die  nächst 
allgemeinere  Kategorie  von  Kräften  wird  daher  von  solchen  gebildet,  deren 
Richtungen  sich  in  einem  Punkte  in  endlicher  Entfernung  schneiden  und 
deren  Sinn  entweder  diesem  Punkte  zugewandt  oder  von  ihm  abgewandt 
ist.  Man  nennt  sie  im  ersten  Falle  Attractions-  oder  Anziehungskräfte,  im 
letzteren  Repulsions-  oder  Abstossungskräfte,  jedoch  unter  der  Beschränkung, 
dass  die  Beschleunigung,  welche  sie  einem  Punkte  ertheilen,  nach  einem 
bestimmten  Gesetze  von  der  Entfernung  von  jenem  Punkte  und  von  dessen 
Masse  oder  der  Menge  eines  in  ihm  befindlichen  Agens,  im  Allgemeinen 
aber  nicht  von  der  Richtung  abhängig  ist.  Jener  Punkt  heisst  das  At- 
tractions- oder  Repulsionscentrum.  Wenn  also  ein  System  oder  eine  Parthie 
desselben  Attractionskräften  eines  Centrums  C  unterworfen  ist,  so  greift 
an  jedem  Punkte  M  von  der  Masse  tn  eine  Kraft  mq>  an,  gerichtet  längs 
der  Geraden  M C,  deren  Beschleunigung  <p  eine  bestimmte  Function  der 
Entfernung  MC  =  r  und  der  Masse  oder  Menge  Agens  (i  des  Punktes  C 
ist.  Ein  sehr  allgemeiner  Fall  dieser  Art  ist  g>  =  [iF(r)y  d.  h.  der,  dass 
tp  proportional  [i  ist.  Greifen  an  den  Punkten  eines  Systems  Attractions- 
kräfte  an,  welche  blos  einem  einzigen  Centrum  zugehören,  so  sind  dieselben 
als  Kräfte,  deren  Richtungen  nach  einem  Punkte  convergiren,  stets  einer 
Einzelresultanten  äquivalent,  welche  durch  das  Centrum  hindurchgeht;  ist 
dasselbe  aber  den  Attractionen  verschiedener  Centra,  oder  einer  continuir- 
lichen  Folge,  oder  einer  eine  Fläche  oder  eine  Parthie  des  Raumes  con- 
tinuirlich  erfallenden  Menge  von  Centris  ausgesetzt,  so  lassen  sich  zwar 
die   Attraction  skr  äfte   für   jedes    einzelne    Centrum   apart   auf  eine    Einzel- 
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kraft  reduciren,  aber  alle  zusammen  und  mithin  auch  die  sämmtlichen 
Attractionskräfte  des  ganzen  Systems,  sind  im  Allgemeinen  nicht  wieder 
einer  blosen  Resultanten,  sondern  einer  Resultanten  in  Verbindung  mit 
einem  resultirenden  Paare  äquivalent.  Die  Reduction  auf  diese  beiden  Ele- 
mente ist  auf  unzählige  Arten  möglich,  insbesondere  aber  gibt  es  eine 
Reduction  für  die  Centralaxe  dieser  Kräfte,  für  welche  das  Axenmoment 
des  Paares  der  Resultanten  parallel  wird.  So  setzt  eine  sorgfältige  Theorie 
der  irdischen  Schwere  voraus,  dass  jeder  Punkt  eines  schweren  Körpers 
von  Attractionskräften  afficirt  wird,  deren  Centra  die  verschiedenen  Punkte 
des  Erdkörpers  sind;  die  Resultante  aller  dieser  Kräfte  ist  das  Gewicht 
des  Körpers;  vermöge  der  Gestalt  des  Erdkörpers  geht  diese  Resultante 
nahezu  durch  dessen  Mittelpunkt  und  verschwindet  das  resultirende  Paar 
als  unmerklich. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  sind  diejenigen  Attractions-  und  Repul- 
sionskräfte,  welche  wechselseitig  so  wirken,  dass  von  irgend  zwei  Punkten 
üf,  M  jeder  für  den  anderen  Centrum  der  Anziehung  oder  AbBtossung  ist. 
Die  Voraussetzung  solcher  Kräfte  liegt  der  Newton'schen  Theorie  der  all- 
gemeinen Gravitation  zu  Grunde,  von  welcher  die  der  irdischen  Schwere 
nur  ein  specieller  Fall  ist.  Es  möge  jeder  der  beiden  Punkte  die  Einheit 
der  Masse  enthalten  und  beide  um  die  Linieneinheit  von  einander  entfernt 
sein.  An  M  greift  dann  eine  Kraft  an,  welche  durch  M'  als  Centrum  geht, 
an  M  eine  andere,  welche  durch  M  geht,  beide  seien  einander  gleich  an 
Intensität,  gleich  e;  ihr  Sinn  ist  im  Falle,  dass  beide  Punkte  Centra  der 
Anziehung  oder  Abstossung  sind,  entgegengesetzt  und  zwar  übereinstim- 
mend mit  dem  Sinne  MM  an  M  und  MM  an  M  im  Falle  der  Anziehung, 
mit  MM  an  M  und  MM  an  M  im  Falle  der  Abstossung;  ihr  Sinn  ist 
derselbe,  wenn  der  eine  ein  Centrum  der  Anziehung,  der  andere  ein  Cen- 
trum der  Abstossung  ist.  Wird  nun  die  Masse  des  Punktes  M  das  mfache 
der  Masseneinheit,  wo  m  eine  beliebige  Zahl  sein  kann,  so  wird  die  Kraft, 
welche  m  afficirt,  me,  weil  auf  jede  in  M  befindliche  Masseneinheit  die- 
selbe, durch  M  gehende  Kraft  wirkt  und  die  an  M  angreifende  Kraft 
wird  gleichfalls  ms,  weil  jede  in  M  befindliche  Masseneinheit  als  ein  Cen- 
trum der  Wirkung  auf  M  anzusehen  ist.  Aus  denselben  Gründen  wird  die 
Kraft  mi  an  beiden  Punkten  zu  mms,  wenn  die  Masse  von  M  zu  tri 
wird.  Werden  also  alle  Massenpunkte  als  Centra  der  Anziehung 
oder  Abstossung  für  einander  angesehen,  so  sind  die  Kräfte, 
mit  welchen  je  zwei  Punkte  gegenseitig  beschleunigt  werden, 
in  der  Einheit  der  Entfernung  gleich  an  Intensität  und  dem 
Produkte  ihrer  Massen  proportional.  Treten  nun  die  Punkte  M,  M 
aus  der  Einheit  der  Entfernung  in  die  Entfernung  r  auseinander,  so  wer- 
den die  beiden  Kräfte  immerhin  einander  gleich  bleiben,  ihre  gemeinsame 
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Intensität  wird  aber  von  r  abhängen  und  kann  durch  amm'F(r)  dargestellt 
werden.  Nach  dem  Gesetze,  welches  Newton  der  allgemeinen  Gravitations- 
theorie zu  Grunde  gelegt  hat,  ist  ^(^  —  -y,  d.  h.   es  nimmt  die  Kraft- 

T 

Intensität  mit  dem  Quadrate  der  Entfernung  der  beiden  Punkte  ab. 

§.  2.  Wir  wollen  zunächst  eine  Reihe  von  Attractionsproblemen  be- 
handeln, welche  mit  elementaren  Mitteln  durchführbar  sind ;  später  werden 
wir  die  Theorie  der  Kräftefunction  entwickeln,  von  welcher  alle  derartige 
Untersuchungen  abhängen. 

1.  Die  Punkte  des  homgenen  Kreisbogens  AB  (Fig.  80)  von  der 
specifi-schen  Masse  q,  dem  Radius  r  und  dem  Centriwinkel  ACB=*2a 
ziehen  einen  im  Mittelpunkte  C  befindlichen  Punkt  von  der  Masse  p 

nach  dem  Newton'schen  Gesetze  an;  man  soll  die  Re- 
sultante B  aller  Anziehungskräfte  bestimmen. 

Die  Masse  des  im  Punkte  M  verschwindenden  Linienele- 


mentes MM'  ist  q-  MM  und  die  Kraft,  mit  welcher  dasselbe 


den  Punkt  C  in  der  Richtung  CM  afficirt, 


8fl'  q  .  MM' 


sie 


Fig.  so. 


zerfällt  in  zwei  Componenten,  eine  parallel  der  Sehne  AB,  die 
andere  längs  des  Radius  CD.  Für  Winkel  MCD  =  0  ist  letz- 
tere , C08&,  die  erstere  kommt  für  die  Bildung  der 


Resultanten  B  nicht  in  Betracht,  da  je  zwei  symmetrisch  gegen  den  Radius  CD 
gelegene  Punkte  M  entgegengesetzt  gleiche  Componenten  parallel  der  Sehne  lie- 
fern und  sich  dieselben  paarweise,  tilgen.  Die  totale  Attractionskraft  hat  die 
Richtung  von  CD  und  ist  die  Summe  aller  Componenten  längs  dieser  Linie.  Nun 
ist  aber  MM' -cos  4r  die  Protection  QQf  des  Elementes  MM'  auf  die  Sehne  AB, 
weil  die  Tangente   in  M  mit  AB   gleichfalls  den  Winkel  4r  bildet,  daher  ist 

B  =  ^— ■  ZQQ'  =»  _£?_L Denkt  man  sich  die  Sehne  AB  mit  Masse,  von 

derselben  Beschaffenheit  wie  die  des  Bogens  belegt,  so  ist  dieselbe  q  .  AB  und 
wenn  diese  in  den  Punkt  D  concentrirt  gedacht  wird,  so  zieht  D  den  Punkt  C 
mit  derselben  Kraft  B  an.    Daher  der  Satz: 

Die  Attractionskraft,  mit  welcher  ein  homogener  Kreisbogen 
einen  im  Mittelpunkte  befindlichen  Punkt  afficirt,  ist  nach  dem 
Mittelpunkt  des  Bogens  gerichtet  und  gleich  der  Attraction,  welche 
dieser  Mittelpunkt  ausüben  würde,  wenn  in  ihm  die  Masse  der  Sehne 
vereinigt  wäre,  letztere  von  derselben  speeifischen  Masse  gedacht, 
wie  der  Bogen. 

Da  AB  =»  2r  sin  a  ist,  so  kann  man  B  die  Form  geben: 

2  SfiQ 


B 


sin  et. 


2.  Eine  homogene  Strecke  AB  (Fig.  81)  von  der  speeifischen 
Masse  q  zieht  einen  ausser  ihr  gelegenen  Punkt  C  vom  der  Masse  p 
nach  dem  Newton'schen  Gesetze  an;  man  soll  Richtung  und  Inten- 
sität der  Attraction  bestimmen. 
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Beschreibt  man  um  C  einen  Kreis  A!B"Dy  welcher  die  Richtung  der  Strecke 
AB  in  D  berührt  und  denkt  sich  den  Bogen  AB",  dessen  Centralprojection  von 

C  aus  die  Strecke  AB  ist^  von  derselben  specifischen 
Masse,  wie  diese  Strecke,  so  sind  die  Attractions- 
kräfte,  welche  irgend  zwei  dem  Strale  CmM  anlie- 
gende Elemente  MM\  mm  der  Strecke  und  des  Bo- 
gens  auf  C  ausüben, 

suo' MM*       ,  eiiQ -mm 

r  _ ,_. und  —  • 

CM*  Cm* 

Bildet  nun  der  Stral  CM  mit  AB  den  Winkel  &  und 
beschreibt  man  mit  CM  als  Radius  das  Element  Mml ,  welches  mit  MM'  und 
«im'  in  demselben  Centriwinkel  MCmx  liegt,  so  wird 

TUT  Cm  TUTTUT'         '      A       Cm  TUT  TLM*      G ^  ^W 


-  MM' -CD  .£^-JOT .2^= 

CM*  CM* 

und  wenn  man  dies  für  m  tri  in  den  Ausdruck  der  Attractionakraft  des  Elementes 
mm  einfuhrt,  so  wird  er  gleich  dem  Ausdruck  der  Kraft  des  Elementes  MM'. 
Demnach  üben  je  zwei  entsprechende  Elemente  der  Strecke  und  des  Bogens  gleiche 
Attraction  auf  C  aus  und  ist  daher  auch  die  Resultante  aller  für  beide  dieselbe. 
Mit  Rücksicht  auf  Nr.  1  folgt  daher  der  Satz: 

Eine  homogene  Strecke  AB  zieht  einen  äusseren  Punkt  C  mit 
derselben  Kraft  an,  wie  der  homogene  Bogen  eines  Kreises  derselben 
specifischen  Masse,  welcher  AB  zur  Centralprojection  von  C  aus  hat 
und  die  Richtung  der  Strecke  berührt.  Die  Richtung  der  Attractiona- 
kraft halbirt  demnach  den  Winkel,  unter  welchem  die  Strecke  vom 

angezogenen  Punkte  aus  erscheint  und  ihre  Intensität  ist  — —  sin  \af 

wenn  a  dieser  Winkel  und  a  der  Abstand  des  Punktes  von  der  Rich- 
tung der  Strecke  ist. 

Beschreibt  man  in  der  Ebene  der  Figur  eine  Hyperbel,  deren  Brennpunkte 
A,  B  sind  und  welche  durch  den  Punkt  C  geht,  so  halbirt  die  Tangente  derselben 
in  C  den  Winkel  ACB.  Construirt  man  daher  das  ganze  System  der  für  A,  B 
confocalen  Hyperbeln,  so  gibt  für  jeden  Punkt  der  Ebene  die  Tangente  der  durch 
ihn  hindurchgehenden  Hyperbel .  die  Richtung  der  Attractionskrafb  an,  welche  die 
Strecke  AB  auf  ihn  ausübt.  Diese  Hyperbeln  heissen  daher  die  Kraftlinien 
für  das  Attractionsproblem.  Construirt  man  durch  C  eine  Ellipse,  welche  Ay  B 
zu  Brennpunkten  hat,  so  ist  die  Halbirungslinie  des  Winkels  ACB  zu  ihr  normal; 
der  Punkt  C  befindet  sich  daher  auf  ihr  unter  Einfluss  der  Attraction  von  AB 
und  des  Normal  Widerstandes  im  Gleichgewicht.  Daher  sind  die  zu  -4,  B  confo- 
calen Ellipsen  die  Niveaulinien  des  Problems  für  die  Punkte  C  in  der  Ebene. 
Läset  man  die  Ellipsen  um  .AI?  als  Axe  rotiren,  so  erzeugen  sie  Rotationsellipsoide, 
deren  Normalen  die  Halbirungslinien  der  Winkel  A  CB  aller  Punkte  C  des  Raumes 
sind.  Sie  sind  die  Niveauflachen  der  Attraction  der  Strecke  AB  bezüglich  der 
Punkte  des  Raumes. 

Nehmen  wir  au  (Fig.  82),  der  homogene  Halb  stral,  welcher  von  A  nach  dem 
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Unendlichen  hinläuft,  stosse  den  Punkt  C  ab,  der  von  B  nach  dem  Unendlichen 
im  entgegengesetzten  Sinn  verlaufende  ziehe  C  mit  derselben  homogenen  Masse 
an,  so  kann  statt  dessen  der  Bogen  Allf  y  dessen  Centralprojection  der  abstossende 

Stral  ist,  als  abstossend  und  der 
W  Bogen  B'V\  dessen   Centralpro- 

— ^^        "E— jection  der  anziehende  Stral  ist, 

als  anziehend  substituirt  werden. 
Für  den  abstossenden  Bogen  Ä  IT 
aber  kann  man  den  ihm  con- 
gruenten,  im  entgegengesetzten 
Scheitelraume  liegenden  Bogen 
VW  als  anziehend  einführen.  Daher  ist  die  Gesammtwirkung  beider  Stralen, 
des  anziehenden  und  des  abstossenden  zusammen,  gleich  der  Anziehung  des  Bo- 
gen s  B'W.  Die  Attractionskraft  desselben  halbirt  aber  den  Winkel  B'CW  und 
steht,  da  dieser  der  Nebenwinkel  zu  ACB  ist,  auf  der  Halbirungslinie  des  letz- 
teren, welcher  die  Richtung  für  die  Attraction  der  Strecke  AB  angibt,  senkrecht. 
Ihre  Richtung  ist  die  Tangente  der  zu  A,  B  confocalen,  durch  C  gehenden  Ellipse 
und  normal  zu  der  ihr  confocalen  Hyperbel.  Daher  ist  diese  Ellipse  Kraftlinie 
für  die  Wirkung  der  beiden  Stralen  und  das  Rotationshyperboloid  um  AB  als 
Axe,  dessen  Generatrix  die  Hyperbel  ist,  eine  Niveaufläche.  Diese  Betrachtung 
liefert  den  Satz: 

Die  Schaar  Rotationsellipsoide  um  dieselbe  Axe,  welche  unter 
einander  confocal  sind  für  zwei  Punkte  A,  B  dieser  Axe  als  Brenn- 
punkte bildet  die  Niveauflächen  für  die  Newton'sche  Attraction  der 
homogenen  Strecke  AB,  die  Schaar  von  Rotationsdoppelhyperboloi- 
den um  dieselbe  Axe,  welche  für  dieselben  Brennpunkte  confocal 
sind,  bildet  die  Niveauflächen  für  die  Gesammtwirkung  der  von  A 
und  B  nach  dem  Unendlichen  verlaufenden  homogenen  Halbstralen, 
wenn  von  ihnen  der  eine  nach  dem  Newton'achen  Gesetze  anziehend, 
der  andere  nach  demselben  Gesetze  abstossend  wirkt. 

3.    Attraction  einer  homogenen  Kugelfläche  (Fig.  83).    Es  sei  C  der 
Mittelpunkt,  R  der  Radius  und  q  die  specifische  Masse  derselben,   P  der  ange- 
zogene Punkt  von  der  Masse  fi,  a  seine  Entfernung  PC  vom*  Mittelpunkte  und 
liege  P  zunächst  im  Aussen  räume  der  Kugel.    Durch  P  ziehen  wir  einen  belie- 
bigen Stral  PMM\  welcher  die  Kugel - 
IQ'  fläche   in   M  und  M'  schneidet   und   sei 

PJlf  =  r.   Das  Flächenelement  dSt  in  M 

j  o 

zieht  alsdann  P  mit  der  Kraft   fito-  — - 

^  r 

flN^p  an  und  die  längs  PC  gerichtete  Compo- 
nente  derselben,  auf  welche  allein  es 
hier  ankommt,  da  die  zu  PC  senkrech- 
ten, von  den  verschiedenen  Flächenele- 
menten herrührenden  Componenten   sich 

lg'  vermöge  der  Symmetrie   der  Figur  paar- 

j  o 
weise  tilgen,  ist   epQ-  -j-  cos  <jp ,    wenn  Winkel   MPC=q>.    In    dem   Dreieck 

PCM  tragen  wir  an  M  den  Winkel  CM 0  «  9  an  und  erhalten  ACMO  cnAPCM, 
wofür  demnach  die  Proportion  besteht: 
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CO       Ä        CTM 

B   "*  a  =     r    ' 

woraus  (70 .  a  =»  B*  folgt,  sodass  0  ein  und  derselbe  Punkt  für  alle  Elemente  d  & 
bleibt,  nämlich  der  vierte  harmonische  Punkt  zu  P  als  dem  einen  und  den  Durch- 
schnitten P0,  Px  von  PC  mit  der  Kugel  als  dem  anderen  Paare  zugeordneter 
Punkte  oder  also  der  zu  P  in  Bezug  auf  die  Kugelfläche  conjugirte  Punkt.  Durch 
den  Umfang  des  Flächenelementes  dSl  legen  wir  von  0  aus  einen  unendlich 
schmalen  Kegel.  Derselbe  schneidet  aus  einer  um  0  mit  OM  beschriebenen 
Kugelfläche  ein  Element  dSlx  aus  und  da  die  beiden  Elemente  d&,  dSLx  -mit  ein- 
ander denselben  Winkel  9  einschliessen,  wie  die  Radien  CM  und  OM  der  Kugel- 
flächen, denen  sie  angehören  und  auf  welchen  sie  senkrecht  stehen,  so  wird 
dSl  «cos  9  =  d&!  und  mithin  die  Attractionscomponente  von  dSl  längs  PC  gleich 

spQ r-  •    Nun  sei  dm  das  Mass  des  körperlichen  unendlich  kleinen  Winkels  0, 

welcher  über  d&x  steht,  d.  h.  die  Grösse  eines  Kugelflächenelementes  vom  Radius 
gleich  der  Längeneinheit,  welches  von  dem  unendlich  schmalen  Kegel  ausge- 
schnitten wird;  dann  ist  d&Y  =»  0M*>  dto  und  folglich  die  fragliche  Attractions- 

0 AT* 
componente  spQ  •   — y—  •  den.     Obiger  Proportion  zufolge  geht  dieser  Ausdruck 

B2 
aber  über  in  tpQ  •  — r  •  da>.     Eine  ähnliche  Componente  von  derselben  Richtung 

und  demselben  Sinne  liefert  das  Flächenelement  bei  M\  nämlich  $(iq  •  - -s-  •  dm\ 

wenn  deo'  das  Mass  des  über  ihm  stehenden  Winkelraumes  ist  Legt  man  nun 
von  P  aus  an  die  Kugel  den  Tangentenkegel,  so  berührt  er  dieselbe  in  dem 
Kreise,  in  welchem  sie  von  der  in  0  auf  PC  senkrecht  stehenden  Polarebene  des 
Punktes  P  geschnitten  wird.  Diese  Ebene  zerfällt  die  Kugelfläche  in  zwei  Theile, 
von  denen  der  eine  die  Elemente  dSL  enthält,  welche  Punkten  M  anliegen,  wäh- 
rend der  andere  solche  enthält,  welche  Punkten  M'  angehören.  Erstere  liefern 
auf  der  um  0  mit  dem  Radius  gleich  der  Einheit  beschriebenen  Kugel  Flächen- 
elemente da>,  letztere  solche  dm'.  Summiren  wir  jetzt  alle  Componenten  längs 
PC,  welche  von  den  verschiedenen  Elementen  der  Kugelfläche  herrühren,  so  er- 
gibt sich,  weil  Zdm  -\-  £da>  =  4»,  nämlich  gleich  der  ganzen  Kugelfläche  vom 
Radius  Eins  und  also  das  Mass  des  vollen  Winkelraumes  ist,  als  Gesammtcompo- 
nente  der  Attraction: 

ö* 
Die  Masse  M  der  Kugelfläche  ist  M  =»  4k? 22*  und  wenn  man  dieselbe  im  Mittel- 
punkte C  concentrirt  denkt,  so  würde  dieser  Punkt  auf  P  die  Anziehung    ■—-- 

ausüben.    Daher  der  Satz: 

Eine  homogene  Kugelfläche  zieht  einen  Pun&t  des  Aussenraumes 
ebenso  an,  als  ob  ihre  Masse  im  Kugelmittelpunkte  vereinigt  wäre. 

Denkt  man  sich  den  Punkt  P  als  Spitze  eines  schmalen  Kegels,  welcher  daß 
Element  dSl  an  M  enthält,  so  schneidet  derselbe  aus  der  Kugelfläche  bei  M  ein 
Element  d&  aus,  dessen  Ebene  gegen  den  Stral  PMM'  dieselbe  Neigung  ip  hat, 

wie  dß.  Man  hat  sin  tf>  =>  ^  MM' :  B.  Wird  4  ah  er  der  Winkelraum  dieses  Kegelß 
mit  da  bezeichnet,  so  sind  für  PM=*  r,  PM'  *»r  die  Grössen  r'dö,  r*d©  die 
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•  M~M* 

Projectionen  von  d&,  d&'  auf  Ebenen  senkrecht  zu  r  und  folglich  r'da  «-"-=*- dA» 

r'*da  —  ~^-  dß',  woraus  du  :  da  «  r1 :  r  f  folgt.    Es  war  ferner 

dÄ  2** 

— — ^cos  op  «=■  — =- am , 
r*  ar 

daher  ist  jf  jf  .  b  , 

a©  =—  -— = am, 

2as  cos  9 

also    -^■-■-== — — .    Das  zu  d£'  gehörige  da'  ergibt  sich  vermöge  der  Re- 
<*»        MM'R 

i«       <*Ä'  -R8^   '  1..U  i.-    r*    ^«         MM'R      _    , 

laaon  —77-  cos  <p  =  — ■=-  da»  :  man  erhält  hierfür  aG  =  -— -= •  da»  ,    woraus 

r1  y        a"  2  a"  cos  qj 

da»'       2  a8  cos  op  .  .   ,      _    .  ,      ....      ,  ,   , 

_ —  mm — z.  folgt.    Es  ist  mithin  ow«  dm . 

<*»         JOT  •  R 

Nehmen  wir  jetzt  an,  der  Punkt  P  liege  im  Innenraume  der  Kugel  (Fig.  84), 
so  fallt  der  conjugirte  Pol  0  in  den  Aussenraum.    Die  beiden  Punkte  M,  M' 

und  die  ihnen  anliegenden  Elemente 


dSl  und  dU'  liegen  auf  entgegenge- 
setzten Seiten  von  P  und  üben  auf 
diesen    entgegengesetzte    Attractionen 

R*  R* 

epQ  — j-  da»  und  epq  —^  dm   aus.    Sie 

sind  gleich  und  tilgen  sich,  da  wegen 
der  gleichen  Neigung  von  d£,  dQ! 
gegen  MM'  die  Elemente  da»  und 
da»',  wie  oben,  gleich  werden.  Eine 
pi_  M  homogene  Kugelfläche  übt  da- 

her   auf    einen    inneren    Punkt 

keine  Anziehung  aus   und  der  Punkt  befindet  sich  in  jeder  Lage  im 

Innenraume  im  Gleichgewicht. 

Dieser  Satz  folgt  auch  aus  der  oben  gegebenen  Proportion  — =•  =  — ,T>  wenn 

T  f 

dieselbe  beiderseits  mit  b(iq  multiplicirt  wird.  Auch  sieht  man  ein,  dass  wenn 
die  Punkte  M,  M'  über  die  Kugel  hinlaufen,  der  Winkelraum  des  von  0  aus  an 
die  Kugel  gelegten  Tangentenkegels  mit  den  Elementen  dm9  dm'  so  belegt  wird, 
dass  die  einen  Elemente  sich  über  die  anderen  hinlagern  und  wenn  sie  als  mit 
entgegengesetztem  Zeichen  versehen  angesehen  werden,  sich  tilgen. 

Rückt  der  Punkt  P  auf  die  Kugelfläche  von  der  Seite  des  Aussenraumes ,  so 
wird  die  Kraft,  mit  welcher  ihn  die  Kugel  anzieht,  4««  ^9,  da  a=  i?;  gelangt 
er  auf  der  Innenseite  auf  dieselbe,  so  ist  diese  Kraft  gleich  Null. 

Nach  der  obigen  Methode  kann  man  die  Attraction  jedes  beliebigen  Kugel- 
flächenstücks auf  einen  Punkt  P  bestimmen,  sobald  dasselbe  in  Bezug  auf  den 
Durchmesser  PC  symmetrisch  liegt,  sodasB  die  Attractionscomponenten  senkrecht 

zu  PC  sich  paarweise  tilgen.     Man  erhält   •  ^    , — ,  wenn  m  den  Winkelraum 

eines  Kegels  bezeichnet,  der  von  0  aus  durch  die  Grenzearve  des  Flächenstücks 
hindurchgeht. 

Die  obigen  Sätze  bestehen  fort,  wenn  an  die  Stelle  der  Kugelfläche  eine 
unendlich  dünne  Kugelkruste  von  constanter  speeifischer  Masse  9  tritt;  die  Masse 


III.  Th.,  Cap.  XIII,  §.  2.    Attraction  der  homogenen  Kugelfläche.  287 

des  Flächenelementes  Q-dSl  wird  hierbei  vertreten  durch  Qd&dR,  die  Masse 
des  unendlich  kleinen  Volumens  dSldR,  wo  dB  die  constante  Dicke  der  Kruste 
bedeutet.  Indem  man  solcher  Ernsten  unendlich  viele  übereinander  lagert,  wobei 
die  specifische  Masse  von  Kruste  zu  Kruste  variiren  kann,  gelangt  man  dazu,  die 
Sätze  auf  eine  Kugelschicht  von  endlicher  Dicke  auszudehnen.  Für  den  Fall, 
dass  der  afficirte  Punkt  in  der  Masse  der  Schicht  liegt,  hat  man  die  Schicht 
durch  eine  durch  diesen  Punkt  gehende  Kugelflache  in  zwei  Schichten  zu  spalten. 
In  Bezug  auf  die  äussere  ist  er  ein  dem  Innenraume  angehöriger,  der  Innenfläche 
anliegender  Punkt,  in  Bezug  auf  die  innere  befindet  er  sich  auf  der  Aussenfläche. 
Die  Sätze  lauten  demnach: 

Eine  Kugelschicht  von  constanter  oder  von  Schale  zu  Schale  ver- 
änderlicher specifischer  Masse  zieht  einen  Punkt  ihres  Aussenraumes 
nach  dem  Newton'schen  Gesetze  in  der  Richtung  nach  ihrem  Mittel- 
punkte an  und  zwar  so,  als  ob  ihre  Masse  in  diesem  Mittelpunkte 
vereinigt  wäre;  auf  einen  Punkt  ihres  Innenraumes  übt  sie  keine 
Wirkung  und  einen  Punkt  ihrer  Masse  afficirt  sie  nur  mit  der  Masse 
derjenigen  Partialschicht,  in  Bezug  auf  welche  er  ein  äusserer  ist. 

Eine  Vollkugel  zieht  einen  Punkt  ihrer  Masse  mit  der  Masse  des- 
jenigen Theiles  an,  welcher  von  der  durch  den  afficirten  Punkt 
gehenden  concentrischen  Kugel  umschlossen  wird. 

Ist  x  die  Entfernung  des  Punktes  vom  Mittelpunkte,  so  ist  demnach  $hsqiix 
bei  constanter  specifischer  Masse  die  Attractionskraft,  also  der  ersten  Potenz  des 
Abstandes  vom  Mittelpunkte  proportional.    (Vgl.  B.  I,  S.  346,  Abs.  2.) 

Man  dehnt  diese  Sätze  leicht  auf  die  Fälle  der  Attraction  zweier  Kugeln 
aufeinander  aus. 

4.  Andere  Methode,  die  Attraction  einer  homogenen  Kugelfläche 
zu  bestimmen  (Fig.  83  und  84).  Für  Winkel  PCM  ^9,  PM  =  r  hat  man 
als  Inhalt  der  schmalen  Zone,  welche  das  Linienelement  bei  M  durch  Rotation 
um  CP  erzeugt,  2nR*  sin  ddü  und  da  alle  Elemente  dieser  Zone  den  Punkt  P 
gleich  stark  anziehen  und  ihre  Anziehungskräfte  gleiche  Neigung  gegen  CP  haben, 
so  ist  die  totale  Attraction  der  Zone,  längs  CP  gerichtet: 

'  _t    sin  AdA 

ffiQ  •  2xi(s'  j •  COS  qp, 

T 

oder  da  4*922*  =»  M  die  Masse  der  Kugelfläche  darstellt  und 

CP  =  a  «—  R  cos  A  +  r  cos  tp 
ist, 

.       _-    a  —  R  cos«-    .    A,A     • 
^SfiM  • j sin  Aa  A. 

An  die  Stelle  der  Variabein  A  führen  wir  r  ein.  Hierzu  dient 

r»  =  a%  +  R*  —  2aR  cos  fr,  also  rdr  =»  aR  sin  A<*ö\ 

Man  erhält  dann 

t       M  ( 1        R*  -  a«\   , 

ittl  ^  \R  -  S?-)  dr' 

Daher  wird  die  Gesammtanziehung  Ä  der  Kugel: 

1.  für  einen  äusseren  Punkt,  für  welchen  die  Grenzen  der  Integration  r=a  —  R 
und  r  «=■  a  -f  R  sind: 


288  Kräftefunction  oder  Potential.        III.  Th.,  Cap.  XIII,  §.  3. 

a  +  R 

M  fr    .   B*  —  a*\       e*M 

a  —  R  . 

2.  für  einen  inneren  Punkt,  wofür  die  Grenzen  r  =  B  —  a  und  r  «■  B  -f-  a 
sind :  R  +  a 

M/r     .    B*  —  a* 


t       M/r     .    B*  —  a*\       A 


Ä  —  a 


5.  Anziehung  einer  massiven  homogenen  Halbkugel  auf  einen 
Punkt  ihres  Bandes. 

6.  Attraction  einer  homogenen  Kreisfläche  und  ihres  Aussen- 
raumes  auf  einen  Punkt  P  des  im  Mittelpunkte  C  auf  sie  errichteten 
Perpendikels. 

7.  Attraction  eines  homogenen  Ereiscylinders  von  der  Länge  l 
und  dem  Radius  B  auf  einen  Punkt  seiner  Aze. 

8.  Attraction  eines  abgestumpften  geraden  homogenen  Kreis- 
kegels auf  einen  Punkt  seiner  Axe. 

9.  Von  zwei  gleich  grossen  parallelen  Kreisscheiben  gleicher 
Bpecifischer  Masse,  welche  beide  senkrecht  auf  ihrer  Centrallinie 
stehen,  zieht  die  eine  einen  Punkt  dieser  Centralen  an,  während  die 
andere  ihn  abstösst.     Welches  ist  die  Resultante  dieser  Kräfte? 

§.  3.  Für  Attractionskräfte  lägst  sich  eine  Function  bilden,  deren 
partielle  Differentialquotienten  den  Componenten  der  Kraft  proportional 
sind.  Dieselbe  ist  eine  blose  Function  des  Ortes,  d.  h.  der  Coordinaten 
des  afficirten  Punktes,  weil  Attractionen  blos  von  der  Entfernung  ab- 
hängen. Von  ihr  ist  das  ganze  Problem  der  Attraction,  wie  das  Pro- 
blem der  Bewegung  des  Attractionskräften  unterworfenen  Punktes  ab- 
hängig. 

Es  sei  dm  (Fig.  85)  das  Element  einer  auf  den  Punkt  P  {xyz)  von 
der  Masse  <u  anziehend  wirkenden,  irgend   einen  Raum   erfüllenden  conti- 

nuirlichen  oder  auch  aus  discreten  Theilen 
bestehenden  Masse,  e  die  Anziehungskraft  für 
die  Einheit  der  Entfernung  zweier  in  Punkte 
concentrirter  Masseneinheiten  und   F  (r)   das 


0 


^  t,jr  Anziehungsgesetz;    dann    ist    BpdmF{r)    die 

Intensität  der  Kraft,  mit  welcher  das  Massen- 
element dm  und  die  Masse  <u  des  Punktes  P 
in  der  Entfernung  r  sich  gegenseitig  anziehen. 
Sind  ferner  a,  &,  c  die  Coordinaten  von  dm% 

so   stellen   ,   ,   die  Rich- 

r  r  r 

tungscosinii3se   der  Linie  r   dar,   von  P  nach   dm  hinführend  gedacht  und 

sind  mithin  die  Richtungscosinusse  für  die  an  P  angreifende  Anziehungs- 


III.  Th.,  Cap.  XIII,  §.  3.        Kräftefunction  oder  Potential.  289 

kraft     Daher  sind  die  Componenten  dieser  Kraft 

*  v  0  — -  X  /  v  h  ~~~  ff  s  \  C  ™~  8 

t\*F{f) dmy    tpF(r) -dm,     epF{r) dm. 

T  T  T 

Für  den  Fall  der  Abstossung  erhalten  die  Cosinusse  das  umgekehrte  Zeichen, 
welches  man  aber  mit  dem  Factor  s  vereinigt  denken  kann,  sodass  s  als 
positiv  für  Anziehungen,  als  negativ  für  Abstossungen  angesehen  werden 
kann.  Die  Summen  aller  Componenten,  mit  welchen  die  verschiedenen 
Massenelemente  auf  (i  wirken,  erhalt  man,  indem  man  die  vorstehenden 
drei  Ausdrücke  durch  die  ganze  Masse  hindurch  integrirt  oder,  wenn  die- 
selbe auf  discrete  Punkte  vertheilt  ist,  von  Punkt  zu  Punkt  summirt.  Diese 
Summen  stellen  die  Componenten  X,  F,  Z  der  Oesammtattraction  zwischen 
der  Totalmasse  Jind  dem  Punkte  P,  d.  h.  die  Componenten  der  Kraft  dar,  mit 
welcher  diese  P  angreift  und  —  JC,  —  F,  —  Z  sind  die  Componenten  der 
entgegengesetzt  wirkenden,  ebenso  grossen  Kraft,  mit  welcher  P  auf  jene 
Masse  anziehend  wirkt.    Es  sind  demnach: 


X  -  «p  Jf{t)  ^=11  dm, 
Y=,pfF(r)b-=-£dm, 
Z-tpfF(r)?-=-Zdm, 


worin  das  Integralzeichen  eine  einfache,  doppelte  oder  dreifache  Integration 
anzeigt,  je  nachdem  dm  unendlich  klein  von  der  ersten,  zweiten  oder  dritten 
Ordnung,  d.  h.  das  Massenelement  einer  Linie,  einer  .Flache  oder  eines 
Körperraumes  ist,  über  welchen  die  Masse  vertheilt  ist.    Nun  ist 

r»  -  (a  -  *)*  +  (6  -  y)»  +  (c  -  *)* 
und  sind  folglich  (nach  einer  zuerst  von  Lagrange  gemachten  Bemerkung) 
die  Cosinusse  der  Richtungswinkel 

a  •—  x  dr     b  —  y  dr      c  —  z  dr 

r     mB*~dx*    ~r     """      dy'        ~ "" ~di* 

Hiermit  werden 

X-trf-F{r)d£dm, 

Z-wf-F(r)j-edtn, 

und  wenn  man  also  —  F(r)  als  den  Differentialquotienten  einer  Function 
qp(r)  darstellt,  sodass    — F(r)  =  tp '(r)  und  9  (r)  =  f  —  F(r)  dr  wird, 

Sohbli,  Mechanik.    II.  19 
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dr  dr 

so  nimmt  die  Grösse   — F(f)  7—  <^e  Gestalt  o/(r)  —   an    und    geht   in 

dx  dx 

den  partiell  nach  x  genommenen  Differentialquotienten  — T         von    q>  (r) 

dx 

über.    Ebenso  wird 

K)dy  dy     '  Knde  du 

and  man  erhalt: 

*V      dx  p       dx 

rJ       dy  r         dy 

Cd-<p(r)  df<p(r)dm 

rJ       dz  r         dz 

Setzt  man  daher 

XJ  =  ftp  (r)  dm, 

so  erhält  man  schliesslich  X,  Y,  Z  durch  blose  Differentiation  von  U  nach 
xt  y,  z,  nämlich: 

_         atf  du     „  *     du 

r  dx  '  r  0y  '  ^  dz 

Die  Function  ET  von  xy  y,  £  heisst  die  Kräftefunction  oder  das  Poten- 
tial der  Attraction  der  gegebenen  Masse  und  kann  der  Inhalt  der  geführten 
Untersuchung  in  den  Satz  zusammengefasst  werden: 

Wenn  die  Elemente  dm  einer  Masse  M  nach  dem  Attrac- 
tionsgesetze  F(r)   auf  einen   Punkt  P  von   der  Masse  u  wirken 

und  man  aus  F(r)  zunächst  die  Function  <p(r)=f — F(r)dr  und 

aus  ihr  das  Potential  U=f<p(r)dm  bildet,  so  sind  die  Compo- 
nenten  der  Attractionskraft,  welche  an  P  angreift,  die  partiel- 
len  Differentialquotienten  des  Potentials,  genommen  nach  den 
Coordinaten  jr,  y,  z  des  afficirten  Punktes,  multiplicirt  mit 
dessen  Masse  und  dem  Factor  e,  welcher  die  Wirkung  zweier 
Masseneinheiten  in  der  Entfernung  gleich  der  Linieneinheit 
darstellt. 

§.  4.  Die  Intensität  der  Kraft  P,  mit  welcher  der  Punkt  (xye)  an- 
gezogen wird  und  ihre  Richtung  (<*,  ß,  y)  sind  bestimmt  durch  die  Glei- 
chungen 


dy 

cos  ß       cos  y         1 
X        ~~Y  z    =T" 


cos  a 
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Die  Wurzel  aus  der  Quadratsumme  der  ersten  partiellen  Differential- 
quotienten einer  Function  U  nennt  man  den  Differentialparameter  erster 
Ordnung  derselben.  Die  Intensität  der  Attractionskraft  ist  daher 
dem  Differentialparameter  erster  Ordnung  der  Kräftefunction 
proportional. 

Mit  derselben  Kraft  P,  mit  welcher  die  Masse  auf  den  Punkt  wirkt, 
wirkt  dieser  im  entgegengesetzten  Sinne  auf  sie ;  denn  jedes  Massenelement 
wird  von  ihm  mit  derselben  Kraft  afficirt,  wie  er  von  ihm,  und  die  sämmt- 
lichen  von  ihm  herrührenden,  an  den  verschiedenen  Massenelementen  an- 
greifenden Elementarkräfte  liefern,  weil  sie  sich  alle  in  ihm  schneiden, 
eine  der  Kraft  P  entgegengesetzt  gleiche  Resultante,  welche  man  an  irgend 
einem  Punkte  der  Masse,  welcher  auf  ihrer  Richtung  liegt,  angreifend 
denken  kann. 

Es  sei  U  der  Werth  der  Kräftefunction  im  Punkte  (xyz),  U'  ihr  Werth 
in  einem  folgenden  Punkte  (x  -f*  dx,  y,  z),  für  welchen  blos  x  sich  ge- 
ändert hat,  dann  ist  V  —  U  die  partielle  Aenderung  von  U  nach  x  und 
sie  ist  durch  dx  zu  dividiren  und  mit  eu  zu  multipliciren,  um  X  zu  er- 
halten.   Es  stellt  daher 

(ET  -  IT)  ^  du 

Xdx  =  eu  - -  dx  =  eu  -—  dx 

r        dx  r  dx 

die  Elementararbeit  der  Kraft  P  längs  des  Weges  dx  dar.    Ebenso  wird 

Ydy  «8  gfi  —  dy   und  Zdz  =  eu  —  dz 
dy  dz 

und  wenn  daher  dx,  dy,  dz  die  Projectionen  eines  unendlich  kleinen  Weges 
ds  sind,  längs  welches  der  afficirte  Punkt  aus  der  Lage  (xyz)  in  die  Lage 
(x  +  dx,  y  +  dy,  z  +  dz)  übergehend  gedacht  wird,  so  ist  die  Elementar- 
arbeit der  Kraft  P  längs  dieses  Weges,  welcher  mit  der  Richtung  von  P 
den  Winkel  &  bilden  mag: 

(O  TT  O  TT  OTT  \ 

—  dx  +  —  dy  +  —  dz ) , 
dx  oy  dz      / 

also  die  Gomponente  PcosO  in  der  Richtung  von  ds: 

(dUdx    .   dUdy    .    dU  dz\  dU 

PC0S#=  £U  I  — - f-  — -  T f- --I  tarn  etl  — -  • 

r  \dx  ds  ^  dy  ds    '    dz  ds/         r  ds 

Diese  Componente  wird  also  erhalten,  indem  man  die  Aenderung  der  Kräfte- 
function längs  des  Weges  ds  durch  ds  dividirt  und  mit  eu  multiplicirt 

Das  Potential  hat  im  Allgemeinen  als  Function  des  Ortes  (xyz)  in 
den  verschiedenen  Punkten  des  Raumes  verschiedene  Werthe.  Der  Inbegriff 
aller  Punkte  (xyz),  in  welchem  sie  ein  und  denselben  constanten  Werth  c 
besitzt,  heisst  eine  Niveaufläche  (vgl.  B.  I,  S.  357)  und  U  =  c  stellt 

deren  Gleichung  dar.    Indem  man  c  alle  reellen  Werthe  durchlaufen  lässt, 

19* 
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erhält  man  die  ganze  Schaar  Niveauflächen  des  Attractionssystems,  welchem 
U  zugehört.  Durch  jeden  Punkt  des  Raumes  geht  eine  Niveaufläche  und 
wenn  U  in  diesem  Punkte  eindeutig  ist,  nur  eine.  Die  Richtungscosinusse 
der  Normalen  im  Punkte  (xyz)  der  Niveaufläche    ZT — c  —  0  sind  pro- 

portional  — ,    — — ,    —  und  mithin  proportional  den  Componenten  X,  Yy  Z 

ex      dy       dz 

der  Kraft  P.  Es  hat  daher  in  jedem  Punkte  des  Raumes  die  Kraft  P 
die  Richtung  der  Normalen  der  durch  diesen  Punkt  gehenden 
Niveau  fläche  und  wenn  dn  die  unendlich  kleine  Strecke  dieser  Normalen 
vom  Fußspunkte  bis  zur  folgenden  Niveaufläche  bedeutet,  so  stellt  Pdn  die 
Elementararbeit  von  P  längs  dieses  Weges  dar  und  ist  also  dem  Obigen 
zufolge  gleich  epdU,  wenn  d U  die  Aenderung  von  U  bedeutet,  welche  U 
bei  diesem  Uebergange  zur   folgenden  Niveaufläche    erleidet,    sodass    also 

P=  fji  —  wird.    Es  ist  daher  die  Intensität  der  Kraft  dem  Aen- 
dn 

derungsverhältnisse  der  Kräftefunction  längs  der  Normalen  der 
Niveaufläche    proportional. 

Eine  Curve,  welche  das  System  der  Niveauflächen  in  allen  Punkten 
normal  durchschneidet,  gibt  durch  ihre  Tangente  in  diesen  Punkten  die 
Richtung  der  Kraft  P  an  und  heisst  eine  Kraftlinie.  Zu  jedem  System 
der  Niveauflächen  gehört  ein  System  von  Kraftlinien,  welche  die  orthogo- 
nalen Trajectorien    desselben  sind.     Die    Differentialgleichungen    desselben 

dx     dy     dz  m 

sind,  da  — ,  -^,  —  die  Richtungscosinusse  der  Tangente  einer  Kraft- 
linie bedeuten: 

dx         dy         de 

dUs=adür'ss"dü' 

dx         dy         dz 

Ist  das  System  der  Niveauflächen  unter  der  Form  F(xy  y,  z,  c)  —  0  ge- 
geben, sodass  die  Gleichung  desselben  nicht  nach  der  Constanten  aufgelöst 
ist,  so  hat  man  aus 

dx         dy         dz 


dF        dF        dF 


F(x,y,z,c)  =  0 


dx         dy         dz 
vor  der  Integration  die  Constante  c  zu  eliminiren. 
§.  5.     Für  die  Newton'sche  Attraction  ist 

•r,/v         1  /\         C     dr         1 

*(r)-;r,   9<r)-J -■?—; 

und  folglich  n    ■  pdm 


I 
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Das  Potential  für  die  Anziehung,  welche  umgekehrt  proportional 
dem  Quadrate  der  Entfernung  wirkt  (Newton'sches  Potential), 
ist  das  Integral  des  Massenelementes  dividirt  durch  seine  Ent- 
fernung vom  angezogenen  Punkte,  ausgedehnt  über  die  ge- 
sammte  anziehende  Masse.  Wird  dasselbe,  wie  üblich,  mit  V  bezeichnet, 
so  ist  seine  Definitionsgleichung 

^dm 

r 


ß 


und  die  Componenten  der  Attraction  sind: 


*t* 


oder 


dv 

dx  ' 

¥=  '*  By ' 

a.-i 

7        .     dV 

r  de 

da 


fb  —  y  f  c  —  e 

^J       r8      dm'    Z'=tltJ      fi      dm> 

r»  _  (a  -  *)*  +  (6  _  „)t  +  (e  _  *)», 

#r        a  —  ä  dr        b  —  y  dr        c  —  e 

~~hx*=*      r     '    ~dyaSS~r      '    ~~  de  =      r~ # 

Für  den  Fall,  dass  die  Masse  in  einem  allseitig  begrenzten  Volumen  ver- 
theilt  ist  und  die  Dichtigkeit  q  derselben  in  jedem  Punkte  einen  bestimmten 
Werth  hat,  sind  das  Potential  und  seine  Derivirten  für  jede  Lage  des  affi- 
cirten  Punktes  bestimmte,  endliche,  continuirliche  Grössen.  Es  sind  dabei 
die  Fälle  zu  sondern,  dass  der  afficirte  Punkt  ausserhalb  der  anziehenden 
Masse,  und  dass  er  innerhalb  derselben*  liegt. 

Wählt  man  den  angezogenen  Punkt  P  (x,  y,  *)  zum  Pol  eines  räum- 
lichen Polarcoordinatensystems  der  r,  ^,  9,  wo  r  den  Radiusvector  von  P 
nach  dem  Massenelemente  dm,  #  den  Winkel,  den  derselbe  mit  der  Polar- 
axe  und  9  den  Winkel,  welchen  die  Ebene  des  Winkels  #  mit  der  Funda- 
mentalebene bildet,  bedeuten,  so  wird  dm  =  qt*  sin  0  dr  d&  dtp  und 

7=  f  qt  sind  dr  d&  dtp. 

Hierin  bedeutet  sin  &  d&  dtp  das  Element  da  einer  um  P  mit  dem  Radius  1 
beschriebenen  Kugelflache  und  kann  also   V  in  der  Form 

V  =  f  Qr  dr  da 

geschrieben  werden.  Man  kann  behufs  Bestimmung  von  V  zuerst  nach  r 
und  dann  nach  0  integriren,  indem  man  letztere  Integration  über  alle  Ele- 
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mente  der  Kugelfläche  erstreckt,  welche  von  den  Radienvectoren  r  getroffen 
werden. 

Man  sieht  leicht  aus  dieser  Form,  dass  V  eine  bestimmte  endliche 
Grösse  nicht  überschreiten  kann,  wo  auch  immer  P  innerhalb  oder  ausser- 
halb der  anziehenden  Masse  liegen  möge.  Sind  nämlich  x  und  R  die 
Maximalwerte  der  Dichtigkeit  und  des  Radiusvectors,  so  ist 

R 

V  <%fdöfrdry  d.  h.   7<|xtf.R*. 
o 

Hieraus  folgt  zunächst  nur,  dass  V  für  endliche  c  und  R  endlich  ist 
Für  unendlichkleine  Masse  ist  a,  wenn  P  ausserhalb  derselben  liegt  und 
wenn  P  innerhalb  sich  befindet,  R  unendlich  klein,  also  in  beiden  Fällen 
auch  V  unendlich  klein.  Hat  die  Masse  endliche  Dimensionen  und  liegt  P 
innerhalb  derselben,  so  können  wir  um  P  eine  unendlichkleine  geschlossene 
Fläche  beschreiben.  Der  Werth  des  Potentials  der  innerhalb  dieser  liegenden 
Masse  ist  unendlichklein,  der  Werth  des  von  der  übrigen  Masse  herrühren- 
den Potentials  ist  endlich.  Daher  hat  ersteres  auf  die  Bildung  des  Ge- 
sammtpotentials  keinen  Einfluss  und  verschwindet,  wenn  jene  Fläche  sich 
auf  den  Punkt  P  zusammenzieht. 

Wir  wollen  jetzt  beweisen,  dass  das  Potential  eine 
unendlichkleine  Aenderung  erleidet,  wenn  der  Punkt  P  eine 
unendlichkleine  Verschiebung  PPf  =  ds  erfährt  und  dass 

dV 
die  Derivirte  -r— ,    welche  dieser  Verschiebung   entspricht, 

ds 

P^ds~jp  '     eine  endliche  Grösse  ist.    Ist  (Fig.  86)  r  der  Abstand  des 

Fig.  se.  Elementes  dm  von  P,  r   dessen  Abstand  von  P',   so  wird 

a  tt         {'dm         C dm         fr — /  ,  Cr—r       .    Ä     ,    ,„  , 

Ak  =    I  — I   — =    I    j~dm=  I   — ? — r  Bm&Qdrd&dy, 

wenn  man  PP'  zur  Richtung  der  Polaraxe  wählt.  Nun  ist  die  Differenz 
r  —  r  zweier  Seiten  des  Dreiecks  zwischen  den  Ecken  P,  P',  dm  nicht 
grösser  als  PP'  und  r  sin  #  nicht  grösser  als  r .    Daher  sind  in 


I 


A7         Cr  —  r    r  sin  # 
PF=J^PP^ —Qdrd&d<p 


r  —  r  r  sin  O 

die  Grössen      ^  _,    und  — -, —    nicht  grösser   als   Eins.    Daher   hat   das 

PPr  r 

Integral    einen  endlichen,    bestimmten  Werth  und    werden  also   A7  und 

PP'  beide  zugleich  unendlichklein.  Nun  ist,  wenn  &'  den  Winkel  bezeichnet, 

den  r   mit  PPr  =  ds  bildet, 

r  sin  &  .      ,     r  —  r sin  &'  —  sin  & cos  \  (&'  +  #) 

— —  —  8m*>   -ppT  —  ßin p  _  ^  =  — ^  ^r_~£)5 
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daher  wird 

q  dr  d&  d(p  •  lim 


S-/.»-."»--«'^' 


Es  fällt  aber,  wenn  r  nicht  Null  ist,  r  für  verschwindendes  ds  mit  r  zu- 
sammen, sodass  &'  =  &  and  der  zu  bestimmende  Grenzwerth  cos  #  sin  & 
wird.  Ist  aber  r  =  0,  so  wird  r  =  PP'  und  &'  =  jr,  somit  in  diesem 
Falle  der  Grenzwerth  gleich  Null,  so  dass  das  dem  Werthe  r  =  0  ent- 
sprechende Element  keinen  Einfluss  auf  das  Integral  ausübt.  Daher  ist 
überhaupt 

—  =    I  cos  O  sin  #  q  dr  d O  dtp  =    I  q  cos  (r,  ds)  dr  dtf , 

wo  sin  &d&d(p  =  da  und  cos  O  =  cos  (r,  ds)  gesetzt  ist. 

Ferner  ist  die  Kraft,  mit  welcher  das  Element  dm  den  Punkt  P  an- 
zieht, sfidmir*  und  ihre  Projection  auf  die  Richtung  von  ds  gleich 

£fi  — g-  cos  (r,  ds)  «=  epo  cos  (r,  ds)  dr  dt. 
r 

Integrirt  man  dies,  so  folgt,  dass  die  Projection  der  Gesammtanziehung 
auf  die  Richtung  von  ds  ist: 

P  cos  (P,  ds)  =  c p   I  9  cos  (r,  ds)  dr d<*  «=  ff*  —  • 

Sind,  wie  oben  x,  i?  die  Maximal  werthe  von  q  und  r,  so  ist 

dV 
P  cos  (P,  ds)  =  «/*  —  <  £nxR<s , 

woraus  sich  ergibt,  dass  -r— ,    ebenso   wie    T  bei    endlichem  Abstände   R 

ds 

endlich  ist  und  mit  verschwindenden  Dimensionen  der  Masse  verschwindet. 

§.  6.     Für  das  Newton'sche  Potential  in  Bezug  auf  unendlich  ferne 

Punkte  gilt  der  Satz: 

Das    Newton'sche    Potential    V  und   seine    erste    Derivirte 

dV 

— ,  nach  irgend  einer  Richtung  s  genommen,  von  einer  in  einem 

ds 

endlichem   Räume    enthaltenen  Masse    verschwinden,    wenn   der 

angezogene  Punkt  P  ins  Unendliche  rückt.    Ist  ö   der  Abstand 

des  Punktes  P  von   einem  beliebigen  Punkte  0,  welcher  in  der 

Masse  oder  ausserhalb  derselben  in   endlicher   Entfernung  von 

dV 
ihr  liegt,  so  nfthern  sich  die  Produkte  Vd  und  bll  — —  dfürd— oo 

ds 

einem  festen  Werthe,  nämlich  der  Masse  m;  die  Richtung  der 
Attractionskraft  selbst  nähert  sich  dabei  der  Richtung  von  <J, 
nach  welcher  P  sich  ins  Unendliche  entfernt 
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In  dem  von   0,  P  und   dem  Massenelemente  dm  gebildeten  Dreieck 

(Fig.  87),  dessen  Seiten  die  Entfernungen  ö,  r,  u 
des  Punktes  P  von  0  und  dm  und  des  Punktes  0 
von  dm  sind,    ist    nämlich   r  —  u  <  o*  <  r  +  u 
■P  und  folglich 


d.  h. 


/(r  —  u)  dm         C  ödm        /*(**  +  «*)  dm 
T  J        T  %J  T 

/udm                      .     Cudm 
<Vi  <  m  +  I 


r 

Diese  Ungleichung  besteht  fort,  wenn  man  in  ihr  für  u  seinen  grössten 
Werth  ui  und  für  r  seinen  kleinsten  Werth  rx  einsetzt,  d.  h.  es  ist 


m 


(,_&)<„<.(,+*) 


Für  unendlich  grosse  ö  wird  aber  auch   ri  unendlich  gross  und  folglich 

t^  :  rx   gleich  Null ;  es  fallen  mithin  die  Grenzen  für  Vö  zusammen  und 

folgt  lim  .  Vö  =  m. 

Projicirt  man  ferner  die  Kraft  epdm.r*,  mit  welcher  das  Element 

dm  den  Punkt  M  anzieht  auf  die  Richtung  von  £,   nach  welcher  sich  P 

ins  Unendliche  entfernen  soll,  so  stellt  das  Integral  dieses  Ausdruckes  die 

Summe  aller  Componenten  und  mithin  die  Protection  der  Gesammtattractions- 

dV 
kraft  P  auf  8  dar.    Diese  Grösse  ist   aber   eu  -—.     Daher    besteht    die 

r  ds 


Gleichung 


#^        ^        /^   «a  /"cosTr,  6) 


wo  ds  in  die  Richtung  von  ö  fallt.    Daher  ist  auch 

**dV       **  t,        /«  *n               /,d2  cos  (r,  <J)   „ 
«pö*  —  —  d*  P  cos  (P,  ö)  =  ep   I £-2-^  dm. 

Nun  ist  aber  ö  cos  (r,  d)  =  r  —  u  cos  (w,  r)  und  da  u  cos  (u,  r)  zwischen 

—  u  und  -f-  u  liegt,  so  ist 

r  —  u  <  d  cos  (r,  6)  <  r  +  w, 

welche  Ungleichung  in  Verbindung  mit  der  obigen  Ungleichung 

r  —  t*  <  tf  <  r  +  w, 
zu  der  weiteren  führt: 

(r  —  uf  <  i*  cos  (r,  <J)  <  (r  +  u)*. 
Hieraus  folgt,  ähnlich  wie  oben 

(>-7fy<^<o+# 

und  daher 

«  (l  -  *■)'<  d'Pcos  (P,  *)<  m  (l  +  Ä.)'. 
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Hieraus  ergibt  sich  aber 


dV 


lim  .  tf'Pcos  (P,  d)  =  lim  ep  .  d*  -^  — 


ds 


m 


für  wachsende  o\  Da  die  Richtungen  der  Abstände  r  für  den  ins  Unend- 
liche rückenden  Punkt  P  der  Richtung  von  6  parallel  werden,  so  wird 
auch  die  Resultante  oder  P  ihnen  parallel  und  fällt  in  die  Richtung  von  i. 


Die  Grössen  V  und 


dV 


verschwinden  im  Unendlichen  als  unendlich- 


kleine Grössen  von  der  Ordnung,  wie  m  :  ö  und  m  :  d8.    Da  der  Punkt  P  die 

Masse  m  mit  derselben  Kraft,  wie  sie  ihn  anzieht,  so  folgt,  dass  für  unendlich 

ferne  P  diese  Kraft  als  Resultante  eines  Systems  von  Parallelkräften  durch 

den  Mittelpunkt  der  Masse  m  hindurchgeht,  nach  welcher  Richtung  sich  auch 

P  ins  Unendliche  entfernen  mag. 

Bevor  wir  die  allgemeine  Untersuchung  über  das  Potential  fortsetzen 

und  insbesondere  Sätze  über  seine  Derivirten  zweiter  Ordnung  entwickeln, 

wollen  wir  einige  Beispiele  zu  dem  Inhalte  der   vorstehenden  Paragraphen 

geben. 

§.  7.  Potential  einer  concentrisch  geschichteten  Hohlkugel  (Fig. 88). 
Eine  Hohlkugelschicht  sei  enthalten  zwischen  zwei  concentrischen  Kugelflächen 

von  den  Radien  a,  b;  die  Dichtigkeit 
q  sei  bloe  eine  Function  des  Abstandes 
vom  Mittelpunkte,  also  für  concentrlsche 
Krusten  constant.  Für  Polarcoordinaten 
m,  #,  <p,  deren  Pol  im  Mittelpunkte  C  liegt 
und  deren  Polaraze  und  Fundamental- 
ebene durch  den  afficirten  Punkt  P,  für 
welohen  CP «—  x  sei,  gehen,  hat  man: 


4  —  sin  &  du  d&  d<p 


Fig.  88. 


~sss  .. 

=- 2»    I    I    ?  —  »in  &  du  d&. 


Führt  man  statt  lr  die  Entfernung  r  des  anziehenden  Elementes  vom  afficirten 
Punkte  als  Variabele  durch  die  Gleichung 

r*  o«  u*  -f  x*  —  2ux  cos  I* 
ein,  welche  bei  constantem  u  die  Gleichung  rdr  —  xu  sin  &d&  liefert,  so  wird 

2*  er 

V -»  —  I    I  qududr . 

Hinsichtlich  der  Integrationsgrenzen  für  r  und  u  sind  die  Fälle  zu  unterscheiden, 
ob  der  Punkt  P  dem  äusseren  Räume  oder  dem  inneren  Hohlräume  oder  der  Masse 
Belbst  angehört. 

1.    Für  einen  äusseren  Punkt  sind  x  —  u  und  x  +  u  die  Grenzen  für  r 
und  wird  * 


-"/•" 
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oder  weil  * 

m  =>  in   §  qu9  du 


a 


die  Masse  der  Schicht  ist,  V  =  —  .    Die  Componenten  der  Attractionßkraft  sind 

X 

demnach: 

_  dV  sum  dV  dV 

n  ex  x*    '  dy  dz 

und  die  ganze  Kraft  P  =  -^-j-  iet  nach  dem  Mittelpunkte  gerichtet  und  gleich 

x 

der   Anziehung   der   in   diesem   Punkte   vereinigt  gedachten   Gesammtmasse   der 

Schicht. 

2.  Für  einen  Punkt  im  inneren  Hohlräume  Bind  u  —  x  und  u-\-  x  die  Grenzen 

für  r  und  wird 

b 

V  *=*  4«  I  Qudu, 

a 

also  constant.    Daher  sind  X  =  Y  =  Z  =  P  =  0  und  übt  die  Schicht  auf  den 
Punkt  keine  Wirkung  aus. 

3.  Liegt  der  Punkt  in  der  Masse  der  Schicht  selbst,  so  zerfalle  man  diese 
in  eine  von  den  Radien  a  und  x  und  eine  andere  von  den  Radien  x  und  b.  Für 
erstere  ist  der  Punkt  ein  äusserer,  für  letztere  ein  innerer.   Daher  ist  das  Potential 

X  b 


F= —   I  qu* du  -\-  in    I  Qudu. 


a 

Die  Attrcctionskraft  ist  daher 


3V  4»    r    t ,      .     l  f      .  m 


a 


wenn  m'  die  Masse  der  enteren  Schicht  und  qx  die  Dichtigkeit  für  u  =  x  ist. 
4.    Bei  constanter,  speeifischer  Masse  q  erhält  man  für  den  äusseren  Punkt 

V  _  $  ^  (68  -  a8)  und  für  die  Vollkugel,  für  welche  a  =  0  ist:   F  =.  4  w?  — 

•C  x 

68 
und  P=»  —  $e pnQ  -g ;  für  den  inneren  Punkt  wird  V  =  2tcq  (&*  —  af),  P  «*  0 

»c 

und  für  den  der  Masse  angehörenden  Punkt: 

und  insbesondere  bei  der  Vollkugel  in  diesem  Falle: 

Für  zwei  Eugelschichten  von  den  Mittelpunkten  C,  CT  und  den  Massen  w,  m' 

sind  die  Potentiale  für  einen  äusseren  Punkt  M  gleich,  wenn  ^s-r?  =  -^rm .    Der 

Ort  der  Punkte  gleicher  äusserer  Potentiale  ist  daher  eine  Eugelfläche,  deren 
Mittelpunkt  auf  der  Centralen  CC  liegt  und  diese  Strecke  im  Verhältniss  m :  m 
harmonisch  theilt.  Für  drei  Kugelschichten  enthält  der  Schnittkreis  zweier  der 
drei  Potentialkugeln  die  Punkte  gleicher  äusserer  Potentiale  für  alle  drei  Schichten, 
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daher  schneiden  sich  die  drei  Potentialkogeln  in  einem  und  demselben  Kreise. 
Bei  vier  Schichten  gibt  es  sechs  Potentialkugeln,  welche  eine  gemeinsame  Sehne 
besitzen,  welche  die  beiden  Punkte  gleicher  Potentiale  für  alle  Schichten  ver- 
bindet. 

§.  8.  Potential  einer  homogenen  Kreislinie  P0MPl  in  Bezug  auf 
einen  Punkt  P  ihrer  Ebene  (Fig.  89).  Für  CP=*x,  CM*=B,  PM  —  «, 
Winkel  CP0  M  —  fr  ist  zunächst 


_*2Bd& 


f2Bd 

J        u 
-** 

da  der  Centriwinkel  MGM'  —  2  •  MP0M'  =  2dfr  ist    Ferner  ergibt  sich  u  aus 

dem  Dreieck  PPlM  durch  die  Gleichung: 

u»  =.  (B  +  x)%  +  (2 B  sin  fr)*  —  2  (B  +  x)  2  B  sin  fr  cos  (\n  —  fr), 
nämlich : 

u*~(B  +  x)2  -  4Äa  sin1  fr  —  (Ä  +  x)*  j  1  -  (l^l)  «n1*  |  • 

Hiermit  wird: 

i* 
4^22 


B  + 


0 

Die  Niveaulinien   sind  Kreise,   concentrisch   mit  dem   anziehenden.    Für  x  =  0 

wird  F=a2*9,   auf  dem  Umfange  wird  F»oo  und  von  da  nimmt  es  ab  und 

x 
verschwindet  für  x  =  <x>.  —  Das  Potential  hängt  blos  von  dem  Verhältnisse  -= 

ab,  denn  es  ist 


B 


•(»+») -l^-VJ-O+j)- 


iJ  +  s 

Für  zwei  in  einer  Ebene  liegende  Kreise  von  den  Radien  Bt  B'  um  die  Mittel- 
punkte C,  C  ist  der  geometrische  Ort 
aller  Punkte  P  der  Ebene,  welche 
in  Bezug  auf  sie  gleiche  Potentiale 
bei  gleicher    Dichtigkeit  S    besitzen, 

.j»   so  beschaffen,  dass  -=-  =»  -y=r- .    Der 

Ort  ist  daher  ein  Kreis,  dessen  Mittel- 
punkt auf  der   Centralen   CC    Hegt 
und  die  Centralstrecke  im  Verhältniss 
Flg.  89.  B  :  Bf  '  harmonisch    theilt.    Für    drei 

Kreise  gibt  es  drei  solcher  Potential- 
kreise und  da  die  Schnittpunkte  zweier  von  ihnen  gleiches  Potential  in  Bezug 
auf  alle  drei  Kreise  besitzen,  so  geht  der  dritte  Kreis  durch  die  Schnittpunkte 
derselben.    Alle  drei  besitzen  daher  eine  gemeinschaftliche  Sehne. 

§.  9.  Von  besonderer  Bedeutung  für  die  Attractionetheorie  ist  das  Problem 
der  Attraction  des  homogenen  oder  concentrisch  geschichteten 
Ellipsoids  nach  dem   Newton'schen   Gesetze,   ein  Problem,  welches  seit 
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Newton  Gegenstand  der  tiefsten  Studien  der  hervorragendsten  Mathematiker  ge- 
worden ist  Wir  werden  zunächst  das  Potential  eines  homogenen  Ellipsoids,  sowie 
die  daraus  folgenden  Attractionscomponenten  nach  Dirichlet's  Methode  ent- 
wickeln und  später  eine  synthetische  Lösung  dieser  Aufgabe  von  Chasles  für  das 
concentrisch  geschichtete  Eilipsoid  geben.  Dirichlet's  Methode  gründet  sich 
auf  die  Theorie  des  von  ihm  entdeckten  Discontinuitätsfactors  der  vielfachen  Inte- 
grale und  findet  sich  in  den  Abhandlungen  der  königL  Akademie  der  Wissen- 
schaften zu  Berlin  aus  dem  Jahre  1889,  erschienen  1841,  S.  61  der  mathem.  Ab- 
handlungen (Ueber  eine  neue  Methode  zur  Bestimmung  vielfacher  Integrale  von 
Lejeune  Dirichlet,  vorgel.  am  14.  Febr.  1839)  nebst  weiteren  Ausführungen  in 
Cr  eile's  Journal  Bd.  32,  S.  88  (Sur  un  moyen  geniräl  de  verifier  Vexpression  du 
potentiel  relatif  ä  une  masse  quelconque,  homogene  ou  heterogene).  Vgl.  auch 
Seh lö milch,  analytische  Studien,  Leipzig  1848,  1.  Abth.,  S.  126. 
1.    Der  Ausdruck 

sm        *m        sm 

dbde 


•sss™ 


a*       b*       c* 
ist  das  Potential  des  homogen  gedachten  Ellipsoids  -§-  +  £?  H — «  ■"  *  *n  Bezug 

r  / 

auf  den  Punkt  (xyz\  für  welchen  r*  =*  (a  —  x)%  +  (fi  —  y)1  +  (c  —  g)%  i8*>  wenn 
das  dreifache  Integral  über  alle  Elemente  dadbde  des  von  der  Flache  umschlos- 
senen Raumes  erstreckt  wird.  Die  Ausführung  dieser  Integration  findet  aber  darin 
bedeutende  Schwierigkeiten,  dass  die  Grenzen  derselben  von  der  Integrations- 
ordnung abhängig  und  veränderlich  sind.  Um  diesem  misslichen  Umstände  vor- 
zubeugen und  die  Grenzen  auf  constante  Werthe  zu  bringen,  multiplicirt  man 
unter  dem  dreifachen  Integralzeichen  mit  einem  Factor  f  (a ,  6,  c) ,  dessen  Werth 
in  jedem  im  Innern  des  Ellipsoids  gelegenen  anziehenden  Punkte  (abc)  gleich  1, 
in  jedem  Punkte  des  nicht  mit  Masse  erfüllten  Aussenraumes  aber  gleich  Null  ist- 
Durch  Zufügung  dieses  Factors  werden  die  Elemente  des  Integrales,  welche  der 
anziehenden  Masse  zugehören,  nicht  geändert,  während  solche  Elemente,  welche 
Punkten  des  Aussenraumes  entsprechen,  unbedenklich  zugefügt  werden  können, 
da  der  Factor  f  (a,  6,  c)  sie  annullirt.  Fügen  wir  sie  zu,  so  können  die  Grenzen 
des  Integrales  von  —  oo   bis  cd  ausgedehnt  werden  und  wird 

tt           f  C   C*,     *     ^dadbde 
/     /     K (°'    *  C) r 

—  OD  —  OB  —  OO 

Es  kommt  nun  zunächst  darauf  an,  einen  solchen  Factor  f  (a,  b,  c),  dem 
Dirichlet  den  Namen  eines  Discontinuitätsfactors  gegeben  hat,  zu  finden. 
Die  Theorie  der  Fouri er' sehen  Doppelintegrale  liefert  solche  Factoren  von  be- 
liebiger Menge  und  Beschaffenheit;  für  unseren  Zweck  genügt  es,  den  einfachsten 
zu  wählen,  welcher  zur  Zeit,  als  Dirichlet  seine  Methode  zuerst  entwickelte, 
zugleich  der  einzig  bekannte  gewesen  zu  sein  scheint.    Er  ist 


COS  <Jqp  -dtp  . 


0 

Es  wird  dieser  Ausdruck  für  alle  Werthe  von  a  <  1  gleich  1,  für  Werthe  a  >  1 

aber  Null.    Man  gelangt  zu  diesem  Integrale  leicht  auf  folgende  Weise.    Es  ist, 

wie  leicht  gezeigt  wird  (vgl.  Schlömilch,  Gompendium  d.  höh.  Analysis  I,  §.  96) 


III.  Th.,  Cap.  XIII,  §.  9.    Potential  des  homogenen  Ellipaoids.  301 


00 

sin  tp 


0 


dtp  BS  \nm 


Das  etwas  allgemeinere  Integral 


00 


/sin  %ib    ,  /'sinxt*     ,  .      v 

o  o 

geht,  wenn  x  positiv  ist,  durch  die  Substitution  xt/>  *—  t/>'  in  dasselbe  mit  dem 
Zeichen  (4-)«  für  negative  x  aber,  wenn  man  %np  —  —  1//  setzt,  in  das  nämliche 
mit  dem  Zeichen  ( — )  über  und  verschwindet  für  x  =~  0.    Man  hat  daher 


00 

sin  *ip 


J    * 

o 


dtp  «  ^«,   0,    —  in, 


je  nachdem  x  positiv,  Null  oder  negativ  ist.  Nun  hat  man  weiter  vermöge  der 
Formel  2  sin  m^  cos  ntp  =>  Bin  (m  -\-  n)  tp  -\-  ein  (m  —  n)ip  die  Gleichung: 

OD  OD  00 

2   r«in  m»  coa  n» ^  _  /*g»J»_+»)»  «^  +  /" _«?  (üLrjO*  d^ 

0  0  0 

Sind  nun  m  und  n  positiv  und  ist  m>n,  so  ist  m  —  n  positiv  und  hat  jedes  der 
Integrale  rechts  den  Werth  \%\  ist  aber  m  —  n,  so  ist  die  rechte  Seite  ^«  +  0, 
für  m  <  n  aber  ist  sie  \n  —  \  n  =  0.    Demnach  hat 


/ 


00 

sinmty  cosntp 


* 


d-V» 


>  n  < 

die  Werthe  ^  *,  4- « ,  0,  je  nachdem  m^n,  oder  also  —  ^  1  ist.  Setzt  man  noch 


m^  •—  <p  und  —  ■«,  so  folgt,  dass 

m 


00 

2    /'sin  qp 


COS  Otp  •  (Zqp  «1,^,0, 


je  nachdem  a  ^  1 .    Für  unser  Problem  ist  nun  für  alle  der  Masse  des  Ellipsoids 

angehöngen  Punkte 

a1         b*        c1 

für  alle  Punkte  ausserhalb  desselben  aber  wird  dies  Trinom  >  1.   Setzen  wir  also 

o"         61         c1 
*  "  a»  +  (J8  +  y«  ' 
so  stellt  o 

ff 

o1 

einen  Discontinuit&tsfactor  unsers  Problems  dar.  Dass  dieser  Factor  auf  der  Ober- 
fläche des  Ellipsoids  den  Werth  \  hat,  übt  keinen  Einfluss  auf  den  Werth  des  Inte- 
grales aus.    Es  wird  V  nach  Umkehrung  der  Integrationsordnung: 


/sin  9  /o1     ,    b*    .    c*\         , 

"  9  coB{^+^+y)(p d<p 
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^      *q  r°m<p    ,      f° f* r°      (a*    .    &2    .    c'\         dadbdc 

F=*J^-*V  J  J-(if  +  |r  +  F)» ; 

Nun  ist  coa  a<p  die  reelle  Parthie  von  ea<pt  =  cos  09  +  *  8^n  fl<P-  Daher  wird  F 
die  reelle  Parthie  des  folgenden  Ausdrucks  Vx  sein,  den  wir,  als  den  etwas  be- 
quemer zu  behandelnden,  weiter  verfolgen  wollen  und  aus  welchem  wir  mit 
Leichtigkeit  jeden  Augenblick  den  Werth  von  V  wieder  herauslesen  können, 
nämlich : 

QO                                QD        QO        OD         j     *  » *  •  % 

Q  qd  qo  QO 

Um  dies  Integral  an  andere  bekannte  Formen  aus  der  Theorie  der  bestimmten 
Integrale  anlehnen  zu  können,  empfiehlt  es  sich,  den  Nenner  r  in  den  Exponenten 
zu  bringen.  Dies  gelingt  mit  Hülfe  der  bereits  von  Euler  aufgefundenen 
Gleichung : 


ÜB 

J   V* 


r 


o 

Entnimmt  man  aus  ihr  den  Werth  für  —  und  fährt  ihn  in  den  Ausdruck  für  F. 

r  l 

ein,  so  kommt: 

00  QO  OD  QD  OD 


dbdc 


0  0  —OD         OD  —00 

Indem  man  nun  für  r*  seinen  Werth 

(a  —  x)'  +  (ft  —  y)2  +  (c  —  z)*  —  x*  +  y*  +  *%  —  tax  —  2  &y  —  2  es  +  a"  +  6*  +  c* 

einsetzt,  zerfallt  das  innere  dreifache  Integral  in  drei  Factoren 

OD 


—  00 

oo 


gi  -/"^»'-HV 


—  oo 

oo 


Q,-JJ*+!$*-*'*'K, 


OD 


(** + y*  4-  **)  V  * 

und  den  weiteren  Factor  e  ,  welcher  sich  vorschiebt,  sodass  man  hat 


00  OD 


»v«     «/  »y  «pv^ 


0        0 


*)  Vgl.  Moigno,  legons  de  ccücul  differentiel  et  de  cdlcul  integral,  T.  II,  p.  309, 
Z.  2  v.  u.,  woselbst  a  —  ^,  6  «  r1  und  für  r(-£)  sein  Werth  Yn  zu  setzen  ist. 
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Nach  einer  anderen  bekannten  Formel  ist  aber 

00 


/ 


,       (Au*  — 2ttt) 

due 


*-Vx«^    *'';*) 


OD 

mit  Hülfe  derselben  findet  man 


SSx  Vy  SS  m 

und  wenn  man 


/ : \       IA**     vv+£    *+*    *+*-/ 


setzt, 


00         oo 


0      0 


Zar  weiteren  Vereinfachung  führe  man  die  Substitution  —  =»  8  ein,   sodass 

an  die  Stelle  von  ^  die  Variabele  8  tritt,  wodurch  die  Grenzen  für  8  gleich  od 
und  0  werden,  wofür  wir  mit  Aenderung  des  Zeichens  wieder  0  und  oo  schreiben. 
So  ergibt  sich 


OO         00 


/*   /»  .  S<pi 

F.  — Sfe**'  /    / r1         .  —  dm  da, 

0        0 


worin  £  die  Form 

a»  +  s  "t"    pi  +  8  t-  y8  +  8 
angenommen  hat. 

Nach  Umkehrung  der  Integrationsordnung  erlangt  Vx  die  Gestalt: 


rr  oAA*»    /_ *1 /jBinjp^     ÄTyt 

o  0 

Der  reelle  Bestandteil  hiervon  ist  F;  derselbe  ist  vermöge 

e**'  =  cos  \n  +  *  sin  ^«  =  t , 


und 


cos  Sq>  +  t  sin  Sw, 

00  00 

F 2, 


*  /     n   J     -^-*inS<pd<p 
0  u 


*)  Ebenda»,  p.  310  für  b  =  ä,  bß  —  -  fc,  y  ^'(i  -f  tj  v  e**\ 
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wo  

gesetzt  ist. 

Die  Ausführung  der  inneren  Integration  wollen  wir  auf  indireotem  Wege  be- 

werkstelligen,  indem  wir  zunächst  « — ,   ■*—,   -r—  bilden  und  aus  diesen  Grössen 

V  zusammensetzen.    Die   Grösse   S  allein  enthalt  die  Coordinaten  x,  y,  z  des 

dS  2x 

angezogenen  Punktes  und  da  k—  =■  — =— \ — ,  «o  ergibt  sich : 

ÖX  «    -f-  8 

3  V           A         r       ds          /"siny  0     , 

__  «._4^    I  — i— j — --=    I ^- COS  tfqpdqp 

und  zwei  ahnliche  Formeln  finden  sich  für  die  anderen  Derivirten  von  V  nach 
y  und  jer.    Nun  ist  aber  der  Discontinuitätsfactor 

— — -  cos  S<p dtp  =»    .    *.    0^<; 


/ 


9      *-r-    0  für5>1. 

um  daher  den  Resultaten  eine  definitive  Form  zu  geben,  werden  wir  die  weitere 
Untersuchung  spalten  und  unterscheiden,  ob  der  afficirte  Punkt  im  inneren  oder 

im  äusseren  Räume  liegt. 

*c'        t/'       Ä* 
Für  einen  inneren  Punkt  ist  — 5  +  4s  +  -r  <  1 ,  mithin  auch 

«■       ß        7 


a1  +  *  ^  0*  +  8  ^  y%  +  8 

d.  h.  8  <  1 ,  weil  *  nur  positive  Werthe  im  Integrale  annimmt    Daher  werden 
rar  innere  Punkte: 


/d8 

0 

u 
ZV  _  /*      d« 


J  fr' 


8*  "Vfr'  +  'Ji' 

0 

Hiermit  erhält  man  die  Gomponenten  X,  Y,  Z  der  Attraction,  indem  man  diese 
Grössen  mit  pe  multiplicirt  Es  sind  dieselben  mithin  den  Coordinaten  x,  y,  z 
proportional. 

•C*  !/'  Z* 

Für  einen  äusseren  Punkt  ist  — =  +  ^  H — =-  >  1.    Nun  ist  dieser  Ausdruck 

«"        p1        y*  ^ 

der  Werth,  den  £  für  s  *—  0  annimmt  und  da  5  um  so  kleiner  wird,  je  grösser 

8  wird  und  für  8  =■  00  verschwindet  (vorausgesetzt,  dass  x,  y%  z  endlich  sind),  so 

folgt,  dass  es  einen  positiven  Werth  8  =■  o  gibt,  aber  auch  nur  einen,  für  welchen 

Ä-l  wird.    Es  hat  demnach  die  Gleichung 

**   +    s   +    «■    _. 


«*  +  *        ß*  +  «         V%  +  * 
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eine  positive  Wurzel  und  sie  scheidet  die  Werthe  8  <  <f,  für  welche  S  >  1  wird, 
von  den  Werthen  *  >  <f,  für  welche  S  <  1  wird.    Die  Werthe  *  <  a  kommen 

bei  den  obigen  Integralen  für   ~— ,    ^— ,    ~—  nicht   in    Betracht .    weil    für    sie 

wegen  S  >  1  der  Discontinuitätsfactor  verschwindet,  es  ist  die  Integration '  nach 
8  vielmehr  blos  über  alle  8  von  8  =»  <y  bis  s  =—  oo  zu  erstrecken.  Demnach  er- 
hält man  für  einen  äusseren  Punkt: 

ZV 


dv  r     d» 


8V 


oo 


v         a         r      ds 


o 


bV  _  r       ds 


cz 


r         dS  r 


Um  nun  das  Potential  V  selbst  aus  seinen  Derivirten  zu  bilden,  haben  wir  zufolge 
des  Satzes 

d  V  «  r     dx-\-  -«—  dy  +   0     dz 

ex  dy  dz 

für  einen  inneren  Punkt: 

00 

irr  i*  /2xdx    .     2ydy    ,    2sdz\  ds 

dV=-«9j  ^-^a  +  fjUL  +  --+^- 

u 
nnd  mithin 

V-n9J    ^--^^-^-^-p^j-g 

0 

uud  ähnlich  für  einen  äusseren  Punkt: 


a 


,  f(c  -    xl »1_  _  "_£l_\  <*f 


X^  V*  £* 

Für  Punkte  der  Oberfläche  des  Ellipsoids     %+  Rt+    ,  ■»  1    müssen   beide 

Ausdrücke  für  V  zusammenfallen.  Nun  ist  für  diesen  Fall  c  =»  0,  wie  die  Ver- 
gleichunji  der  Gleichung  des  Ellipsoids  mit  der  Gleichung,  welcher  o  genügen 
muss,  lehrt.  Daher  sind  in  dem  zweiten  Ausdruck  für  V  hierfür  die  Integrations- 
grenzen dieselben,  wie  im  ersten  und  da  xy  y,  z  in  beiden  dieselben  Werthe 
haben,  so  folgt,  dass  auch  die  Constanten  C  und  C  dieselben  Werthe  haben 
müssen.  Es  genügt  daher,  C  zu  bestimmen.  Hierzu  dient  die  Eigenschaft  des 
Potentials,  dass  es  im  Unendlichen  verschwindet.  Nun  wird  für  x  —  y  =-  z  »  cd 
auch  ff  —  oo  und  werden  die  untere  und  obere  Grenze  des  Integrals  für  V  un- 
endlich gross.  Das  ganze  Integral  reducirt  sich  daher  auf  ein  einziges  Element, 
welches  verschwinden  muss.  Dasselbe  hat  vermöge  der  Gleichung,  welche  e  be- 
stimmt, den  Factor  C  —  1,  dessen  Werth  allein  von  den  unendlich  gross  werden- 
den x,  y,  z  abhängt  und  der  mithin  das  Verschwinden  herbeiführen  muss.  Aus 
C  —  1  =  0  folgt  aber  C'»l.  Demnach  ist  der  Werth  des  Potentials  des 
Ellipsoids  gefunden;  er  ist: 

Schkll,  Mechanik.  II.  20 
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/Vi  x*  V*  **     \ ds 

V=nQJ   ^-..+  8  ~  ?,  +  8  -  yi  +  8)  B> 


oder 


o 

00 


A        _*« y» e*    \  ds 


je  nachdem  der  Punkt  im  Innern  der  Masse  oder  im  Aussenranme  liegt  nnd  wobei 

x*              y*  z% 

6  die  positive  Wurzel  der  Gleichung  -j-j_ h  a*   \ h  tt~  ~  *  ^8*" 

2.    Die  Integrale 

CO  CO  oo 

J'      ds  r      ds  l'      ds    _ 

(«»  +  s)  D  •  J  (ß'  +  8)  7)  •  J  (V  + "•)  ~D ' 

Ü  ü  0 

#F     dV     dV 
welche  in  den  Ausdrücken  für  ^— ,   75— ,   -0—  in  Bezug  auf  einen  inneren  Punkt 

dx  '   dy      dz  ° 

auftreten,  hängen  nicht  von  den  absoluten  Längen,  sondern  nur  von  den  Verhält- 
nissen et :  ß :  y  der  Halbaxen  des  anziehenden  Eilipsoids  ab.  Denn  setzt  man  z.  B. 
in  dem  ersten  von  ihnen  8  =-»  «*£,  so  entsteht 

co 

dt 


<! + « l/»+ö(r+ £ «)  (1 + £ «)  . 

0 

So  lange  also  die  Verhältnisse  der  Axen  dieselben  bleiben,  behalten  diese  Inte- 
grale dieselben  Werthe  und  mithin  auch  die  Attractionscomponenten  X,  F,  Z1 
welche  ihnen  proportional  sind.  Zwei  Eilipsoide  von  denselben  Azenverhältnissen 
sind  aber  ähnlich.    Daher  der  Satz: 

Zwei  homogene  concentrische  ähnliche  und  ähnlich  liegende 
Ellipsoide  derselben  .Dichtigkeit  ziehen  einen  inneren  Punkt  mit 
derselben  Intensität  und  .in  derselben  Richtung  an.  Hieraus  folgt 
weiter:  Eine  homogene  ellipsoidische  Schicht,  von  zwei  ähnlichen 
und  concentrisch  ähnlich  liegenden  Ellipsoiden  begrenzt,  übt  auf 
einen  Punkt  ihres  inneren  Hohlraumes  keine  Wirkung  aus. 

Dieser  Satz  besteht  auch  fort,  wenn  die  Schicht  nicht  homogen  ist,  sondern 
die  Dichtigkeit  so  variirt,  dass  sie  auf  Ellipsoiden,  welche  den  Grenzflächen  ähn- 
lich in  ähnlicher  Lage  sind,  constant  ist 

3.  Wird  die  Schicht  unendlich  dünn,  so  kann  man  die  Attractionscompo- 
nenten für  einen  äusseren  Punkt  frei  von  Integralzeichen  darstellen.  Man  hat 
nämlich  zunächst,  wenn  man  8  ==  a*t  setzt, 


VL , 

ex 


co 

/* dt  


für  ein  zweites  ähnliches,  dem  ersten  unendlich  nahes  Ellipsoid  mögen  a',  fi\  / 
die  Halbaxen  sein,  welche  wir  uns  kleiner  als  a,  /?,  7  denken  wollen,  sodass 
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«'  =  «-{-  da,    ß>  =»  ß  +  dß,   y  =  y  +  dy  und,  wenn  1  —  X  das  Aehnlichkeits- 

verhältniss  ist,  wo  X  unendlichklein,  a  -\-  dcc  *=*  (1  —  X)  a,  also  da  =  —  Xa  und 

cV 
ebenso  dß  =  —  Xß,  dy  =  —  Xy  wird.    Denkt  man  sich  tt-   für  das  zweite  Ellip- 

o  so 

dV 
soid  hingeschrieben  und  von  dem,  dem  %sten  entsprechenden  Werthe  von   ~— 

abgezogen,  so  stellt  die  Differenz  mit  c  p  multiplicirt  die  Attractionscomponente  X 
der  Schicht  dar.  Auf  der  rechten  Seite  aber  erscheint  das  Differential  des  Inte- 
grales nach  o,  welches  die  einzige  darin  enthaltene  Aze  ist,  die  sich  ändert. 
Man  hat  daher: 


X  =  —  2itQspxdcc 


00 

d      r  dt 


•fi 


+^+t)(i+-;I<)(i+^) 


a 


i  i   d'V* 

c      Da     da 
ar 

wenn  Da  den  Werth  von  D  für  8  «  c  bezeichnet. 

Ea  irt  aber  ^-^  +  -^  +  -J^j  -  1  oder 


1  +  a*        a*  "*"  a»        a*  +  a* 


ß8      y* 
und  die  Differentiation  dieser  Gleichung  liefert,  da  -^,  -^  constant  siud: 


'  a%  /        x*  ,  y' i  *'       _\ 


=  2«, 


,  ,         'q*       __  2p^  a?'         , y1 ,         s*  J_ 

'       0a    S*~-^r'    WenD    («*  +  «)•  +  (Pi+"^       (?*  +  «)"  ""  P*  ' 

Hiermit  werden ,  wenn  die  analogen  Entwickelnngen  für  75—  ,   ^—    durchgeführt 

werden : 

v  P*  » 

X ixM<,x  ■  -t  ^  ■  jj-  , 

und  folglich  die  Attractionskraft  P  selbst: 

Dieses   Resultat    ist  einer    einfachen    geometrischen    Interpretation    fähig.     Die 
Gleichung 

20* 


308  Potential  des  homogenen  Ellipsoids.     HI.  Th.,  Cap.  XIII,  §.  9. 


aa  +  a    f    ß*  +  a  ^  y*  +  <f 

bedeutet  nämlich  ein  durch  den  Punkt  (xyz)  gehendes  Ellipsoid,  dessen  Halb- 
axen  «',  ß\  y   durch  die  Relationen 

«'*-«»  +  *,    p'»«p«  +  ,,    /•-,»  +  <, 

gegeben  sind,  aus  denen 

«'«  -  p  —  «*  —  ß\    f*  -  y'1  -  0"  -  y»,    «' »  —  /»  «  ««  -  y« 

folgt.  Da  die  Quadratdifferenzen  der  Halbazenpaare  für  dieses  und  das  an- 
ziehende Ellipsoid  dieselben  sind,  so  haben  beide  Ellipsoide  gleiche  Excentrici- 
täten  und  dieselben  Brennpunkte  der  Hauptschnitte  oder  sind  confocal.  Die 
Gleichung  der  Tangentenebene  an  unser  neues  Ellipsoid  im  afficirten  Punkte 
(xyz)  ist  nun 

£  +  -ST"  l-r  '  V  +  ...    ,    ,  •  t  -  1  —  0 ; 


a8  +  *     *    '     p»  +  <f     '    '    y*  +  <j 

ihr  Abstand  vom  Mittelpunkte  ist  daher  die  Grösse  p  und  die  Richtungscosinusse 
der  Normalen  im  Punkte  (x yz)  sind  px:a'%,  py-ß'*,  pz:y\    Ferner  ist 


».-y(«  +  3)  (■+£)('  +  ;■) 


y  («« "+  o)  0»  +  «)  (y«  +  •)  =  •  tl 


aßy  w  vr  aßy 

Mit  Hülfe  dieser  Ausdrücke  werden     . 

X  =»  — 4jraspp   ■  '  #,  •-.«*» 
r         «py     <*  * 

r  —  i*M9PjprP/,i, 

Z  —  —  4»ftc9J)    ,!/  /  "-1*1 

r         o py     y  * 

aßy 

worin  man  noch  die  Masse  der  Schicht  verwerthen  kann.    Sie  ist 

m  =  $nqaßy  [1  —  (1  —  *)•]  —  Inqaßyl. 


Hiermit  wird 


p—  *P™P 


-  -  -  ■     i     ■     • 

aßy 
Aus  diesen  Entwicklungen  folgt  der  Satz: 

Die  Attractionskraft  einer  unendlich  dünnen,  zwischen  zwei 
ähnlichen,  concentrisch  und  ähnlich  liegenden  Ellipsoiden  enthal- 
tenen homogenen  Schicht  in  -Bezug  auf  einen  äusseren  Punkt  hat 
die  Richtung  der  Normalen  an  das  durch  diesen  Punkt  gelegte,  mit 
der  äusseren  Grenzfläche  der  Schicht  confocale  Ellipsoid  und  ist 
der  Masse  der  anziehenden  Schicht  und  dem  Abstände  der  Tangenten- 
ebene jenes  Ellipsoids  im  angezogenen  Punkte  vom  Mittelpunkte  der 
Schicht  proportional. 

Die  Niveauflächen  der  Attraction  der  Schicht  sind  mithin  die 
mit  ihrer  Aussenfläche  confocalen  Ellipsoide.  Die  Aussenfläche 
selbst  ist  daher  eine  Niveaufläche.    Für  einen  Punkt  auf  ihr  sind  «',  {T,  y 
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gleich  a,  ß,  y  und  kann  man  noch  in  dem  Ausdrucke  für  P  die  Grösse  pX  durch 
die  Dicke  d  der  Schioht  in  der  Richtung  der  Normalen  ersetzen,  wie  man  leicht 
aus  der  Aehnlichkeit  der  Begrenzungsflächen  erkennt.  Sind  nämlich  r,  s  die 
Radienyectoren  der  äusseren  und  inneren  Grenzfläche,  welche  die  Richtung  vom 
Mittelpunkte  nach  dem  angezogenen  Punkte  haben,  so  ist  p  :  9  =  r  :  (r  —  s). 
Vermöge  der  Aehnlichkeit  der  Grenzfläche  n  ist  aber  r  :  (r  —  s)  =  1  :  X ,  also 
^>  :  d  =  1  :  X  oder  pX  =  £.  Hiermit  wird  P  =  4np€(fd.  Die  Attraction  der 
Schicht  in  Bezug  auf  einen  Punkt  ihrer  äusseren  Grenzfläche  ist  der 
Dicke  der  Schicht  in  der  Richtung  ihrer  Normalen  im  angezogenen 
Punkte  proportional. 

4.  Das  Potential  eines  Ellipsoids,  wie  einer  zwischen  ähnlichen  Ellipsoiden 
enthaltenen  Schicht  kann  durch  elliptische  Integrale  dargestellt  werden.  Wir 
werden  dies  nicht  ausführen,  sondern  verweisen  in  dieser  Hinsicht  auf  Legen dre, 
Tratte"  des  fonctions  elliptiques,  T.  I,  p.  539,  sowie  Sturm,  Cours  de  mecanique  de 
Vecole  polytechnique,  T.  I,  p.  97. 

Für  die  ellipsoidischen  Rotationsflächen  gehen  diese  elliptischen  Integrale  in 
Kreisfunctionen,  Logarithmen  und  algebraische  Functionen  über.  Ausführlich  über 
diese  Fälle  handelt  Moigno,  Lecons  de  mecanique  analytique;  statique,  p.  477 — 
498,  sowie  Legendre  a.a.O.  —  Für  das  dreiaxige  Ellipsoid,  dessen  Axen  wenig 
von  einander  verschieden  sind,  gibt  Schlömilch  die  positive  Wurzel  e  der 
obigen  Gleichung  und*  damit  die  Componenten  der  Attraction  für  einen  äusseren 
Punkt  (Schlömilch,  Zeitschr.  f.  Mathe  m.  u.  Physik,  B.  XV,  p.  216  und  mit  einer 
nothwendigen  Correction  p.  388). 

5.  Das  Problem  der  Attraction  des  Ellipsoids  ist  durch  die  Schwierigkeiten 
berühmt  geworden,  welche  es  der  Lösung  entgegensetzte.  Dieselbe  wurde  von 
Newton  und  Maclaurin  auf  synthetischem  Wege  gesucht,  allein  vergebens 
strebte  man  darnach,  die  schönen  Einzelresultate  des  letzteren  zu  einer  vollstän- 
digen Lösung  auf  analytischem  Wege  zu  verallgemeinern  (D'Alembert,  Opus- 
cules  mathematiques,  T.  VI  u.  VII  und  Lagrange,  Metn.  de  VAcademie  de  Berlin, 
1773,  1774,  1776  und  1796),  bis  sie  endlich  Legendre  (Metn.  des  savants  ärangers, 
T.  X,  1783)  und  Laplace  (Mecanique  Celeste,  T.  II,  livre  3)  gelang.  Seit  dieser 
Zeit  war  man  der  merkwürdigen  Ansicht,  dass  das  Problem  einer  synthetischen 
Behandlung  überhaupt  unzugänglich  sei  und  Legendre  und  Poisson  sprachen 
sich  in  diesem  Sinne  etwas  voreilig  und  entschieden  aus  (Mem  de  VAcad.  des 
sciences,  1788  und  1834);  ChasleB  widerlegte  glänzend  diese  Meinung,  indem 
er  1838  eine  vollkommen  synthetische  Lösung  gab  (Comptes  rendus  de  VAcad.  des 
sciences,  T.  VI,  p.  902  (26.  Juin);  Rapport  de  M.  Poinsot,  T.  VI,  p.808  (11.  Juin); 
als  Vorläufer  Journal  de  Vecole  polytechn.,  Cah.  26,  p.  244  u.  266)  (1837).  Wir 
geben  im  Folgenden  eine  Bearbeitung  der  Chasl es' sehen  Synthese  und  folgen 
dabei  der  Redaction  seiner  Arbeit,  die  er  in  Liouville's  Journal  de  mathem., 
T.  V  (1840)  unter  dem  Titel:  „Nouvelle  Solution  du  problbne  de  V attraction  d'un 
ellipsoide  heterogene  sur  un  point  exterieur"  publicirt  hat.  Er  knüpft  darin  an  die 
Betrachtungen  Newton'»  und  Maclaurin's  an. 

Wir  beginnen  mit  dem  Newton1  sehen  Satze  über  die  Wirkung  einer  homo- 
genen oder  concentrisch »geschichteten,  zwischen  zwei  ähnlichen  und  concentrisch 
ähnlich  liegenden  Ellipsoiden  enthaltenen  Masse  auf  einen  Punkt  des  inneren 
Hohlraumes.  Ein  unendlich  schmaler  Kegel  (Fig.  90),  dessen  Mittelpunkt  der 
afficirte  Punkt  P  ist,  schneidet  aus  der  zunächst  unendlich  dünn  gedachten  Schicht 
zwei  unendlich  kleine  Volumina  dvy  dv  aus,  welche  dem  durch  P  gehenden  Strale 
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anliegen,  der  die  äussere  Grenzfläche  in  m,  m\  die  innere  in  n,  ri  trifft.    Das 
Volumen  dv  an  nro  ist  unendlich  wenig  verschieden  von  dem  Volumen,  welches 

der  Kegel  aus  einer  mit  den  Radien  Pn,  Pm  um 

j  ^^- — ^^  P  beschriebenen  Kugelschicht  herausschneidet; 

~~  ^  ~~  fc  ebenso  verhalt  es  sich  mit  dv  an  rim.    Ist  da 

das  Mass  des  Winkelraumes  im  Kegel,  d.  h.  das 
Kugelflächenelement,  welches  der  Kegel  in  der 
Einheit  der  Entfernung  bestimmt,  so  hat  man 

Pro8    da 


dv  =»  vmM  •  aa  •  mn, 

dv  =»  Pm*  •  da  •  mri 
und  wenn  o  die  Dichtigkeit  der  ellipsoidischon 


m' 


Fig.  90. 


Schicht  darstellt,  so  sind 

BftQdV 


Pm' 


sftQ  -  mn 


8fio  •  m'n  •  da 


da     und     —  —  — « 
Pm* 

die  Kräfte,  mit  welchen  die  Masse  (i  in  P  von  den  Massen  odv,  odv  der  beiden 
kleinen  Volumina  längs  der  Linie  mm  in  entgegengesetztem  Sinne  afficirt  wird. 
Wir  werden  aber  sogleich  zeigen,  dass  mn  ■  mn  ist  und  dass  diese  Kräfte  mit- 
hin sich  Gleichgewicht  halten.  Da  dasselbe  von  je  zwei  Massenelementen  odv, 
odv  der  Schicht  gilt,  deren  Verbindungslinie  durch  P  geht,  bo  folgen  die  New- 
ton1 sehen  Sätze  (Philosophien  naturalis  prineipia  math.,  lib.  I,  sect.  XIII,  dtm  cor- 
porum  non  sphetericorum  viribus  attractivis,  prop.  XCI,  probl.  XLV  (ed.  Th.  Le  Seur 
et  Jacquier  1760,  p.  511—520),  nämlich  zunächst: 

Eine  homogene,  zwischen  zwei  concentrischen  ähnlichen  und 
ähnlich  liegenden  Ellipsoiden  enthaltene  unendlich  dünne  Schicht 
übt  auf  einen  Punkt  ihres  inneren  Hohlraumes  keine  Wirkung  aus. 

Indem  man  solcher  Schichten  unendlich  viele  bis  zu  einer  Schicht  von  end- 
licher Dicke  übereinander  lagert,  folgt  weiter: 

Eine  zwischen  zwei  ähnlichen,  concentrischen  und  ähnlich  lie- 
genden Ellipsoiden  enthaltene  Schicht  von  endlicher  Dicke  und 
constanter  oder  auf  concentrisch  ähnlich  liegenden  Schalen  con- 
stanter  Dichtigkeit  übt  auf  einen  Punkt  des  Hohlraumes  keine  Wir- 
kung aus. 

Der  zum  Beweise  herangezogene  Satz,  dass  zwei  ähnliche,  concentrisch 

liegende  Ellipsoide  jede  Transversale  so 
schneiden,  dass  die  zwischen  die  Grenz- 
flächen fallenden  Strecken  gleich  sind,  folgt 
so.  Man  lege  durch  den  Mittelpunkt  C  (Fig.  91)  der 
Schicht  und  die  Transversale  mm  eine  Ebene  und 
ziehe  in  ihr  den  zu  nri  conjugirten  Diameter  CD; 
er  halbirt   die   Sehne  nn    des   inneren  elliptischen 

^^^y "      ^^  Schnittes  in  D.  Man  ziehe  ferner  Cn,  Cri,  wodurch 

~tä^ auf  der  äusseren  Schnittellipse  der  Schicht  die  homo- 

Fig.  91.  logen  Punkte  der  Aehnlichkeit  N,  N'  zu  n,  ri  ge- 

funden werden,  deren  Verbindungslinie  NN'  homolog 
zu  nri  und  wegen  der  ähnlichen  Lage  der  Figurensysteme  parallel  mit  nri  ist. 
Es  wird  daher  auch  NN'  von  jenem  Diameter  halbirt,  d.  h.  er  ist  auch  für  die 
äussere  Ellipse  zu  der  Richtung  der  Transversalen  mm  conjugirt  und  wird  folg- 
lich auch  mm  von  ihm  halbirt;  daher  ist  Dm  —  Dn  =  mn*=Dm —  Dri  —  mri. 


J 
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Die  weiteren  Entwickelnden  gründen  eich  auf  die  projectivische  Verwandt- 
schaft zweier  Räume,  welche  die  Affinität  genannt  wird.  Wir  nehmen  drei  recht- 
winklige Axen  als  Coordinatenazen  an  und  bestimmen  zu  jedem  Punkte  (xyz) 
einen  anderen  (x  y  z\  sodass  x  =  xx,  y  =  x'y,  z  ==  %"z  wird,  wo  x,  x',  x"  drei 
absolute  Zahlen  bedeuten.  Dadurch  werden  zwei  Räume  eindeutig  aufeinander 
bezogen,  d.  h.  so,  dass  jedem  Punkte  (xyz)  des  einen  ein  einziger  bestimmter 
Punkt  {xyz')  des  anderen  Baumes  entspricht  und  umgekehrt.  Diese  räumlichen 
Systeme  sind  nicht  ähnlich,  vielmehr  würden  sie  dies  erst,  wenn  x  =  x'=-x"  ge- 
setzt würde.    Sie  sind  vielmehr  durch  folgende  Umstände  ausgezeichnet. 

1.  Einem  unendlich  fernen  Punkte  des  einen  Baumes  entspricht  ein  unend- 
lich ferner  Punkt  des  anderen. 

2.  Allen  Punkten  (xyz)  einer  Ebene  Ax-\-By-\-Cz-\-D=*0  entsprechen 
Punkte  einer  Ebene 

—  X   +-Tjf    +  -n  Z    +  D  =  0 
X  XX 

und  mithin  allen  Punkten  einer  Geraden,  als  der  Durchschnittelinie  zweier  Ebenen, 
wiederum  die  Punkte  einer  Geraden,  nämlich  die  der  Schnittlinie  der  beiden 
homologen  Ebenen.  Die  Punktreihen  zweier  homologer  Geraden  sind  ähnlich, 
aber  ^  das  Aehnlichkeitsverhältniss  variirt  mit  der  Lage  der  Geraden.  In  den  Co- 
ordinatenebenen  und  in  der  unendlich  feYnen  Ebene  fallen  homologe  Ebenen  zu- 
sammen. 

3.  Der  Kugel  x%  -f-  y*  -f-  z*  =»  a*  entspricht  das  Ellipsoid 

x%      I      y'      I      z%     ^  1 


(»a)2T(x'a)lT  (x"o)5 

X?  f/'  z^ 

4.  Dem  Ellipsoid  -j  +  -r-,  H — j  =  t  entspricht  ein  andere«  Ellipsoid 

x'\.  +  _£_  +  JL-  -  i 

ttt  T^   /..'iah    i^    /.."-\*         1* 


(xa)*    '    (x'&)*^  (x"c)*    . 
5.    Sind  zwei  Ellipsoide  ähnlich,  z.  B. 

so  sind  auch  ihre  homologen  Ellipsoide 

+  >.7iÄä  +  TJr-Z*  —  i     nna    r— ^  -f-  7-tt—  +  __  —  n 


(xa)*^(x'6)9^(x" c)*  (xo)1   '   (x7>)*    r  (x'c)» 

ähnlich  und  zwar  nach  demselben  Aehnlichkeitsverhältnisse  n. 

6.  Homologe  Volumina  stehen  in  constantem  Verhältniss.    Denn  es  ist 

dxdydz  =  ***"  dxdy  dz,  also   -=-, — j  -,—  =  «»V. 
^  *      '  Zdxdydz 

7.  Nimmt  man  die  Verhältnisszahlen  x,  x',  x"  so  an,  dass  die  beiden  homo- 
logen Ellipsoide 

*  x*       y%       z*  _  ,       x*  y*  a'8 

P  +  ft»4"?"""1  («a)»  +  (/*)i  +  (7,3i 

confocal  werden,  d.  h.  dass  ihre  Hauptschnitte  dieselben  Brennpunkte  besitzen, 
welche  Bedingung  durch  xsa8  —  a*  =  x'*6*  —  6*  =-  x"*c*  —  c*  ausgesprochen 
wird,  so  werden  die  Qnadratdifferenzen  der  Halbaxen  zweier  ihnen  ähnlicher  und 
sich  homologer  Ellipsoide 
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~¥  "T  Ti  "1 5"  =  W"    Und     ; r-5  -+-  .  ,,  a  -4-  .  *,     t  =■  n" 

o*    '   6*    '   c*  (*<0         (*&)        (*  c) 

ebenfalls  gleich,  nämlich: 

n8  (x8a8  —  a8)  —  n8  (*  *&*  —  fr8)  ~  n8  (x"8c8  —  c8) 

und  sind  die  beiden  letzteren  Ellipsoide  gleichfalls  confocal.    Um  x,  x',  x"  der 
Bedingung  gemäss  zu  bestimmen,  dass  zwei  Ellipsoide 

?!  4_  ?!  4_  iL  a  1     *!  +  £1  +  ?'8  a  i 

a8  +  &»  +  c8  '     a 8  ^  6'*  +  c'1 

von  den  Ualbaxen  a,  6,  c  und  a ,  b\  c  homolog  werden,  hat  man  %a  =  a\  %'b  =  b\ 

*  TL'  _» 

x"c  =■  c ,  also  x  =  —    x'  ss»  r- ,  x"  =  —  zu  setzen  und   wenn  sie  confocal  sein 

a  0  c 

sollen,  so  sind  die  Bedingungen  o'1  —  a8  =»  6'8  —  6"  =  c  *  —  c8  zu  erfüllen. 

8.  Es  seien  Jf,  N  zwei  Punkte  des  einen  und  M',  N'  die  ihnen  homologen 
Punkte  des  anderen  zweier  affiner,  confocaler  Ellipsoide,  dann  ist  MN'*=*MN.  Man 
hat  nämlich,  wenn  x,  y,  z  und  {,  17,  £  die  Coordinaten  von  M  und  iV,  ä,  y\  z  \ 
6'i  V»  £   die  von  Jf',  JV"  sind: 


I 


M IT*  -  (f  -  *)*  +  (,'  -  y)»  +  (r  -  *)', 

ST?»  -  (f  -  *')*  +  (1?  -  «/')'  +  (t  -  *')«; 

mithin,  wenn  man  {'  =■  *f,  ij'=—  *'ij,  £'=«"£,  *'=•  xx,  y'  »-  x'y,  *'  =  x"«  ein- 
führt und  subtrahirt: 

MN"-EH*-(£  -  J)  («••_.«)+(£  -  £)  (6'«  -  6«)  +  ^-^(c'.-c»), 
d.  h.  da  a1  -  «'•  =-  6«  -  &'*  —  c*  -  c  •  ist, 

•C8        t/8         £8 
indem  (tfy*)  und  (Jijf)  Punkte  des  Ellipsoides  -y  +  r,  H — ,-  =  1   sind.    Folg- 
lich ist  M N'  =  M '  N. 

Dieser  Satz  rührt  von  Ivory  her;  er  nennt  die  homologen  Punkte  der  con- 
focalen  Ellipsoide  „correspondirende  Punkte "  beider. 

Es  seien  (Fig.  92)  (AB)  und  (Ä  B>)  zwei  unendlich  dünne  Schichten,  beide 
von  ähnlichen  Ellipsoiden  begrenzt  und  zwar  so,  dass  ihre  äusseren  und  ihre  inneren 

Grenzflächen  At  Ä  und  B,  B'  confocal  sind.  Sind  dann 
P,  P'  zwei  homologe  feste  Punkte  der  äusseren  Grenz- 
flächen, m,  tri  zwei  correspondirende  laufende  Punkte 
derselben  und  dv,  dv  die  ihnen  anliegenden  homo- 
logen Volumenelemente,  so  hat  man,  wenn  a,  b,  c; 
a ,  b\  c    die   Halbaxen  der  äusseren  Grenzflächen  sind, 

x  =  —  ,   x'  s=a  —     x"  =■  —    und   folglich    nach    Nr.   6 : 
a  b  c 

—-,  =  -      , .    Weil  mP'=  m'P  ist,  so  hat  man  weiter,  wenn  0,  p'  die  Dichtig  - 
dv        a  bc 

keiten  der  Schichten  bezeichnen: 

gdv     o  dv         gäbe 

_.     _,  •  ^^  ...   _  .. 

»»P       pa  6c 
und  folglich,  wenn  man* durch  die  ganzen  Schichten  hindurch  summirt: 
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Qdv     ^Qdv  Qabc 


tn  P        Qabc 

abc  :  ab'c  ist  das  Verhaltniss  der  Volumina  und  Qabc  i  q' ab' c  folglich  das  Ver- 
hältniss  der  Massen  der  Schichten.    Die  vorstehende  Gleichung  sagt  daher  aus: 

Die  Potentiale  F,  V  zweier  unendlich  dünner  ellipsoidischer 
Schichten  (AB),  (Ä&)  von  constanten  Dichtigkeiten  q,  q\  begrenzt  von 
ahnlichen  und  ähnlich  liegenden  concentrischen  Ellipsoiden,  deren 
äussere  Grenzflächen  A,  Ä\  wie  ihre  inneren  J5,  B'  unter  sich  con- 
focal  sind,  in  Bezug  auf  zwei  homologe  Punkte  P,  P*  der  Affinität 
ihrer  äusseren  Grenzflächen,  sodass  V  sich  auf  P'  und  V  auf  P  be- 
zieht, stehen  im  Verhaltniss  der  Massen  der  Schichten. 

Die  Verallgemeinerung  dieses  Satzes  für  ein  beliebiges  Anziehungsgesetz  gab 
Amsler  [Crelle's  Journal  Bd.  42,  S.  314  (1848)]. 

Es  sei  die  Schicht  AB*  von  der  Schicht  AB  umschlossen;  nach  dem  Newton- 
sehen  Satze  übt  die  Schicht  AB  auf  den  inneren  Punkt  P'  keine  Wirkung  aus; 

Qdv 


daher  sind  die  Derivirten  des  Potentials  2 


roP' 


nach    den   Coordinaten    dieses 


Punktes  genommen,  Null  und  ist  mithin  dies  Potential  constant.    Hieraus  folgt, 

dass  auch  das  Potential  Z  ^-r-p  der  Schicht  (Ä  B')  in  Bezug  auf  P  constant  sein 

müsse,  wo  auch  immer  P  auf  der  Fläche  A  liegen  möge,  d.  h.: 

Für  eine  unendlich  dünne  zwischen  zwei  ähnlichen  Ellipsoiden 
enthaltene  Schicht  von  constanter  Dichtigkeit  ist  das  Potential  in 
Bezug  auf  einen  äusseren  Punkt  constant  für  alle  Punkte  eines  mit 
der  äusseren  Grenzfläche  der  Schicht  confocalen  Ellipsoids.  Das 
System  aller  mit  der  äusseren  Grenzfläche  confocalen  Ellipsoide 
ist  daher  das  System  der  Niveauflächen  für  die  Attraction  der  Schicht 
und  die  Richtung  der  Attractionskraft  der  Schicht  ist  die  Normale 
des  durch  den  afficirten  Punkt  hindurchgehenden,  mit  der  äusseren 
Grenzfläche  confocalen  Ellipsoids.  Die  äussereGrenzfläche  ist  selbst 
eine  Niveaufläche. 

Es  seien  (Fig.  93)  {AB),  (AB*),  (A"B")  drei  Schichten  von  der  Beschaffen- 
heit, wie  die  vorigen,  m,  •»',  m";  P,  P\  P"  homologe  Punkte  ihrer  Aussen- 
flächen,  dv,  dv\  dv"  die  homologen  Volumenelemente  an  m,  m\  m";  q,  q\  9" 

die  Dichtigkeiten  der  Schichten  und  werde  an- 
genommen, dass  die  Schicht  (AB)  die  beiden 
anderen  umschliesse.  Unter  Beibehaltung  der 
bisherigen  Bezeichnungsweise  hat  man  dann: 

_  q'  dv        Q'ab'c        Qdv 
ro'P    Qabc       mP' 


»* 


Fig.  98. 


q  dv 
m  P 


I»      M  -mll     II  j 

>  a  b  c    _,  Qdv 


Qabc        mP 

Da  aber  P'  und  P"  beide  innere  Punkte  für  die  Schicht  AB  sind,  so  ist: 

-Qdv  Qdv 


tnP" 


mP 


*i 


daher  erhält  man  die  Proportion: 


I     1        I  II      m        I 

*  mP  •  £ ~m"P 


t     1 1»     1 

Qabc 


11  ~fi 
q  a 


b  c 
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d.  h.  die  Potentiale  zweier  unendlich  dünner  ellipsoidischer  Schich- 
ten von  constanten  Dichtigkeiten,  begrenzt  von  ähnlichenEllipsoiden 
mit  confocalen  Aussenflächen  in  Bezug  auf  einen  äusseren  Punkt 
stehen  im  Verhältniss  der  Massen  dieser  Schichten. 

Sind  daher  x,  y,  z  wie  früher  die  Coordinaten  des  angezogenen  Punktes  P 
in  Bezug  auf  die  Hauptaxen  der  Schichten,  so  erhält  man  für  die  Componenten 
X',  Y't  Z\  X",  Y",  Z"  der  Attractionskräfte  P\  P": 

d2SW  9£W  dZW 

v,  m  P  _.,  mP  „,  m  P 

X   =  t(i  — ä Y  =  *  11  — ö ,  Z  —  sa « , 

ex      }  r       dy.     '  r       dz      • 


ds<L**  dx**>  ds<L%L 

v„  ro  P       v„  m  P       „„  m  P 


dx      '  r       0y      '  r       0*      ' 

sowie  für  diese  Kräfte  P'  =  }/X'*  +  Y'«  -f  £'*,  P"  «  }/X"*  +  r"8  +  ^T, 
mithin  mit  Rücksicht  auf  die  vorstehende  Gleichung: 

:  X    =  i    :  j:     =Z:Z    =  P:  P    =pak:pa  de  , 

d.  h.  die  Intensitäten  der  Attractionskräfte,  mit  welchen  die  beiden 
Schichten  auf  einen  äusseren  Punkt  wirken,  stehen  im  Verhältniss 
der  Massen  beider  Schichten. 

Von  den  beiden  zuletzt  aufgestellten  Sätzen  bestimmt  der  erste  die  Richtung 
und  kann  der  zweite  dazu  dienen,  die  Intensität  der  Attraction  einer  Schicht  be- 
züglich eines  äusseren  Punktes  zu  bestimmen.  Die  Richtung  ist  für  alle  Schichten 
der  Art  dieselbe. 

Indem  man  unendlich  dünne  Schichten  übereinander  lagert,  gelangt  man  zu 
dem,  dem  letzten  Satze  entsprechenden  Satze  für  Schichten  von  endlicher  Dicke. 
Es  seien  A,  Ä  zwei  confocale  Ellipsoide,  man  zerlege  sie  beide  in  unendlich 
dünne  Schichten,  von  denen  jede  zwischen  ähnlichen  Ellipsoiden  enthalten  ist; 
a,  b,  c;  a,  &',  c  seien  die  Halbaxen  beider  Ellipsoide.  Die  Halbazen  der  äusse- 
ren Grenzfläche  einer  Schicht  deB  einen  seien  na%  n&,  nc;  die  einer  Schicht  des 
anderen  na ',  nb' ,  nc '.  Ertheilt  man  n  für  beide  denselben  Werth,  so  bleiben  ihre 
Grenzflächen  confocal  und   ihre  Attractionskräfte  in  Bezug   auf  einen   äusseren 

Punkt  und  deren  Componenten  stehen  im  Verhältniss    /  ,.,  /  ihrer  Massen.    Die 

r  Qa  oc 

Grössen  q~  9  können  dabei  mit  n  variiren.  Aehnliches  gilt  für  die  beiden 
nächstfolgenden  Schichten,  ebenso  für  die  weiteren.  Bleibt  nun  das  Verhältniss 
q  :  9'  constant,  während  beide  Grössen  selbst  veränderlich  sein  können,  so  stehen 
die  Componenten8ummen  der  Attraction,  welche  von  einer  Reihe  solcher  ent- 
sprechender Schichtenpaare  herrühren,  in  demselben  Verhältnisse,  also  auch 
schliesslich  wieder  die  Gesammtattractionskräfte  selbst.  Dies  Verhältniss  ist  aber 
zugleich  das  der  Massen  der  beiden  Schichten  von  endlicher  Dicke,  welche  durch 
die  beiden  Schichtenreihen  gebildet  werden.    Daher  also  der  Satz: 

Die  Attractionskräfte,  welche  zwei  ähnlicheellipsoidische  Schich- 
ten endlicher  Dicke  auf  einen  äusseren  Punkt  ausüben,  stehen  im 
Verhältniss  von  deren  Massen. 

Für  zwei  volle  Ellipsoide  wurde  dieser  Satz  von  Maclaurin  zuerst  auf- 
gestellt. 

Den  Satz  über  die  Richtung   der  Attractionskraft   einer  unendlich   dünnen 
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Schicht  in  Bezug  auf  einen  äusseren  Punkt  hat  Poisson  {V  Institut,  12.  Oct.  1833; 
Memoire»  de  VAcad.  des  sciences,  T.  XIII.)  in  einer  anderen  Fassung  aufgestellt 
und  Steiner  gab  dafür  einen  synthetischen  Beweis  (Cr  eile 's  Journ.  (L  Math. 
Bd.  XII,  S.  141,  1834),  wie  folgt: 

Die  Richtung  der  Attractionskraft  einer  unendlich  dünnen  homo- 
genen ellipsoidischen  Schicht  in  Bezug  auf  einen  äusseren  Punkt  ist 
die  Axe  des  Kegels,  welcher  diesen  Punkt  zum  Mittelpunkte  hat  und 
der  äusseren  Qrenzfläche  der  Schicht  umschrieben  ist. 

Der  Steiner1  sehe  Beweis  gründet  sich  auf  folgenden  Satz:  Wenn  PA,  PB 
(Fig.  94)  die  Ellipse  ACFB  in  A,  B  berühren,  die  Gerade  PQ  ihren  Winkel 
halbirt  und  die  Berührungssehne  AB  in  Q  schneidet,  so  bildet  PQ  gleiche  Winkel 

mit  je  zwei  Geraden  PC,  PD,  welche  nach  den  Schnittpunkten 
einer  beliebigen,  durch  Q  gelegten  Geraden  mit  der  Ellipse 
hinlaufen.  Ist  nämlich  PB  senkrecht  zu  PQ,  so  sind  PÄ,  PB; 
PQ,  PB  vier  harmonische  Stralen,  weil  PQ,  PB  die  Winkel 
von  PA,  PB  halbiren.  Daher  sind  die  Punkte  A,  B;  Q,  B 
harmonisch.  Ferner  sind,  weil  P  der  Pol  von  AB  ist,  F,  G; 
Q,  P  harmonisch.  Daher  ist  PB  die  'Polare  von  Q  oder  der 
Ort  aller  diesem  harmonischen  Punkte  E  zu  Q;  C,  D  auf  allen 
durch  Q  gehenden  Geraden  D E.  Deshalb  sind  PQ,  PE;  PC, 
PB  harmonische  Stralen  und  da  zwei  zugeordnete  PQ,  PE 
Fig.  04.  VOn  ihnen  zu  einander  rechtwinklig  sind,  so  halbiren  sie  die 

Winkel  der  beiden  anderen  PC,  PD. 
Legt  man  nun  durch  die  Hauptaxe  des  umschriebenen  Kegels,  welche  in  den 
Innenraum  desselben  falK,  und  irgend  einen  Punkt  C  auf  der  äusseren  Grenzfläche 
der  Schicht  eine  Ebene,  welche  die  äussere  Fläche  in  einer  Ellipse  ACBD,  den 
Kegel  in  zwei  diese  berührenden  Stralen  PA,  PB  und  die  Ebene  der  Berüh- 
rungscurve  in  der  Sehne  AB  schneiden  wird,  so  bestimmt  die  Kegelaxe  auf  letz- 
terer den  Punkt  Q,  sodass  PQ  mit  PC,  PD  gleiche  Winkel  bildet.  Denkt  man 
man  sich  nun  Q  als  Mittelpunkt  eines  unendlich  schmalen  Kegels,  welcher  bei  G 
und  D  aus  der  ellipsoidischen  Schicht  zwei  kleine  Volumina  dv,  dv  ausschneidet, 
so  sind  die  Attractionskräfte  p,  p   ihrer  Massen  qdv,  gdv  : 

saodv  ,        saodv 

QC*  QD* 

Nach  dem,  New  ton' sehen  Satze  sind  diese  Kräfte  gleich  und  ist  folglich 

dv  dv 

QC*  =  QD*' 

Nun  ist  aber  vermöge  deß  oben  angezogenen  Satzes  QC :  QD  «  PC :  PD,  also 

auch : 

efiffdv       tpqdv 

PC*    =     PD* 

Diese  Grössen  sind  aber  die  Kräfte,  mit  welchen  die  Elemente  der  Schicht  bei  C 
und  1)  den  Punkt  P  anziehen ;  mithin  fällt  ihre  Resultante  in  die  Halbirungslinie 
von  PC  nnd  PD,  d.  h.  in  die  Hauptaxe  PQ  des  Kegels. 

Der  Beweis  ergibt  zugleich  noch  den  Satz: 

Eine  beliebige  durch  Q  gehende  Ebene  zerlegt  die  Schicht  in 
zwei  Theile,  welche  auf  P  gleiche  Anziehung  ausüben. 

Wir  schreiten  nun  zur  Bestimmung  der  Anziehung  einer  unendlich  dünnen 
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ellipsoidischen  Schicht  in  Bezug  auf  einen  Punkt  ihrer  äusseren  Grenzfläche,  auf 
welches  Problem  das  der  Anziehung  für  einen  äusseren  Punkt  leicht  zurückgeführt 
werden  kann. 

Diese  Grenzfläche  ist  eine  Niveaufläche  der  Schicht  und  mithin  hat  die 
Kraft  in  irgend  einem  ihrer  Punkte  P  (Fig.  95)  die  Richtung  der  Nor- 
malen dortselbst.  Um  die  Intensität  zu  finden,  betrachten  wir  P  als  die  Spitze 
eines  gegen  die  Dicke  der  Schicht  unendlich  dünnen  Kegels,  welcher  aus   der 

Schicht  zwei  unendlich  kleine  anziehende  Vo- 
lumina bei  Pn  und  nm  herausschneidet.  Um 
P  beschreiben  wir  mit  der  Einheit  als  Radius 
eine  Kugelfläche;  sie  bestimmt  in  dem  Kegel 
ein  sphärisches  Flächenelement  do ,  welches 
gegen  die  Dicke  der  Schicht  unendlich  klein  ist. 
In  der  Entfernung  r  von  P  liegt  nun  im  Kegel 
ein  Volumenelement  r*d<sdr  von  der  Masse 
Qr*dodr,  dessen  Anziehung  auf  P  gleich  spQdodr 
m    _  ist.  Die  Summe  aller  dieser  Attractionen.  welche  die 

Fiff.  95 

gemeinschaftliche  Richtung  Pm  haben,  durch 
die  Längen  Pn  und  n'm  hindurch  integrirt,  ist  die  Attractionskraft  der  auf  dem 
Strale  Pm  liegenden  Massentheile  der  Schicht;  sie  ist  demnach'  ep q da •  {Pn-\-rim) 
oder  da  nm  =  Pn  ist:  VspQdo  •  Pn.  Von  dieser  Kraft  brauchen  wir  nur  die 
Componente  längs  der  Normalen  der  Aussenfläche  der  Schicht,  nämlich 

2sfiQda  •  Pn  cos  (nPA), 

indem  die  Totalattraction  die  Richtung  der  Normalen  Hat  und  sich  folglich  alle 
tangentialen  Componenten  tilgen.  Da  aber  die  Dicke  PA  der  Schicht  unendlich 
klein  ist,  so  ist  dies  auch  mit  dem  Dreieck  PAn  der  Fall,  welche  Richtung  auch 
immer  Pn  haben  möge;  es  ist  daher  An  immer  unendlich  klein  und  da  es  senk- 

PA 

recht  auf  PA  steht,  cob  (nPA)  =  -p~*  Hierdurch  wird  die  fragliche  Compo- 
nente Vspfda  •  PA.  Um  nun  hieraus  die  Summe  aller  ähnlichen  Componenten 
für  die  Massen,  welche  längs  den  verschiedenen  Stralen  Pm  in  der  Schicht  ent- 
halten sind ,  •  d.  h.  die  Gesammtattraction  der  Masse  der  Schicht  zu  finden ,  hat 
man  diesen  Ausdruck  über  die  Halbkugel  hinweg  zu  integriren;  denn  es  liegen 
nur  diesseits  der  Tangentenebene  des  Punktes  P  Massen.  Dies  liefert  für  die  ge* 
suchte  Grösse  4?r£p?«P<4,  d.  h.  die  Intensität  der  Kraft,  mifwelcher 
eine  tod  ähnlichen  Ellipsoiden  in  ähnlicher  Lage  begrenzte  unend- 
lich dünne  Schicht  einen  Punkt  ihrer  äusseren  Grenzfläche  anzieht, 
ist  der  Dicke  der  Schicht,  gemessen  längs  der  Normalen  der  äusseren 
Grenzfläche  im  angezogenen  Punkte,  proportional.  Dieser  Satz  wurde 
in  einer  allgemeineren  Fassung  zuerst  yon  Laplace  bewiesen,  indem  er  zeigte, 
dass  wenn  irgend  eine  Schicht  von  beliebiger  Gestalt  auf  einen  inneren  Punkt 
keine  Wirkung  ausübt,  ihre  Wirkung  auf  einen  Punkt  der  äusseren  Grenzfläche 
dem  Ausdrucke  iitQÖ  proportional  ist,  für  Ö  als  Dicke  der  Schicht,  wie  oben,  in 
normaler  Richtung  gemesBen. 

Wir  wollen  die  Dicke  PA  der  Schicht  in  diesem  Satze  etwas  anders  aus- 
drücken. Fällt  man  nämlich  Tom  Mittelpunkte  0  der  Schicht  auf  die  Tangenten- 
ebene die  Normale  0§»jj  und  zieht  den  Stral  0P,  welcher  die  innere  Grenz- 
fläche der  Schicht  in  S  treffen  mag,  bo  ist  wegen  der  ähnlichen  Lage  der  Grenz- 
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p  A  pg  pg 

flächen  -^—  ==  -^-^  und  da  das  Verhältniss  p-^  durch  die  ganze  Figur  hindurch  con- 

stant  bleibt,  so  kann  es,  wenn  ainbXt  ct  die  Halbaxen  der  Aussenfläche  sind  und  da, 

die  Dicke  der  Schicht  längs  der  Halbaxe  at  bedeutet,  durch     -1  dargestellt  werden. 

ax 


Daher  hat  man 


PA       dax      ,    ,       D  .       dax 

=         ,   d.  h.:  PA  =  —    •  p 
OQ        ax  ax 


und  folglich  für  die  Kraft: 

da* 

Alt&PQ •  p. 

Um  jetzt  die  Anziehung  einer  unendlich  dünnen  ellipsoidischen  Schicht  für 
einen  äusseren  Punkt  auf  den  eben  entwickelten  Fall  zurückzuführen,  legen  wir 

durch  den  angezogenen  Punkt  P  (Fig.  96)  ein  mit 
der  äusseren  Grenzfläche  A  der  Schicht  confocales 
Ellipsoid  Ax ,  sowie  ein  diesem  ähnliches  unendlich 
nahes  zweites  Ellipsoid  2?lf  sodass  wir  eine  unend- 
lich dünne  Schicht  (AiBl)  erhalten,  auf  deren 
Aussenfläche  P  liegt.  Die  gegebene  Schicht  (AB), 
deren  Aussenfläche  die  Halbaxen  a,  5,  c  haben 
möge,  übt  auf  P  eine  Anziehung  aus,  welche  sich 
zu  der  Anziehung  der  eben  eonstruirten  Schicht  ver- 
hält, wie  sich  die  Massen  beider  Schichten  ver- 
halten.    Legen    wir    jener    Hülfeschicht    die    Dichtigkeit   q    von   (AB)   bei,    so 

wird  dies  Verhältniss  gleich  dem  Verhältnisse  - — ,- —  der  Volumina  der  Schich- 

ten ,  wo  a, ,  bx ,  c,  die  Halbaxen  der  Aussenfläche  der  Hülfsschicht  bedeuten.  Die 
gesuchte  Anziehung  der  gegebenen  Schicht  folgt  daher  aus  dem  obigen  Ausdrucke 
durch  Multiplication  mit  diesem  Verhältnisse  und  wird 

abc      da. 
Aneaop  •  — =- •  -  -  • 

Wir  wollen  nun  die  Dicke  der  Hülfsschicht  so  bestimmen,  dass  die  Flächen  Ax\ 
Bx  in  demselben  Verhältnisse  n  einander  ähnlich  seien,  wie  die  Flächen  A,  B. 

Dann  ist  — -  =  n  —  1  —  —   und   folglich   geht  der  vorige  Ausdruck   für   die 
ax  a 

Attraction  der  Schicht  über  in 

abc      da 

Die  Richtung  der  Kraft  ist  die  Normale  des  durch  den  angezogenen  Punkt 
gelegten,   mit   der  Aussenfläche   der   anziehenden   Schicht   confocalen   Ellipsoids 

(Mi*i)- 

Um  die  Attraction  einer   ellipsoidischen    Schicht   von   endlicher  Dicke   oder 

eines  Ellipsoids  darzustellen,  zerlegen  wir  dasselbe  in  unendlich  dünne  Schichten, 
welche  zwischen  concentrischen ,  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  Flächen  ent- 
halten sind.  Alle  diese  sind  mithin  auch  der  äusseren  Grenzfläche  des  Ellipsoids 
ähnlich.  Für  jede  Schicht,  deren  Aussenfläche  die  Halbaxe  a,  5,  c  habe,  con- 
struiren  wir  durch  den  angezogenen  Punkt  (xyz)  ein  mit  dieser  Aussenfläche  con- 
focales Ellipsoid,  dessen,  Halbaxen  al1  bxi  cx  seien.  Wir  bestimmen  nun  die 
Componenten  der  Anziehung  der  Schicht  parallel  den  Hauptaxen   des  Ellipsoid?, 
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indem  wir  den  zuletzt  entwickelten  Ausdruck  mit  den  Richtungscosinussen  der 
Normalen  des  Ellipaoids  (o^  bt  ct)  im  Sinne  nach  dem  Innern  desselben  genommen 
moltipliciren  und  die  so  gewonnenen  Ausdrücke  durch  die  Masse  des  anziehenden 
EllipsoidB  hindurch  integriren.  Eine  Ebene  durch  die  x-Axe  und  den  angezogenen 
Punkt  (xyz)  schneidet  das  Ellipsoid  (a1b1cl)  in  einer  Ellipse,  deren  Tangente  die 

x-Axe  im  Abstände  —  vom   Mittelpunkte  trifft  und   da  diese   Tangente  in   die 

•  

Tangentenebene  des  Punktes  fallt,  so  trifft  diese  Ebene  die  x-Axe  in  demselben 

62      c2 
Abstände.    Ebenso  trifft  sie  die  beiden  anderen  Azen  in  den  Abstanden  — ,   -1 

V       * 

vom  Mittelpunkte.  Das  Perpendikel  j>,  vom  Mittelpunkte  auf  die  Tangentenebene 
gefUllt,  ist  die  gemeinschaftliche  Protection  dieser  drei  Strecken  und  sind  folglich 
die  Richtungscoainuase  der  Normalen  im  Sinne  nach  Aussen  genommen: 

px    py     pz 

a2~ »    52  •    c2 
1         i        i 

und  folglich 

1      ?ll  4_  y*  4-  f! 

p%z=a  a*  "*~  b*  "*"  c*  ' 

Man  hat  daher  für  die  Componenten  der  Anziehung  der  Schicht  (abc)  mit  Rück- 
sicht auf  den  Sinn  dieser  Kraft: 

abc  p*  da       M  ahc  p*  da  •  abc   p*  da 

«1V1  a2    a  '  r*y  a^e,  b2    a  '  rv    a1blcl  c2    a 

Als  Integrationavariabeln  wählt  nun  Chasles  die  Halbaxe  a  der  Aussenflache 

der  anziehenden  Schicht  und  vertauscht  diese  Variabein  spater  mit  u  =  — .  Wir 

ziehen  es  yor,  um  die  Untersuchung  der  Dirichlet1  sehen  Form  der  Lösung  anzu- 
schliessen,  den  Parameter  l  des  durch  (xyz)  gehenden,  mit  (abc)  confocalen 
Ellipsoids  (a1blc1)  zu  wählen.    Setzt  man  nämlich 

a2  —  a8  —  62  —  b*  —  c2  —  c»  —  1, 
i  i  i  ' 

sodass  a*  ~a*  +  1,    62  —  6*  +  1,    c2  —  c2  +  * 

wird,  so  besteht  die  Gleichung 


welche  ausdrückt,  dass  (xyz)  auf  diesem  EUipsoide  Hegt.  Um  die  Variabein 
a,  b,  c  zu  entfernen,  setzen  wir  weiter  vermöge  der  Aehnlichkeit  der  Flache 
(abc)  mit  der  Aussenfläche  (aßy)  der  anziehenden  Schicht  oder  des  anziehenden 
Ellipsoids : 

ü.       i.       iL 

a  =  b  *=  c   assX, 

wodurch  die  Gleichung  die  Form 

*•    +  _  _£ +     «'     -  l 


a«  +  x8*    '    (3*  +  xU     '    y*  -f  xU         x* 

annimmt.   Grösserer  Einfachheit  wegen  wählen  wir  schliesslich  x*X  =»  s  zur  Inte- 
grationsvariabeln  und  schreiben  diese  Gleichung 

#8       ,       y*       •       **         •  l    • 
«*  +7  +  "p-  +7  +.  y»  +7  Ä  xlf 
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worin  s  und  das  Aehnlichkeitsverhältniss  x  =»  —  von  Schicht  zu  Schicht  variiren. 

a 

Die  Differentiation  derselben  liefert: 

77         %d*  _       2ctda 2  da 

x3  x8   a*  x*   a  ' 

wo  ,  x%         ,  y*  . z* 

~  (S*  -F«)v      (P*  +  «)*  +  fr*  +  *)* " 

Nach  der  oben  für  p  entwickelten  Formel  ist  aber 

j>*        (a*  +  *)"  +  (&1  +  l)1  ^  (c8  +  X)*        [(«*  +  .)■  +  tf*  +  •)'  ^  (y*  +  *)2J     ' 

d.  h.  7  s=»     j  A  ,  wodurch  wir  erhalten : 
jrx* 

da  ds 

■  ■    ■     sss     ■■»     JL     ■■  ■ 

a  3  j>*x* 

Weiter  wird 


aftc 


^T,       «.V,    -^VV^"«)«*'  +  •)    (/•  +  •),         ^a"J^1 


und  hiermit  die  #-Componente  der  Attraction  der  Schicht: 

gas 


—  2ntpaßyx  — 
» —  2ns px 


(«»  +  s)  VV  +  «)"(/»•  +  «)  (y»  +  «) 


Dieser  Ausdruck  ist  für  das  volle  Ellipsoid  zwischen  den  Werthen  von  8  als 
Grenzen  zu  integriren,  welche  a  «■  a  und  a  =  0  entsprechen,  wofür  x  =  1  und 
x  sb  ao  und  vermöge  x8Z  =■  s  die  Werthe  von  8  gleich  X  und  od  werden,  wo  X 
die  positive  Wurzel  <t  der  Gleichung  * 


**+X     *     F  +  X     *     y*  +  X 
ist.     Demnach  erhalten  wir,  indem  wir  zugleich  die  analogen  Integrale  bilden: 


ao 


a 


r  =  —  2*cp 


(I 


#  =»  —  2**  p 


r_od8_ 


»-V(«+p)  (•+*)(«+?)• 


Ist  die   Dichtigkeit    von  Schicht  zu  Schicht    veränderlich,   so  ist  sie   eine 
Function    von    dem    Aehnlichkeitsverhältniss    x    der    Grenzfläche    der    Schicht 

um  Ellipsoid  (<*ßy)  oder  auch  von   —  .    Diese  Grösse  ist  aber  Function  von  8 
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vermöge  der  obigen  Gleichung 

1  x*  y%  z% 


Daher  kann  q  als  Function  von  8  dargestellt  werden  von  der  Form 


m  (  *'    4.    *'    4.    *'  \ 


Ist  daß  Ellipsoid  kein  volles ,  sind  vielmehr  a, ,  ßlt  yl  die  Halbazen  der 
inneren  Grenzfläche,  so  ist  die  Integration  bis  a  =  ax  auszudehnen,  also,  wenn  cx 
die  positive  Wurzel  der  Gleichung 


*'    +  -*"-*  +    *' 


ist,  erhält  man: 


i    '  i    '  't    ■ 


9<Z* 


<T 


Für  einen  der  Masse  angehörigen  Punkt  (x  y  z)  trennt  ein  durch  denselben  gelegtes 
mit  der  Aussenfläche  ähnliches  Ellipsoid  die  anziehende  Masse  in  zwei  Theile, 
eine  äussere  Schicht,  welche  nach  dem  Newton'schen  Satze  keine  Wirkung  auf 
den  Punkt  ausübt  und  ein  Restellipsoid  oder  eine  Restschicht,  deren  Anziehung 
die  Totalanziehung  der  Gesammtmasse  darstellt,  welche  naoh  dem  Vorstehenden 
leicht  bestimmt  wird. 


Die  Entwickelung  der  Attractionstheorie  und  der  Theorie  des  Potentials  lehnt 
sich  vorzugsweise  an  die  Lösung  des  Attractionsprobleme  des  Ellip9oids  an,  welche 
zunächt  ein  Bedürmiss  der  Astronomie  war.  Bereits  Newton  fand  den  Satz, 
dass  eine  ellipsoidische  Schicht  keine  Wirkung  auf  einen  inneren  Punkt  ausübt 
(Principia  phü.  not.  lib.  I,  propos.  91).  Er  fand  ferner,  dass  zwei  concentrische 
Rotationsellipsoide  ähnlicher  Gestalt  und  Lage  auf  zwei  homologe  Punkte  ihrer 
Oberfläche  Anziehungen  von  derselben  Richtung  und  proportional  dem  Abstände 
.vom  Mittelpunkte  ausüben.  Hieran  knüpfte  Maclaurin  an  (Treatise  on  fluxions 
1.  I,  eh.  XIV,  De  causa  physica  fluxus  et  refluxus  maris;  Academ.  des  sciences% 
T.  17)  und  bestimmte  die  Attraction  eines  Rotationsellipsoids  für  einen  Punkt 
seiner  Aze  und  einen  äusseren  in  der  Ebene  des  Aequators  liegenden  Punkt  und 
bewies,  dass  zwei  confocale  Eilipsoide  auf  einen  Punkt  einer  Hauptaze  Wirkungen 
ausüben  in  der  Richtung  dieser  Aze  und  proportional  ihren  Massen.  Lagrange 
dehnte  diesen  Satz  für  alle  Punkte  eines  Hauptschnitte  aus  (Nouveaux  memoire» 
de  VAcademie  de  Berlin,  1773).  Die  vollständige  Lösung  dieses  Problems  gelang 
erst  Laplace  (Mem.  de  VAcademie  des  sciences,  1782;  Me'canigue  Celeste ,  liv.  III, 
chap.  1).  Seitdem  wurde  das  Problem  von  fast  allen  bedeutenden  Mathematikern 
behandelt.  Ivory  gab  ein  Reductionstheorem  für  die  Attraction  eines  äusseren 
Punktes  auf  die  für  einen  inneren  (On  the  attractions  of  homogeneous  eUipsoids, 
Philosoph.  Transactions,  1809);  Gauss,  theoria  attractUmis  corporum  sphaeroidi- 
corum  ellipticorum  homogeneorum  methodo  nova  traetata  (Commentatt.  Goetting. 
recent.  T.  II  (1813)  oder  Werke,  Bd.  5,  p.  1  u.  279);  Legendre  (Tratte'  des  fonc- 
tions  eTliptiques,  T.  I,  p.  639);  Poisson,  Memoire  sur  V attraction  cVun  eUipsofde 
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homogene  {Mem.  de  VAcademie  des  sciences,  T.  XIII);  Chasles,  Memoire  sur  V at- 
traction des  ellipsoXdes  [Journ.  de  Vecole  polytechn.,  Cah.  XXV,  p.  244  (1837)]; 
Comptes  rendus  de  VAcad.  des  sciences,  T.  VI,  p.  902  (1838);  Nouvelle  Solution  du 
probUme  de  V attraction  (Tun  ellipsoide  teteroghnc  sur  un  point  exterieur,  Journ.  de 
math.  p.  Liouville,  T.  V  (1840);  Di  richtet,  Ueber  eine  neue  Methode  zur  Be- 
stimmung vielfacher  Integrale  (Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin  1839,  oder 
Comptes  rendus  de  VAcad,  des  sciences,  T.  VIII,  p.  156  und  in  Dirichlet's  Vor- 
lesungen über  die  im  umgekehrten  Verhältniss  des  Quadrats  der  Entfernung  wir- 
kenden Kräfte,  herausgeg.  v.  Grube,  Leipzig,  bei  Teubner  1876,  S.  37  —  51); 
Jacobi,  Extrait  d'une  lettre  adrtssee  ä  M.  Liouvüle  {Journ.  de  math.,  T.  XI, 
p.  341;  1846).  Boole,  on  the  attraction  of  a  solid  of  revolution  on  an  external 
point  (Cambridge  and  Dublin  methem.  Journal  T.  II,  p.  1;  1847).  —  C  ollin  s, 
The  attraction  of  ellipsoids  considered  geometrically  (Ibid.  T.  IX,  p.  255;  1854).  — 
Cayley,  On  a  multiple  integral  connected  with  the  theory  of  attraction.  Ibid.  T.  II, 
p.  219;  on  the  attraction  of  an  ellipsoid  {Legendr e1 s  method),  Ibid.  T.  IV,  p.  50; 
on  the  attraction  of  an  ellipsoid  {Jacobi' 8  method),  Ibid.  T.  V,  p.  217;  on  Rodri- 
gues1  method  for  the  attraction  of  ellipsoids;  Quarterly  Journal  of  pure  and  appl. 
math.  T.  II,  p.  333  (1859);  Note  on  the  theory  of  attraction,  Ibid.  p.  338;  on  La- 
place's  method  for  the  attraction  of  ellipsoids,  Ibid.  T.  I,  p.  285  (1857);  on  Gauss1 
method  for  the  attraction  of  ellipsoids,  Ibid.  T.  I,  p.  162.  —  Grube,  über  die 
Anziehung  deB  homogenen  Ellipsoids;  Crelle's  Journal  B.  69,  p.  359.  —  Mertens, 
Bestimmung  des  Potentials  eines  homogenen  Ellipsoids,  Crelle's  Journ.  B.  70, 
p.  1.  —  Somoff  gab  eine  Vereinfachung  und  Modification  des  Gauss'Bchen  Ver- 
fahrens, Bulletin  de  VAcad.  des  sciences  de  St.  Pttersbourg ,  T.  XIX,  p.  215—2*25 
oder  Theoretische  Mechanik,  übers,  von  Ziwet,  II,  p.  192—211. 

Ausdehnung  der  Sätze  über  die  Attraction  des  Ellipsoids  auf  die  andern 
'Flachen  2.  Ordnung  gaben:  Bourget,  Note  sur  V attraction  des  paraböUfides  ellipti- 
ques [Journ.  de  math.,  &*™  Serie,  T.  II,  p.  81  (1857)].  —  Hirst,  sur  le  potentiel 
dyune  conche  infiniment  mince  comprise  entre  deux  paraboloides  elliptiques  [Journ. 
de  math.  &*™  Serie,  T.  II,  p.  385  (1857)].  —  Bourget,  Note  ä  Voccasion  du  me- 
moire de  M.  Hirst  sur  V attraction  des  parabolotdes  elliptiques,  Ibid.  T.  III,  p.  47.  — 
Mehl  er,  über  die  Anziehung  einer  von  zwei  ähnlichen  Flächen  zweiten  Grades 
begrenzten  Schaale  (Crelle's  Journal,  B.  60,  p.  321). 

Andere  werthvolle  hierher  gehörige  Arbeiten  Bind:  Joachimsthal,  on  the 
attraction  of  a  straight  line  (Cambridge  and  Dublin  math.  Journ.  T.  III,  p.  93); 
Attraction  der  Geraden  (Crelle's  Journ.  Bd.  58,  S.  135).  —  Cayley,  On  the 
attraction  of  a  terminated  straight  line  (Philos.  Magaz.  4.  Ser.  VoL  41,  p.  318).  — 
Heine,  das  Potential  eines  homogenen  Kreises  (Crelle's  Journ.  B.  76,  p.  271). — 
Mehler,  Ueber  die  Anziehung  einer  mit  Masse  belegten  abwickelbaren  Fläche 
auf  einen  materiellen  Punkt  (Crelle's  Journ.  Bd.  58,  S.  240);  über  die  Anziehung 
eines  homogenen  Polyeders  (Crelle's  Journ.  Bd.  66,  p.  375,  aus  den  Schriften  der 
naturf.  Gesellsch.  zu  Danzig).  —  Grube,  Ueber  die  Anziehungscomponente  eines 
geraden  elliptischen  Cylinders  in  der  Richtung  der  Axe,  wenn  die  Elementar- 
anziehung irgend  einer  Potenz  der  Entfernung  umgekehrt  proportional  ist  (Crelle's 
Journ.  Bd.  65,  p.  62).  —  Roth  ig,  das  Potential  eines  homogenen  rechtwinkligen 
Parallelepipedes  (Crelle's  Journ.  Bd.  58,  p.  249);  über  das  Potential  eines  homo- 
genen rechtwinkligen  Cylinders  (Crelle's  Journ.  Bd.  61,  p.  180);  Bemerkung 
hierzu  von  Clebsch  (Bd.  61,  p.  187).  —  Mertens, -Bestimmung  des  Potentials 
eines  homogenen  Polyeders  (Crelle's  Journ.  Bd.  69,  p.  286). 
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§.  10.  Auch  die  zweiten  und  höheren  Differentialquotienten  des  Poten- 
tials sind  für  Punkte,  welche  der  Masse  nicht  angehören,  bestimmte  end- 
liche Functionen  von  #,  #,  z.  Für  Punkte  der  Masse  findet  dies  nicht 
immer  statt,  vielmehr  gibt  es  besondere  kritische  Punkte,  Linien  und 
Flächen,  in  welchen  bei  Discontinuität  der  Dichtigkeit  auch  eine  Discon- 
tinuität der  zweiten  Differentialquotienten  eintritt,  sodass  diese  an  solchen 
Stellen  zwei  verschiedene  Werthe  erlangen.  Beim  Durchgang  des  ange- 
zogenen Punktes  durch  die  Oberfläche  der  Masse  z.  B.,  wenn  die  Dichtig- 
keit plötzlich  Null  wird,  ereignet  sich  dies. 

d*  V 
Bildet  man  z.  B.    «-7,  indem  man 


dx* 


dV        fa  —  x       , 
ex      J       ra 


nochmals  differentiirt,  welches  liefert 

und  transformirt  diesen  Ausdruck  auf  Polarcoordinaten,  wobei 

a  —  x 
dv  =  r*  sin  {r  dr  d&  d<p, =»  cos  & 

T 

wird,  so  erhält  man  die  Form 

r*F        /•/•/'- 1 +  3cos«*      . 

'd~**'  ""  I  I  I  r 9  *m  *******  • 

in  welcher  sich  der  Factor  r  nicht  mehr  hinweghebt  und  aus  welcher  man  also 

in  unserem  Falle  nichts' über  die  Natur  von  ^— j  erkennen  kann.   Es  muss  daher 

0  X 

hierfür  eine  ganz  andere  Methode  der  Discussion  eintreten.    Diese  besteht  darin, 

dV 
dass  man  das  dreifache  Integral,  welches  ^  -  darstellt,  in  ein  Doppelintegral  um- 

o  x 

wandelt,  welches  über  die  Oberfläche  der  Masse  zu  erstrecken  ist. 

In  Bezug  auf  die  zweiten  Derivirten  des  Newton'schen  Potentials  be- 
steht folgender  Satz:  * 

Abgesehen    von    den    Punkten,    in    welchen    die    Dichtigkeit 

c*V 
plötzlich  ihren  Wert^j  ändert,   sind  auch  die  drei  Grössen  — 5, 

dx 

d2  V    d*  V 

— ö*   —-5-  endliche  und  eindeutige  Functionen  von  x.  yy  z  und  be- 

d%r      de*  °  *' 

stehen  für  sie  die  beiden  Gleichungen: 

d%v  .  Pv     d*v  e2v  ,  d*v  .  d*v 

erstere  für  einen  äusseren,  letztere  für  einen  in  der  Masse  lie- 
genden Punkt,  der  sich  an  einer  Stelle  {xys)  befindet,  an  wel- 
cher die  Dichtigkeit  q  ist. 
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Von  diesen  beiden  Gleichungen   wurde  die  erstere  von  Laplace   ge- 

geben,  die  letztere,  welche  eine  Verallgemeinerung  der  ersteren  ist,  indem 

sie  für  einen  äusseren  Punkt,  für  welchen  der  mit  ihm  zusammenfallende 

Massenpunkt   die   specifische    Masse  q  =  0    besitzt,    mit  der  ersteren    zu- 

d2V       d2V       d2V 
sammenf&llt,  rührt  von  Poisson  her.    Die  Grösse  — j-  -f-  -  —  -4-  - ---  nennt 

ox         oy         dß 

man  mit  Lame  den  Differentialparameter  zweiter  Ordnung  von   V. 
Drücken    wir    das    Massenelement  dm  =  q  dv   durch    q  da  db  de  aus, 
so  ist  : 


dV 
dx 


~JSJlx(\)«dHdhllc- 


I 


dr 


Aus  r*  =  (a  —  xf  +  (b  —  y)*  +  (c  —  sf  folgt  aber  r  —  =  —  (a  —  x) 

OX 

und  andererseits  r  —  —  a  —  x :    daher  wird  — -  =  —  — -  und  also  weiter 

da  ox  da 


ler 


1  dr 


.2 


dx 


r*  oa 


d.  h. : 


Ix  \r  /        da  \       r  / 


dV 
Hierdurch  geht  aber  der  Ausdruck  für   —  über  in 

ox 


dV 

dx 


SfSk  ("  f )  *  da  db  d°  Sf*b  dCSl  (-!)•'•• 


duuC 


Denkt   man    sich   nun   über    dem    verschwindend    kleinen   Rechteck  db  de 
senkrecht  zur  Ebene  der  yz  ein  unendlich  schmales  Parallelepiged  errichtet, 

so  ist  die  Integration  nach  a  auszu- 
dehnen über  die  Masse,  welche  dasselbe 
aus  der  Gesammtmasse  herausschneidet. 
Es  trete  (Fig.  96)  die  Kante  des  Parallel- 
epipeds,  deren  Punkte  die  Coordinaten 
b9  c  haben,  bei  Ml  in  die  Masse  ein, 
bei  Mt  aus,  bei  Mz  wieder  ein,  bei  M4 
wieder  aus  u.  s.  f.  und  seien  rx,  r2,  r8, 
r4, .  .  .  die  Radien vectoren  PMXJ  PM2,  PM9}  ...,  welche  vom  angezogenen 
Punkte  P  nach  diesen  Punkten  hinführen,  sowie  Qt,  ^2,  q3,  ...  die  Werthe 
von  q  in  denselben  und  al9  a2,  Og,  ...  ihre  Coordinaten  werthe  a.  Nun  ist 
allgemein: 

/•»(-.^„.  —  A  +  p-li,. 

•/  da  \       r  /  r      J    r  oa 

und  indem  man  dies  Integral  von  ax  bis  a^ ,  von  a3  bis  a4  u.  s.  f.  nimmt, 

erhält  man : 

21* 


Fig.  96. 


/? 
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J  da\       rJ*  *i        *i       .rA  ^  r9  T  J   r  da       ' 

die  beiden  hier  angedeuteten  Integrationen  längs  der  mit  Masse  belegten 
Kante  des  Parallelepipeds  geführt  gedacht.    Demnach  wird: 

Die  Elemente  der  Oberfläche  der  Masse,  welche  das  Parallelepiped  bei  Jfn 
lf2,  2fs,  ...  trifft,  seien  nun  dst1  ds2,  dsSl  . .  .  und  die  Winkel,  welche 
die  nach  aussen  gerichtete  Normale  der  Oberfläche  in  diesen  Punkten  mit 
der  x-Axe  bildet,  seien  alt  a2>  a8,  ...  Diese  Winkel  sind  der  Reihe  nach 
abwechselnd  stumpf  und  spitz,  stumpf  bei  jedem  Eintritt  in  die  Masse, 
spitz  beim  Austritt  aus  derselben  und  sind  also  cos  <rl9  cos  a3,  cos  a5, 
negativ,  cos  a2,  cos  «4,  ...  positiv.  Nun  stellt  dbdc  die  gemeinschaftliche 
Protection  aller  Flächenelemente  dsx,  ds2,  . . .  auf  die  yz- Ebene  dar  und 
wird  also  erhalten,  indem  man  diese  Elemente  mit  den  Cosinussen  ihrer 
Neigung  gegen  die  yz  -Ebene  multiplicirt  Jedes  Element  bildet  aber  mit 
dieser  Ebene  einen  Winkel,  wie  die  Normale  mit  der  £-Axe  und  da  dbdc 
den  absoluten  Werth  der  Protection  darstellt,  so  sind  die  Cosinusse  der 
stumpfen  Winkel  er  durch  die  Cosinusse  ihrer  spitzen  Nebenwinkel  zu  er- 
setzen.   Man  hat  daher 

db  de  =  —  dst  cos  ak  =  -\-  ds2  cos  «2  =  —  dss  cos  a3  =  -f-  dsA  cos  cr4  «=  •  •  • 

dV 
und  wenn  man  in  dem  ersten  Integrale  von    ^      unter  dem  Integralzeichen 

ex 

die  Multiplication  mit  dbdc  ausführt  und  in  jedem  Bestandteile  der  Summe 

für  dieses  Blementarrechteck  seinen  Ausdruck  durch   das  dem  betreffenden 

r  und  q  entsprechende  Flächenelement  ds  einführt,  wodurch  man  erhält: 

Ol  Qa  Qa 

—  cos  ax  •  —  dst  —  cos  a2  •  —  ds2  —  cos  as  •  —  ds3  —  •  •  • , 

rl  r2  r3 

so  ist  die  Bedeutung  des  Integrales  die,  dass  die  Summe  aller  Elemente 
—  —  cos  a  •  ds  über  die  ganze  Oberfläche  hinweg  erstreckt,  gebildet  werden 
solle.    Bezeichnen  wir  dies  Oberflächenintegral  mit 

i 

Q 


-J 


cos  a  •  ds 
r 

cV 
und  schreiben  in  dem  zweiten  Bestandteile  von  —  wieder  dv  für  da d b  de, 

ex 

so  kommt 

dV 


^„jJLC08a.ds+fj-l*adv, 


dx 
das   erste  Integral    über   die   Oberfläche  der   Masse,    das  zweite    über  die 
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körperliche  Masse  selbst  erstreckt.  Diese  Gleichung  gilt  für  einen  äusseren 
Punkt,  wie  für  einen  inneren ;  für  einen  inneren  Punkt  hat  man  die  Masse 
einer  kleinen  Kugel  um  diesen  Punkt  herum  auszuscheiden  und  den  Grenz- 
werth  zu  suchen,  welchem  sich  die  rechte  Seite  nähert,  wenn  diese  Kugel 
selbst  die   Null    zur  Grenze    hat.     Uebrigens    setzt    die  Gleichung    voraus, 

dass  q  durch  die  ganze  Masse  hindurch  continuirlich  sei,  damit  ^-  niemals 

da 

unbestimmt  werde. 

Differentiiren  wir  jetzt  die  Gleichung  nach  #,  welcher  Operation  nichts 

im  Wege  steht,  da  r  blos  in  erster  Potenz  im  Nenner  vorkommt,  und  bilden 

dV  dV 

die  beiden  analogen  Gleichungen  für  ^—  und  — — ,  so  erhalten  wir: 

oy  dz 


0*7 


fa  —  x  /  a  —  x  dg  J 

—  —  i —  a  cob  aas  -\-  I ö —  r-5-  «v, 

J       r3  J       r3       da 


dx* 

d*V            l'b  —  y                         fb  —  y  d*   , 
— «■  =  —  I « —  q  cos  p  ds  +  I ö  ■-  tt  dv% 

dy2  J       r3       v        r         V       r3       db       ' 

a87  /'c  —  *  j      ,    /#c  — *    dg  J 

—-5-  =  —  I ö —  P  cos  yds  +  I 5 —  —  dv, 

dz*  J       r3       Y        '         l  J       r*      de       ' 

worin  a,  (3,  y  die  Richtungswinkel  der  nach  aussen  gerichteten  Normale 
der  Oberfläche  der  Masse  bedeuten.  Die  Addition  dieser  drei  Gleichungen 
liefert  weiter: 

d2V  .  c*V  ,   d2V  iYa—x  xb  —  y       a>c-z         \   g 

,    C(a  —  x  dg    ,     b  —  y  dg     .     c  — -z  d  g\  dv 
+J  \  T~  da  ~*         r~  db   "*        V   de)    r*~ " 

Zur  Interpretation  des  ersten  der  beiden  Integrale  rechts  dient  die  Be- 
merkung, dass  der  Cosinus  des  Winkels  <J,  den  der  Badiusvector  r  mit  der 
Normalen  der  Oberfläche  bildet, 

a  —x         ,      b  —  y  .   c  —  z 

cos  <f  =  —  —  cos  a  H cos  p  H cos  y 

r  r  r 

m 

ist  und  mithin  das  erste  Integral,  das  wir  mit  N  bezeichnen  wollen,  die 
Bedeutung  hat: 


fC0B0 
N=J  --j-QdS. 


Behufs  des  zweiten  Integrales,  dessen  Werth  mit  M  bezeichnet  werden 
möge,  differentiiren  wir  die  Gleichungen  für  Bichtungscosinusse  cos  g,  cos  7t, 
cos  i  des  Badiusvectors  r,  nämlich: 

r  cos  <7  =  a  -—  #,      r  cos  Ä  =  5  —  y,      r  cos  i  =  c  —  z 

so,  dass  blos  der  Badiusvector  r  und  a,  6,  c  als  veränderlich  gedacht  werden, 
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nicht  aber  seine  Richtung.    Dies  liefert: 

da                       db  de 

cos  0  =  „— ,       cos  h  =  -- ,  cos  i  =  — - 

er                        er  dr 

und  hiermit  wird: 

a — x  dg   .b  —  y  dg   ,   c —  z  dr dg  da  dg  db       dg  ec dg 

r      da          r     ob          r      de      dadr  dbdr      dedr       rr' 


wodurch  M  übergeht  in 


M 


J*dg  dv 
~dr"7' 


Demnach  ist  jetzt: 

d*V       c'V   ,c*V 


,»  /»  ~ 


dx*    *    ctf 

/*COSff         ,  „  / 


CQ    dv 

er   r 


Jetzt  verwandeln  wir  das  Kaumintegral  M  in  ein  Oberflachenintegral.  Sein 
Werth  fallt  verschieden  aus,  je  nachdem  der  Punkt  P(xyz)  der  Masse  an- 
gehört oder  ausserhalb  derselben  liegt.  Um  P  beschreiben  wir  eine  Kugel- 
fläche mit  dem  Radius  1  und  zugleich  durch  das  Oberflächenelement  ds 
einen  unendlich  schmalen  Kegel;  derselbe  schneidet  aus  der  Kugel  ein  sphä- 
risches Element  dx  heraus,  welches  den  körperlichen  Winkel  des  Kegels 
misst.    Das  Volumenelement  wird  dann  dv  =  r2dxdr  und  mithin: 


Ceg   dv        fdg    ,  .  _ 
M=*l-^-    2  =l-^-drdt. 
J    er    r*      J    er 


Integriren  wir  nach  r  und  bezeichnen  mit  g,  gl}  q2,  ...  die  Dichtigkeit  in 

P  und  den  Punkten,  in  welchen  der  Radiusvector 
die  Oberfläche  trifft  (Fig.  97),  so  wird: 

M  =/(—  9  +  9i  —  Q2  +  Qs )  <**> 

welches  Integral  über  die  Kugelfläche  oder  einen 
Theil  derselben  auszudehnen  ist,  je  nachdem  P  im 
Innern  der  Masse  liegt  oder  nicht. 
Fig.  97.  Für    den   inneren    Punkt   erstreckt  sich    das 

*  Integral  über  die    ganze  Kugelfläche.     Der    erste 

Bestandteil  J  —  gdx  liefert  —  ±itg%  der  Rest  J  (gt  —  ^2  +  g3  +  •  •  •)  dx 

lässt  sich  leicht  auf  das  Integral  N  reduciren.  Sind  nämlich  rlf  r2,  rs, . .  . 
die  Radienvectoren  für  die  Schnittpunkte  mit  der  Oberfläche,  dsx,  ds21  dss, . . . 
die  Flächenelemente  und  ot,  tf2,  ff3,  ...  die  Winkel,  welche  die  Normale 
daselbst  mit  dem  Radiusvector  bildet,  so  ist,  weil  rn  dsn  <sv  dem  ersten 
Austritt  aus  der  Oberfläche,  r%}  ds2,  <s2  dem  folgenden  Wiedereintritt  u.  s.  f. 
entsprechen: 
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r\ dx  =  +  dsx  •  cos  au  r\dx  =  —  ds2  •  cos  a2l  r\dx  =  +  dss  "  COß  <*si •  •  •> 

indem  beide  Seiten  dieser  Gleichungen  die  Projectionen  der  Flächenelemente 
auf  die  mit  den  Radien  rn  r2,  r3,  ...  beschriebenen  Kugelflachen  aus- 
drücken.    Hieraus  folgt: 

,         fis*  ds2  ds* 

dt  =  -5-  cos  tf,  = 5-  cos  a2  «=»  — ^  cos  ff3  =  •  «  • 

und  indem  man  diese  Werthe  einführt,  hat  man  die  Summe 

costf,   ,       .         costf«  _       ,         CO8  0«  ,       , 

Qi  — ;r-  dsi  +  92  —J1  dh  +  9s  — 2—  dh  H f 

*i  ra  r3 

welche  sich  auf  die  Richtung  ein  und  desselben  Radiusvectors  bezieht,  über 

/    COS  ö 

die  ganze  Oberfläche  zu  integriren,  d.  h.:    I  — 2 —  $ds  zu  bilden,   welches 

Integral  mit  N  übereinstimmt.    Es  ist  daher  für  einen  inneren  Punkt: 

M  =  _  4*0  +  N 
und  also  schliesslich: 

d*r,e*v,c*r 

äF  +  ä?  + «7"" -*+*--**•» 

unter  0  die  Dichtigkeit  des  mit  P  zusammenfallenden  Massenpunktes  ver- 
standen. 

Für  einen  äusseren  Punkt  liefert  die  Integration  nach  r: 

M=f(—Ql+Q2  —  Q9+Q4t )dx 

und  weil  jetzt  beim  ersten  Schnittpunkte  des  Radiusvectors  mit  der  Ober- 
fläche ein  Eintritt  ins  Innere,  beim  zweiten  ein  Austritt  erfolgt  u.  s.  f., 
so  ist:  ' 


■  // 


_  ds,  .    dso  dsA 

dx  = —  cos  tfj  =  -| a-  cos  a2  =  —  --2-  cos  <j3  = 

1  2  3  «urci'ifji  nun 

und  hiermit  erhält  man  für  M  folgendes,  ebenfalls  über  die  ganze 'Ober- 
fläche auszudehnende  Integral  .  y  xS 


-j-y.,*-*  _n);\ 


und  hiermit:  €j.fj  1|H|  ^of/mj{  ijUl  0IWÜh 

dx*        dtf        dz\  |       *v        ^*s   ,   N*S   ,   N-> 

Der  Beweis  des  Satzes  setzt  zwar  vorauf,  &W  die  ftichtigteit  anVteiner  fcttelle 
sich  sprungweise  andere,  indessen  lässt  sich  dieaft Beschränkung  unter  gewissen 
anderen  Bedingungen  hinwegräumen/  sodass  der  Satz  wich  dann  noch  Gültigkeit 
behält,  wenn  die  Dichtigkeit  Disconthuiitäten  zeigt..  Es' sei  die  Masse  .längs. einer 
Fläche  discontinuirlich.  Auf  einen  äusseren  Tunkt  hat  dies  Keinen  Einfldss,  da 
man  mit  Hülfe  dieser  Fiäc!M>*dIeJ  M&6e  qfi^ei^TBÄleJSerte^in  &Jnn£  sodass 
in  jedem  die  DichtigkfifcfefCOntiiinirlÄAilisty  üiltacför  rgadenvThsil  da* i  Jäottatial 
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der  Laplace'  sehen  Gleichung  genügt,  mithin  auch  das  Gesammtpotential,  welches 
die  Summe  der  Potentiale  beider  Theile  ist,  ihr  gleichfalls  genügt.  Aehnliches 
gilt,  wenn  die  speeifische  Masse  längs  einer  Linie  oder  in  einzelnen  Punkten  dis- 
continuirlich  wird,  indem  man  diese  Gebilde  als  Grenzfläche  von  Flächen  an- 
sehen kann. 

Für  einen  inneren  Punkt,  der  aber  nicht  an  einer  Discontinuitätsstelle  liegen 
darf,  kann  man  die  Poisson'sche  Gleichung  dadurch  beweisen,  dass  mau  um 
den  Punkt  einen  Raum  abgrenzt,  innerhalb  welches  die  Dichtigkeit  durchaus 
continuirlich  ist.  Das  Potential  für  diesen  Baum  sei  V\  das  Potential  für  den 
übrigen  Raum,  für  welchen  der  Punkt  ein  äusserer  ist,  V'\  dann  ist  das  Gesammt- 
potential 7=  V  +  V*    Nach  dem  Vorstehenden  ist  aber 

d*T   ,  c*V   ,   c*V  A  .     c*V"   ,   d2V"   ,   d*V" 

ex*    '    cy*         dz1  ex*         dy*     '     cz*  ' 

mithin  wenn  man  beide  Gleichungen  addirt: 

?*V      c*V  ,c*Y_ 
ex*       cy*       cz* 

c*V     e*V     ?*V 
Liegt  der  Punkt  aber  an  einer  Scheidestelle,  so  haben  daselbst  L-    ,    - — 

ex*     cy*      cz* 

doppelte  Werthe  und  lassen  acht  verschiedene  Combinationen  zu,  sodass  in  Folge 

d*V      d*V       d*V 
dessen  die  Summe   ^— -9  +  -„  -=  +  ,=5—5   achtwerthig  wird. 

ex*       dy*        dz*  ^ 

Der  vorstehende  Beweis  rührt  bis  auf  kleine  formelle  Verschiedenheiten  von 
Gau 8 s  her  (Allgemeine  Lehrsätze  in  Beziehung  auf  die  im  verkehrten  Verhält- 
nisse des  Quadrates  der  Entfernung  wirkenden  Anziehungs-  und  Abstossungskräfte. 
Leipzig  1840,  oder  Resultate  der  magnetischen  Beobachtungen  für  1836,  oder 
Liouville,  Journal  de  mathe*m.,  T.  VII).  Andere  Beweise  gaben  Weingarten 
(Crelle's  Journal,  Bd.  49,  S.  367)  mit  Hülfe  der  Fourier' sehen  Doppelintegrale 
und  Eronecker  (Crelle's  Journal,  Bd.  70,  S.  246)  auf  einer  Grundlage  von 
ausserordentlicher  Allgemeinheit.  Für  einen  äusseren  Punkt  ist  die  folgende  Ent- 
wicklung zulässig.    Aus  r*  =*  {a  —  x)*  +  (b  —  y)*  +  (c  —  z)*  erhält  man 

dr  a  —  x  d*r        r*  —  (a  —  x)*         1     .0 

dx--—r-  =  -™g>    dx* r»  =T*ing 

und  hiermit 

d    /  1  \  1    dr  cos  g 

dx  \r j  '=a       r*  dx~~     r*    ' 

*    /1\  1   d*r        2    (dr\*       1  ,     l   ,  o 

*\r) 7*  dx*  +  7*{dlc)  ÖH(-1  +  8C08^' 

sowie  die  analogen,  auf  die  Axen  der  y  und  z  bezüglichen  Derivirten.  Hiermit 
wird 

Yx*  +  llj*  +  3?  =  jdm  [dl*  (  r)  +  Wy*  (!)  +  &  (t)] 

—   f~™  [-3  +  3  (cos*  g  +  cos»  h  +  cos2  %)]  =-  0, 

wo  ä,  %  sich  auf  die  Axen  der  y,  z  beziehen. 

§.  11.    Die  Eigenschaften  des   Potentials   7,   dass  es  selbst 
und   seine  Derivirten  continuirlich  und  endlich,   sowie   dass    VS 


i5 

dx' 
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dV 
und    --  d*  an  feste  Grenzen  m  und  m.efi  gebunden  sind,   welche 

sie  nicht  überschreiten  können  (§.  6),  dass  ferner  die  zweiten 
Derivirten,  abgesehen  von  Discontinuitäten  längs  Flächen,  Linien 
oder  in  einzelnen  Punkten,  bestimmte  eindeutige  Werthe  haben 
und   V  der  partiellen  Differentialgleichung 

d*v     d2v  ,  d*v 

genügt,  sind  für  das  Potential  charakteristisch,  sodass  es  keine 
zwei  verschiedene  Functionen  derselben  Eigenschaften  gibt.  Die 
Function,  welche  ihnen  genügt,  ist  daher  das  Potential. 

Dieser  Satz,  welcher  von  Dirichlet  herrührt  (Grelle* s  Journal,  Bd.  32, 
S.  80)  ergibt  sich  folgendermassen.  Gesetzt,  es  seien  V  und  Y'  zwei 
Functionen,  welche  den  Bedingungen  genügen  und  sei  F'  —  V  =  w;  man 
kann  zeigen,  dass  u  constant  und  gleich  Null  ist.  Zunächst  ist  klar,  dass 
auch  u  den  beiden  ersten  Bedingungen  genügt,  während  aus 

d2V  ,  d*V     c2V  A  d2V   ,    d2V   ,    d2V 

¥7  +  J7  +^2  =  ~       *'  £?  +  *V  +  >?  =  ~~       9 

für  u  die  Differentialgleichung  folgt: 

2*u        d2u       r2«  _ 

ex*  +  cy2  +  dz2  ~  ' 
Integriren  wir  den  Ausdruck  zur  Linken  dieser  Gleichung,  mit  u  multi- 
plicirt,  über  den  Raum  eines  um  den  Coordinatenursprung  als  Mittelpunkt 
beschriebenen  Würfels,  dessen  Kanten  die  Länge  2  a  und  die  Richtung  der 
Axen  haben,  so  sind  die  Discontinuitäten,  da  sie  nicht  durch  einen  körper- 
lichen Raum  hindurch,  sondern  höchstens  auf  Flächen  stattfinden,  ohne  Ein- 
fluss  auf  diese  dreifache  Integration  und  ist 


r»       /•       jM  s~9  «- S  nJ 


Nun  ist  aber  vermöge  der  partiellen  Integration: 


— « 


—  a  — a        — a 

—  a  — a        — a 
— a  —  a       —  a 


330  Potential  der  sphärischen  Schicht.      III.  Th.,  Cap.  X11I,  §.  12. 

und  folglich,  wenn  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  dydzy  dzdx, 
dxdy  multiplicirt,  sie  addirt  und  das  Resultat  noch  zweimal  zwischen  den 
Grenzen  — a,  -f-  a  integrirt,  vermöge  der  vorigen  Relation: 

/.tot  ©'+  m ««« 


— a 


SÄ'  $*"•  SÄ  0**  SÄ? rl)  **■ 

— a  — «  — a  —a  — a  —a 

Vermöge    der  Bedingungen    für    V  und    V  hinsichtlich    der   Grenzen 
folgt ,    dass    auch    xu  <  X ,    also    u  <         und    ebenso    x%  —  <  u ,    also 


da;      x' 


-     <    2  un^  folglich 


«*--<-*      und      lw  —  )<-3, 

f/       r  \    ?x/       a6 


—  a 


wo  A,  f4,  x  bestimmte  constante  Werthe  sind.    Daher  wird 


a  —a  ~rt 


und  mithin  bleibt 


—  a 

Da  das  Integral  links   positiv  ist  und  die  Grösse  rechts  fUr  a  =  oo  ver- 
schwindet,  so  folgt,    dass   sein   Werth  Null  ist  und  hiermit   weiter,  dass 

tc  >    ^  - 1    t~   sämmtlich  verschwinden,   d.  h.  dass  u  constant  ist.    Dieser 

ox     cy     dz 

Werth  kann  aber  nur  Null  sein,  denn  es  ißt  auch  für  x  =  oo  stets  xu<X. 

§.  12.  Als  Beispiel  zum  vorigen  Paragraphen  wollen  wir  das  Potential  einer 
sphärischen  Schicht  bestimmen,  wenn  die  Dichtigkeit  auf  concen- 
trischen  Kugelflächen  constant  ist,  d.  h.  mit  dem  Abstände  s  vom 
Mittelpunkte  variirt. 

Vermöge  der  vorausgesetzten  Massenvertheilung  und  der  geometrischen  Natur 
der  Kugelfläche  ist  das  Potential  blcm  eine  Function  des  Abstandes  8  des  ange- 
zogenen Punktes  P(xyz)  vom  Mittelpunkte.    Wir  können  daher  die  Gleichung 

dx~*  +  dy*  +  37*  ~  ~  4ff(? 
so  transformiren,  dass  sie  blos  dieDerivirte  von  V  nach  *  enthält.  Es  ist  nämlich: 
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dV  =dF    cj      d*V  =  <PV  (d±y.  dV  d*s 
dx       ds     dx'    dx*       ds*  \dx)      ds  dx* 

dV      dV    ds      d*V       d*V  /dsW  dVd2s 


8' 


dV      dV    ds      d*V       d*V(ds\*i  dVd* 
dy        da     dy9    dy*       ds%  Xdyl      ds  dy 

dV      dV    da      d*V  _d*V  (ds\*     dV  d*s 

dz  "  da  '  dz'    dz*  ~  ds*  \dz)  + ds  d*z 

und  hierzu  liefert  die  Gleichung  **  =  x%  +  y%  +  z% : 

da  da  ds 

S  TT-   =»  Xf       «     —   =   «  8  —   —   z, 

dx  dy       *'       cz        ' 

lda\*  A      d*a       ,       (e8\*   ,      d*s       ,       (day   ,      d*8       , 
\dx)    +8dx>  =  1>     \dTj)    +8dV>  =  l>     \dz)+°dY*  =  U 

Durch  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  die  vorigen  Gleichungen  bildet  man 
leicht: 

^xa  +  at/a  +  a**  =  ds*  L\c^  +  \dy)  +  l?*j  J  +  ds  [ßx* +  ay  +  dz*\ 

da*         8    ds 

Demnach  geht  die  La  place -Poisson' sehe  partielle  Differentialgleichung  über 
in  die  folgende  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zwischen  zwei 
Variabein  V,  s: 

d*V  ,     2   dV 

d?+   s  -ds~  =  -*"*• 

Für  einen  der  Masse  nicht  angehörenden  Punkt  ist  9  =  0,  mithin  die  Differential- 
gleichung 

d*V        2    dV==Q 

ds*         8   ds 

d$V 
Setzt  man  ~~r-  =  u,  so  nimmt  sie  die  Gestalt  an: 

du    t    2  Ä        ,        du  .    nd8 

u  «  0     oder f-  2        «0, 

d«  8  U      *  8 

woraus  us*  =■  a  folgt,  unter  a  eine  willkürliche  Constante  verstanden.    Hiermit 

dV        et                           et 
ist  weiter  »  =  t-  a  -, ,   also  V— 1-  0,    wobei   fflr  das   willkürliche    — « 

\X  8  8  8 

wiederum  et  geschrieben  ist.  Der  Punkt  kann  nun  entweder  im  inneren  Hohl- 
räume der  Schicht  oder  im  Aussenraume  liegen,  wenn  er  der  Masse  nicht  ange- 
hören soll.  Für  den  inneren  Hohlraum  muss  cc  =  0  sein,  weil  sonst  das  Potential 
im  Mittelpunkte  der  Schicht  (für  »  —  0)  unendlich  werden  könnte,  was  nach  §.  5 
unzulässig  ist.  Daher  ist  7=(l,  also  constant,  die  Differentialquotienten  von  V 
sind  Null  und  die  Schicht  übt  auf  den  Punkt  keine  Wirkung  aus.  Um  die  Con- 
stante ß  zu  finden,  kann  man  V  für  den  Mittelpunkt  direct  bilden.  Es  ist,  wenn 
r  die  Entfernung  des  Massenelementes  dm  von  diesem  Punkte  bedeutet, 

dm  =  qr*dodr 

für  der  als  Element  des  Körperwinkels  und  folglich 

b 
V  =*  4nfgrdr  =  (3, 

a 

wenn  a  und  b  den  inneren  und  äusseren  RadhiB  der  Schicht  bedeuten.    Für  die 
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Punkte  des  Aussenraumes  ist  ß  ■■  0,  weil  V  für  8  =  od   verschwinden  mass.    Es 


=  4«  C qr*  dr. 


bleibt  demnach   V  =        und  da  sV  sich  für  wachsende  s  der  Masse  m  als  Grenze 

8 

nähert,  so  mnss  a  =  m  &cin.     Demnach  ist  F=  — , 

8  . 

b 
m 

a 

Die  Derivirten  von  V  nach  x,  y,  z  sind: 

#V  w     a:       dV  tn     y       dV  m     z 

dx  s*      8  '    dy  s%      8  '    dz  8*      8 

and  folglich 

Die  Schicht  zieht  einen  Punkt  des  Aussenraumes  so  an,  als  ob  ihre  Masse  im 
Mittelpunkte  vereinigt  wäre. 

Für  einen  der  Masse  angehörigen  Punkt  ist  die  Differentialgleichung: 


d*V  ,     2   dV 

I+T77"  -4»p. 


d8%  s     ds 

Sie  geht,  wenn  man  sie  mit  8*  multiplicirt,  über  in 

d_ 
ds 


(..  |E)  -  -  ..„ 


und  liefert,  wenn  man  von  s  =  aan  integrirt,  für  welchen  Werth  V=»  0,  also 


-r--0  ist: 

0S 


—  4w    l  $8* 


Hg_-ta  ,.«.. 


a 

Hierin  bedeutet,  da  q  mit  *  variirt,  die  rechte  Seite,  abgesehen  vom  Zeichen,  die 
Masse  einer  Schicht,  welche  zu  Radien  a  und  8  hat,  deren  äussere  Grenzfläche 

also  durch  den  angezogenen  Punkt  geht.   Ist  ihre  Masse  m,  so  wird    v-  = $ , 

d.  h.  eine  durch  den  angezogenen  Punkt  conceotrisch  zur  Schicht  gelegte  Kugel- 
fläche theilt  dieselbe  in  zwei  Schichten,  von  denen  die  äussere  nicht  auf  den 
Punkt  wirkt,  während  die  Wirkung  der  inneren  dieselbe  ist,  als  ob  ihre  Masse 
im  Mittelpunkte  concentrirt  wäre.  Dies  harmonirt  mit  der  vorigen  Untersuchung, 
indem  für  die  erstere  Schicht  der  Punkt  ihrem  inneren  Hohlräume  angehört. 

dV  tn 

Für  einen  inneren  Punkt  einer  homogenen  Vollkugel  folgt  aus  -r-« = 

ds  «a 

dV 
wegen  tri  =  £ae**  der  Werth  -=-  «-  —  £*p«,    d.  h.   die   Attractionakraft  ist 

proportional  der  ersten  Potenz  des  AbstandeB  des  afficirten  Punktes  vom  Mittelpunkt. 

§.  13.  Wir  wollen  zeigen,  dass  die  §.  9  für  das  Potential  des  homogenen 
Ellipsoids  in  Bezug  auf  einen  inneren  und  einen  äusseren  Punkt  gefundenen  Aus- 
drücke, nämlich 


/Vi  -      *'      4-      yt     4-  -?—\  - 
M1       ««  +  s  +  F  +  s  +  y«  +  s)  D  • 
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und  T_  /*/.  *2  V*  e%     \  dz 

V  =  »1 


/*/-  __      *a _y*_   __  __£l_\  d* 

VI        «"  +  «      P»  +"i      y"  +  «/  "i> 


a 


wo   0  die   positive  Wurzel  der  Gleichung   -=■- 1 h  w^-, 1 — =— ; —  =  1  und 

0   a*  +  c    '    0*  +  0    '    y*  +  ö 

&  =*  l/f1  +  ~i)  (l  +  fl»)  (l  +  -jt)  is*»  den  Bedingungen  des  §.  11  genügen. 
Zunächst  liefert  die  Differentiation  der  Gleichung 

«*+<F^^  +  <r^  y*  +  tf 

die  Grössen    «— ,    «  - ,    ~    1   nämlich  : 
ö«     fly'    dar 

7  0<r  2#  -#* 2y  .  de 2* 

wenn 

3j'  v*  z* 

Die  Differentiation  des  Potentials  P  für  den  inneren  Punkt  gibt  unmittelbar  de 
Werth : 

dV  _  f_**_ 

dx 2nXJ  {a*  +  o)D> 

0 
während  die  für  den  äusseren  Punkt,  weil  auch  a  veränderlich  ist,  liefert: 

00  00 

dv  -     - 

a  a 

Nach   einem  bekannten  Satze  über  die  Differentiation  bestimmter  Integrale  ist 
aber  allgemein: 


V  /•      ds  (d    /•/  x*  y*  z*    \ds\da 


b 
*      (s)  ds  =  —  tl>  (<ri . 


J* 


<7 

Daher  wird  im  vorliegenden  Falle  der  zu  suchende  Differentialquotient  nach  0 
gleich 


(x*  y*  z*    \       1 

1  ~~  rf~+~i  ~~  0*  +  a  ""  y»~+"~ij  *  2>0 


und  verschwindet  vermöge  der  Definitionsgleichung  für  0  und  da  ~      nicht  unbe- 
stimmt  wird,  so  bleibt  auch  für  den  äusseren  Punkt 


dV  ft  /*      ds 


0 


Dass  die  Ausdrücke  für  V  und  ^— ,  sowie  die  analog  gebildeten  für  «— ,  ~- 

continuirliche  Functionen  von  x,  y,  2  für  den  inneren  sowohl,  wie  für  den  äusseren 
Punkt  sind,  erhellt,  aus  denselben  unmittelbar,  ebenso  dass  die  Continuität  beim 
Durchgange  des  Punktes  durch  die  Oberfläche  des  Ellipsoids  nicht  unter- 
brochen wird. 
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dV        dV        dV 
Die  Bedingungen,  dass  xV,  yV,  zV,  x*  ~— ,  t/9  ~— ,  z*  «—  oder  also  auch  SV 

dV 
und  tf*  ^-    an  gewisse  Grenzen  gebunden  sind,  bewahrheiten  sich  für  den  inneren 

Punkt  unmittelbar,  denn  es  ist 

V<*  /   2)  >     alao     xV<nx  I   ß 

0  0 

und  ebenso  n 

tdV    .      3    /'    ds 

CX    ^  w  I  C t*  -\-  8 

0 

und  es  ist  x  an  die  Grösse  der  Halbaxe  des  Ellipsoids,  welche  in  die  Richtung 
der  2-Axe  fallt,  als  Grenze  gebunden.  Um  sie  aber  für  einen  äusseren  Punkt 
zu  verificiren,  sei  X  die  kleinste  der  drei  Halbaxen  a,  ß,  y  des  Ellipsoids.    Es 

ist  dann  vermöge  D  =  aßy  yV  +  s)  ((*»  +  s)  (y^+l)  >  aßy  (X»  +  *)* 

00 

d.  h.:  * 

F       2»9«|Jy 

(*•  +  •>*' 
Ferner  ist  absolut  genommen : 

i  ar  _      ^    r    ds 


dv  r 

^<2n9aßy  j  — 


x  cx  J    (V  +  s)i 

d.  h. : 

*  dx        3  (**  +  *)* 

Nun  erhält  man  aus  der  Gleichung  für  0  hierzu  j  <  1  und  hiermit  werden 

(a8+ff)* 

welche  Ungleichheiten  ihre  Gültigkeit  bewahren,  wenn  auch  #  und   damit  0  ins 
Unendliche  wächst. 

Um  zu  zeigen,  dass  die  Ausdrücke  für  Fauch  der  Laplace-Poisson 'sehen 
Gleichung  genügen,  hat  man 


d*V  r      ds 


sowie  0 

^s   —  *  J  (a»+  <f)  7)  +  («»  +  <?)  Ar  '  0* 

und  daher  mit  Hülfe  der  analog  gebildeten  Ausdrücke  einerseits  für  den  inneren 

Punkt: 

00 


dx**dy*d** 


-  2**  J  (iPTf-  +  ^  ^  +  -,-^j)  77. 
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andererseits  für  den  änderen: 

dx*^  dy*^  d**~~  J  \«*  +  *       P*+*       7*  +  */   ^ 

a 

/2a;      ^<r  2y      d*  2jer       #<y\    «9 

+  V+tf  Öx       ?'+*  dy       y*+~e  de)  T^' 
Nun  ist  aber 

folglich,  da  x)  für  s  =—  ac   verschwindet: 

"/     1        .        1         .        1     \  rf* 


/(■ 


a*_j_«  +  ^  +  fi  +  y»  +  s)    7)a3B2* 


0 
Daher  wird  die  rechte  Seite  der  Gleichung  für  den  inneren  Punkt  — 4«^,  wie 
es   die   Poisson'sche    Gleichung   verlangt.     In   Betreff  der   Gleichung   für   den 
äusseren  Punkt  hat  man   vermöge   der   zu  Anfang    dieser  Untersuchung  aufge- 
stellten Relationen: 

..  /    2x     d<*i       2y     da    .       2e      d  a\ 
W+a  dx  +  j3*+  a  dy  +  y*~+~a  <Tz) 


V(a»+a)«  +  {§*+<*)*  ^  iy*  +  *YJ 


Daher  wird  der  vom  Integralzeichen  freie  Bestandteil  auf  der  rechten  Seite  gleich 

4x0 

■jr^  •    Der  erste  Bestandtheil  ist  aber 

0  /°V      1  .  1  ,  1       \  ds  2  4*0 

und  wird  mithin  für  den  äusseren  Punkt  die  Laplace'sche  Gleichung  erfüllt. 

Man  bemerke,  dass  die  zweiten  Derivirten  der  Potentialausdrücke  auf  der 
Oberfläche  des  Ellipsoids  nicht  zusammenfallen. 

§.  14.  Nach  Behandlung  des  Potentials  von  Massen,  welche  im  Räume  von 
drei  Dimensionen  vertheilt  sind,  würden  wir  zu  dem  Potentiale  der  massig  ge- 
dachten Flächen  und  Linien  fortzuschreiten  haben.  Bei  Flächen  zeigt  sich,  dass 
bereits  die  ersten  Derivirten  des  Potentials  nach  den  Coordinaten  des  angezogenen 
Punktes  beim  Durchgange  durch  die  Fläche  discontinuirlich  werden  und  mit  ihnen 
die  Componenten  der  Kraft.  Wir  können  übrigens  die  Untersuchung  der  Flächen- 
und  Linienpotentiale  nicht  in  den  Bereich  unseres  Lehrbuches  ziehen,  sondern 
verweisen  in  dieser  Hinsicht  auf  Gauss,  Allgemeine  Lehrsätze  in  Beziehung  auf 
die  im  verkehrten  Verhältniss  des  Quadrates  der  Entfernung  wirkenden  An- 
ziehungs-  und  Abstossungskräfte,  Art.  12  u.  s.  w.,  Clausius,  die  Potentialfunction 
und  das  Potential.  8.  Aufl.  Leipzig  1877.  Moigno,  Legons  de  mecanique  ana- 
lytique  p.  562. 

Ebenso  müssen  wir  eine  grosse  Anzahl  von  Sätzen  Über  Körperpotentiale, 
welche  Gauss  und  Chasles  gefunden  haben,  übergehen;  man  vgl.  neben  der 
Gauss 'sehen  Abhandlung  auch  die  Gauss" sehe  Lösung  des  Attractionsproblems 
des  Ellipsoids  (Theoria  attractionis  corporum  sphacroidicorum  homogeneorum  mt- 
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thodo  nova  tractata.  Gauss'  Werke,  B.  5,  S.  1  u.  279),  sowie  Jullien,  problemes 
de  mecanique  rationelle,  T.  II,  p.  307. 

Dagegen  wollen  wir  der  Anziehung  zweier  räumlich  ausgedehnter  Massen  auf- 
einander noch  in  Kürze  gedenken. 

Wir  wollen  annehmen,  zwei  unveränderliche  Systeme  27,  Z'  wirken  gegen- 
seitig aufeinander  ein ,  sodass  jeder  Punkt  P  des  ersten  auf  jeden  Punkt  P'  des 
zweiten  und  umgekehrt  jeder  Punkt  P'  des  zweiten  auf  jeden  Punkt  P  des  ersten 
wirkt;  die  Kräfte,  welche  diese  Einwirkungen  darstellen,  sollen  an  Intensität 
gleich,  dem  Produkte  beider  Massen  und  einer  Function  der  Entfernung  beider 
Punkte  proportional,  dem  Sinne  nach  aber  entgegengesetzt  sein.  Sämmtliche  an 
den  Punkten  des  Systems  2  wirkenden  Kräfte,  welche  von  den  Punkten  des 
Systems  2'  herrühren,  reduciren  wir  für  irgend  einen  Punkt  0  (Fig.  98)  des 
Baumes  auf  ihre  Resultante  R  und  ihr  resultirendes  Paar  H.    An  allen  Punkten 

des  Systems  2'  wirken  dieselben  Kräfte,  nur  in  entgegen- 
gesetztem Sinne  genommen;  wir  wollen  auch  sie  für  den- 
selben Punkt  0  reduciren  und  erhalten  hierdurch   eben- 
falls eine  Resultante  R'  und  ein  resultirendes  Paar  H\ 
K  und  R'  sind  an  Grösse  und  Richtung  gleich  R  und  ÜT, 
dem  Sinne  nach  jedoch  entgegengesetzt.  Führt  man  daher 
die  Construction  für  die  Centralaxe  aus,  so  erkennt  man, 
dass  die  Centralaxen  für  beide  Systeme  in  dieselbe  Gerade  fallen  und  dass  die 
Paare  H0,  R'0,  welche  ihr  entsprechen,  entgegengesetzt  gleich  sind.    Hieraus  er- 
gibt sich  der  Satz: 

Die  Kräfte,  mit  welchen  die  Massen  zweier  veränderlicher 
Systeme,  deren  Punkte  sich  proportional  dem  Produkte  ihrer  Massen 
und  einer  Funktion  der  Entfernung  anziehen  oder  abstossen,  auf  ein- 
ander wirken,  sind  äquivalent  zwei  Resultanten  i?,  #  und  zwei  Kräfte- 
paaren HQ1  R'0  und  zwar  sind  die  beiden  Resultanten  gleich  an  Inten- 
sität, entgegengesetzten  Sinnes  und  fallen  in  dieselbe  Gerade,  nämlich 
die  gemeinschaftliche  Centralaxe  beider  Systeme  und  haben  die 
beiden  Paare  gleiche  Momente,  aber  entgegengesetzte,  der  Central- 
axe parallele  Axen. 

Die  Kraft  R  kann  man  in  jedem  Punkte  der  Centralaxe  angreifend  denken, 
ebenso  die  ihr  gleiche  und  entgegengesetzte  R\  Nun  kann  man  fragen,  in  wel- 
cher Entfernung  von  einander  die  Massen  Mt  M'  der  beiden  Systeme  in  zwei 
Punkten  vereinigt  gedacht  werden  können,  wenn  sie  sich  mit  den  Kräften  JR,  2f 
anziehen  oder  abstossen  sollen.  Ist  9  (r)  die  Function  der  Entfernung,  welche 
dem  zu  Grunde  liegenden  Attractionsgesetze  entspricht,  so  hat  man  r  aus  der 
Gleichung  eMM'<p(r)  =  R  zu  suchen.    Für   die   New  ton1  sehe  Attraction  ist 

qp  (r)  ™  -j  ,   also  j —  ™»  ü,  mithin  r  =  1/  — ^  —  .    Demnach  kann  man 

sich  die  Wirkung  der  beiden  Systeme  aufeinander  vorstellen  als  die 
Wirkung  zweier  Punkte  aufeinander,  in  welchen  die  Massen  der 
Systeme  concentrirt  gedacht  werden,  beide  auf  der  gemeinschaft- 
lichen Centralaxe  liegend,  in  Verbindung  mit  zwei  entgegengesetzten 
Kräftepaaren  von  gleichen  Momenten  und  Axen  parallel  der  Central- 
axe. Die  gegenseitige  Einwirkung  zweier  Systeme  ist  also  eine 
translatorische  und  eine  rotatorische,  beides  bei  beiden  in  ent- 
gegengesetztem Sinne. 
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In  besonderen  Fallen  können  die  beiden  Eaare  verschwinden,  sodass  blos  die 
beiden  Resultanten  übrig  bleiben.  Dies  tritt  ein  1.  wenn  eines  der  Systeme  sich 
auf  einen  einzigen  Punkt  reducirt;  2.  wenn  eines  der  Systeme  eine  homogene 
oder  concentrisch  geschichtete  Kugel  ist  (denn  die  Resultante  der  Kräfte,  mit 
welchen  ein  Punkt  der  nicht  kugelförmigen  Masse  auf  die  Elemente  der  Kugel 
wirkt,  geht  durch  den  Kugelmittelpunkt,  folglich  auch  B  als  die  Resultante  aller 
dieser  Resultanten).  —  Sind  die  Massen  zwei  Kugeln  von  der  eben  erwähnten 
Beschaffenheit,  so  findet  dasselbe  doppelt  statt.  Die  Kugeln  wirken  auf  einander 
blos  tranBlatorisch,  wie  wenn  ihre  Massen  in  ihren  Mittelpunkten  vereinigt  wären. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  die  beiden  Systeme  wirken  aus  sehr  grosser  Ent- 
fernung auf  einander.  Je  weiter  sich  2'  von  £  entfernt,  desto  mehr  nähern  sich 
die  Richtungen  der  an  2  angreifenden  Kräfte  dem  Parallelismus  und  reduciren 
sich  dieselben  immer  mehr  auf  eine  blose  Resultante  B,  welche  durch  den  Mittel- 
punkt  der  parallelen  Kräfte  hindurchgeht ;  um  so  mehr  nähert  sich  also  das  Paar 
H0  der  Null.    Aehnliches  gilt  vom  System  £'.    Daher  der  Satz: 

Je  weiter  sich  zwei  Systeme  von  einander  entfernen,  desto  ge- 
ringer ist  die  drehende  Wirkung,  welche  sie  aufeinander  ausüben 
und  um  so  genauer  fällt  die  Richtung  ihrer  anziehenden  oder  ab- 
stossenden  Wirkung  in  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  ihrer 
Massen. 

Vgl.  über  die  hier  aufgestellten  Sätze:  Schell,  Ueber  die  Reduction  der 
Attractionskräfte  zweier  Massen  (SchlÖmilch's  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  B.  III, 
1858,  S.  80.) 

§.   15.    Man  kann  die  Untersuchung  der  Newton1  sehen  Attraction  zweier 

MassenBysteme  Z,  E'  auf  einander  von  einer  Grösse  abhängig  machen,  welche  das 

Potential  V  beider  Massen  auf  einander  genannt  wird.    Ist  nämlich  r  der 

Abstand  zweier  Massenelemente  dm,  dm',  deren  Coordinaten  xt  y,  5;  x\  y,  z 

sein  mögen,  wodurch  r"  =  (x  —  x')*  -f  (y  —  y)%  +  (*  —  *')*  wird,  so  ist  diese 

Grösse 

'dm  dm 


-ff 


wobei  von  den  Integrationen  die  eine  über  £,  die  andere  über  2'  auszudehnen 
ist.  Um  den  Zusammenhang  von  V  mit  den  Componenten  X,  Y,  Z  der  Resul- 
tanten B  und  L,  M,  N  des  resultirenden  Paares  H  aller  an  £  angreifenden 

Kräfte  zu  erkennen,  drücken  wir  die  Aequivalenz  aller  Anziehungskräfte  e 2 — 

mit  B  und  H  oder  das  Gleichgewicht  zwischen  ihnen  und  —  X,  —  Y,  —  Z; 
—  L ,  —  M,  —  N  mit  Hülfe  des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  aus. 
Nun  ist  die  virtuelle  Arbeit  der  Attractionskraft,  welche  am  Elemente  dm  angreift, 

gleich , —  'tfr,  wenn  Sr  so  verstanden  wird,  dass  in  r  blos  x,  y,  z  sich 

ändern,  oder  also  d  ( — )  •  e  dmdm  und  die  Summe  aller  dieser  virtuellen  Arbeiten 

ist  mithin  s   j    j  d  l-ydmdm  oder  edV.    Sind  ferner  ci£,  drj,  dt  unendlich 

kleine  Verschiebungen  parallel  den  Axen,  d&,  d&\  d&'  unendlich  kleine  Rotations- 
amplituden um  Azen  parallel  denselben,  so  wird 

—  Xxdi  —  Y^n  —  Zxdl  —  L6*  -  Md&  —  Nd&" 

SCHIIT,  Mechanik.    IL  22 
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die  virtuelle  Arbeit  von  R  und  H>  darstellen  und  wird  man  haben 

eSV  —  X9i  +  Tdti  +  Zdt  +  Ld*  +  M9&  +  NBV. 

Es  stellt  demnach  die  Aenderung  des  Potentials  beim  Ueber- 
gange  des  Systems  ans  einer  Lage  in  die  unmittelbar  folgende  Lage, 
multiplicirt  mit  der  Kraft,  welche  zwischen  zwei  Masseneinheiten 
in  der  Einheit  der  Entfernung  wirkt,  die  Elementararbeit  aller  am 
System  angreifenden  Attractionskräfte  dar. 

Das  Potential  V  hängt  nun  von  den  Dimensionen,*  der  Massenvertheilung  und 
der  relativen  Lage  beider  Systeme  gegen  einander  ab.  Ist  0  (£q£)  irgend  ein 
Punkt  von ,27,  O  «VC)  ein  anderer  von  2T  und  sind  (Ip*),  (l>V)t  (*VO  die 
Richtungen  dreier  in  Z  fester,  durch  0  gehender  Axen,  sowie  (lifh^),  (X\p\v\), 
(i^VO  die  Richtungen  dreier  solcher  durch  0'  gehender,  Z'  angehöriger  Axen, 
so  ist  V  eine  Function  von  £,  17,  t;  £'f  v\  f  und  von  sechs  WinkelgrÖssen,  welche 
aus  den  X  und  p  gebildet  werden  können.  Ertheilt  man  nun  dem  System  Z  vir- 
tuelle Verschiebungen  parallel  den  absoluten  Coordinatenaxen ,  so  ändern  ßich 
4,  ij,  C  und  ergibt  sich 

dr     _        dv     _         dv     „ 

indem  in  der  Gleichung  der  virtuellen  Arbeit  jedesmal  alle  Verschiebungen  bis 
auf  eine  verschwinden.  Ebenso  wenn  dem  System  nach  und  nach  drei  Rotationen 
um  Axen  parallel  den  Coordinatenaxen  ertheilt  werden: 

*WsmL>      *WM'      *WftsmN' 

wo  aber  die  hier  bezeichneten  Differentiationen  in  solche  nach  den  drei  Winkel- 
grÖssen, welche  die  Lage  von  Z  bestimmen,  umzusetzen  sind. 
Uebrigens  erhält  man  unmittelbar: 

x  -  ,fC±=^L  dm  dm',    L  „  ejjy'  -  y'e  dm  dm-, 

Y  -  ,£££=£  dm  dm',       M  -  *  fj ''* '"/*  dm  dm', 

Z  -  *CC±=±  dm  dm',       JNT—  ,  C  M-^l  dm  dm', 

Die  Bedingung,  dass  die  Paare  versoh winden,  ist:' 

LX+  MY+NZ~  0. 

Ein  hierher  gehöriges  Beispiel  bietet  die  Attraction  zweier  homogener  Ellip- 
soide  dar  (vgl.  Mertens,  Crelle's  Joura.  B.  68,  S.  360).  Dirichlet  gibt  in  der 
§.  9  citirten  Abhandlung  am  Schlüsse  Andeutungen  über  die  Behandlung  dieser 
Aufgabe,  hat  aber  darüber  nichts  weiter  mitgetheilt. 

§.  16.  Bei  der  Fülle  des  Stoffes,  den  unser  Buch  zu  bewältigen  hat,  dürfen 
wir  die  Theorie  der  Attraction  nicht  weiter  verfolgen,  müssen  uns  vielmehr  mit 
der  Angabe  der  notwendigsten  Literatur  begnügen.  Der  Gegenstand  ist  mit 
einer  grossen  Zahl  von  Gebieten  der  mathematischen  Forschung  aufs  Engste  ver- 
knüpft, mit  der  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  und  der  allgemeinen 
Functionentheorie,  mit  der  von  Lame  und  in  neuester  Zeit  von  Somoff  sorgfältig 
studirten  Theorie  der  Differentialparameter,  mit  der  Electrostatik  und  Electro- 
dynamik,  der  Theorie  der  Elasticität,  der  Wärme  und   des  Magnetismus,  mit  der 
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Theorie  der  Gestalt  der  Erde  u.  8.  w.  Es  verdient  aber  insbesondere  hervor- 
gehoben su  werden,  dass  die  ganze  Attractionstheorie  auf  einer  geometrischen 
Grundlage  aufgebaut  werden  kann  und  die  complicirtesten  Betrachtungen  der- 
selben, welche  den  Inhalt  der  Green9 sehen  Sätze  bilden,  nicht  unmittelbar  an  die 
Vorstellung  von  Kräften  geknüpft  zu  werden  brauchen.  Es  hat  dies  insbesondere 
Somoff  im  2.  Bande  seiner  theoretischen  Mechanik  gezeigt. 

Wir  führen  noch  eine  Reihe  von  Arbeiten  an,  an  welche  sich  in  der  einen 
oder  anderen  .Richtung  ein  Fortschritt  der  Attractionstheorie  anknüpft. 

Laplace,  (Mecan.  Celeste,  1.  II,  §.  11.,  die  partielle  Differentialgleichung 
2.  Ordnung  enthaltend).  —  Poisson's  Gleichung  (Bulletin  de  1a  soeiiti  phüotna- 
tique,  T.  III,  p.  368).  —  Green,  An  essay  on  tlie  applicaiion  of  mathematical 
analysis  to  the  theories  of  electricity  and  magnetism.  Nottingham  1828,  abgedruckt 
mit  kurzer  Biographie  und  anderen  einleitenden  Notizen  von  Thomson  in  Cr  eile's 
Journal  Bd.  39,  p.  78;  44,  p.  356;  47,  p.  161  u.  195.  Von  Green  rührt  der  Name 
Potential  her.—  Gauss,  Allgemeine  Lehrsätze,  s.  oben  8.828.  —  Chasles,  Me- 
moire sur  V  attraction  oVune  conche  ellipsoidale  infiniment  mince,  et  les  rapports  qui 
ont  lieu  entre  cette  attraction  et  les  lois  de  la  chaleur  en  mouvement  dann  un  corps 
en  equüibre  de  temperature.  Journ.  de  Tecole  polytechn.,  Gah.  25,  p.  266  (1837); 
JSnonci  de  deux  theoremea  generaux  sur  V  attraction  des  corps  et  la  theorie  de  la 
chaleur.  Comptes  rendus  1839;  Theorhnes  generaux  sur  V attraction  des  corps.  Addit. 
ä  la  connaiss.  des  temps  p.  Van  1845  (publ.  en  1842).  —  Dirichlet,  sur  un  moyen 
general  de  verifier  Vexpression  du  potentiel  relatif  ä  une  masse  quelconque,  homogene 
Ott  heterogene,  Crelle's  Journ.  Bd.  32,  p.  80.  —  Despeyrous,  Recherches  sur  les 
surfaces  isothermes  et  sur  V attraction  des  eUipsofdes  (Crelle's  Journ.  Bd.  31, 
p.  136).  —  Sturm,  Note  sur  un  memoire  de  M.  Chasles  (Journ.  de  math.  T.  VII, 
p.  345).  —  Thomson,  Note  sur  la  the'orie  de  T attraction  (Journ.  de  math.  T.  IX, 
p.  239).  —  Liouville  (Addit.  ä  la  connaissance  des  temps  p.  1845).  —  Briot, 
sur  V attraction  (Journ.  de  math.  T.  XI,  p.  174).  —  Heine,  Beitrag  zur  Theorie 
der  Anziehung  und  der  Wärme  (Crelle's  Journ.  Bd.  29,  p.  185;  Theorie  der  An- 
ziehung des  Ellipsoids,  ebend.  Bd.  42,  p.  70).  —  Weingarten,  Zur  Theorie  des 
Potentials  (Crelle's  Journ.  Bd.  49,  p.  367).  —  Amsler,  Zur  Theorie  der  An- 
ziehung und  der  Wärme  (Crelle's  Journ.  Bd.  42,  p.  316;  neue  geometrische 
Eigenschaft  der  Niveauflächen,  Bd.  42,  p.  314).  —  Scheibner;  Ueber  das  Flächen- 
potential (Crelle's  Journ.  Bd.  54,  p.  77).  —  Christoffel,  Zur  Theorie  der  ein- 
werthigen  Potentiale  (Crelle's  Journ.  Bd.  64,  p.  321).  — Roch,  Ueber  eine  Trans- 
formation des  Potentials  (Crelle's  Journ.  Bd.  68,  p.  9).  —  Kronecker,  Zur 
Potentialtheorie  (Crelle's  Journ.  Bd.  70,  S.  246).  —  Grünwald,  Zur  Theorie 
des  Potentials  (Schlömilch's  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  B.  14,  S.521).  —  Neu- 
mann, Ueber  die  Integration  der  Gleichung  d$  =*  0  (Crelle's  Journ.  B.  59, 
S.  385— -366).  Zur  Theorie  des  Potentials  (Hathem.  Annal.  B.  II,  S.  574 ;  Revision 
einiger  Sätze  aus  der  Theorie  des  Newton'schen  Potentials  (Ebendas.  B.  III,  S.  424); 
Revision  einiger  Sätze  aus  der  Theorie  des  logarithmischen  Potentials  (Ebendas. 
B.  III1,  S.  325);  Zur  Theorie  des  logarithmischen  und  Newton'schen  Potentials 
(Ebendas.   B.  II,   S.  558).    —   Schwarz,   Ueber  die   Integration   der  partiellen 

d%u       d*u 
Differentialgleichung   *   a  +  ^—- , ssm  0    unter    vorgeschriebenen   Grenz-   und    Un- 

stetigkeitsbedingungen  (Monateber.  d.  Berliner  Acad.  1870,  S.  767).  —  Weber, 

d*u       d*u 
Ueber  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung  r-j  +  ö~ j  +  x*u  =-  0 

22* 
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(Math.  Annal.  B.  I,  S.  1).  —  Kötteritzsch,  Zur  Potentialtheorie  (Seh lö milch's 
Zeitschr.  f.  Mathem.  u.  Phys.,  B.  17,  8.  232  u.  267);  Beitrag  zur  Mechanik  ellip- 
soidischer  Körper  (Ebendas.  B.  18,  S.  262);  über  das  logarithmische  Potential 
(Ebendas.  B.  20,  S.  341).  —  Mentzner,  Untersuchungen  im  Gebiete  des  logarith- 
mischen  Potentials  (Mathem.  Annalen  B.  8,  S.  319— -368). 

§.  17.  Noch  wollen  wir  aufmerksam  machen  auf  die  Untersuchungen  über 
Linien  und  Flächen  gleicher  Anziehung,  nämlich: 

Hirst,  0*  equally  attracting  bodies  (Phü.  Magazine,  IV.  Ser.,  Vol.  13  [1867J, 
pp.  306  —  324;  Vol.  16  [1868],  pp.  161—177,  266—284);  Note  sur  les  corps  qui 
exercent  des  attractions  igales  sur  un  point  materiel  {Comptes  r.  T.  XL VII  [1868], 
pp.  274—276). 

Auch  möge  noch  auf  einige  Aufgaben  hinsichtlich  der  Transformation  des 
Potentials  und  gewisser  mit  dem  Potential  in  Verbindung  stehender  Flächen  hin- 
gewiesen werden: 

Didon,  Quesiions  1166  et  1168  in  den  Nouv.  annale*  de  Mathem,  IL  Ser., 
Vol.  14  (1876),  p.  94  mit  den  Lösungen  von  Durrande,  Vol.  16  (1876),  p.  226 
und  Morel-Blanc,  ibid.  p.  41. 

Ebenso  auf  gewisse  Aufgaben  über  Maxima  und  Minima: 

Schellbach,  Welche  Gestalt  muss  ein  Körper  haben,  wenn  er  auf  einem 
Punkt  seiner  Oberfläche  die  stärkste  Anziehung  ausüben  soll?  (Mechan.  u.  math. 
Probleme;  Progr.  des  Friedrich- Wilhelms- Gymn.  zu  Berlin,  1846.) 

Wir  wollen  eine  Bearbeitung  des  Inhaltes  der  S ch eil bach' sehen  Abhand- 
lung über  die  Körperform  der  Maximalanziehung  einer  homogenen  Masse  hier 
anfügen. 

Man  nehme  an,  der  Punkt  A  (Fig.  99),  die  Masseneinheit  enthaltend  sei  der 
Anziehung  aller  Punkte  des  Raumes  nach  dem  Gesetze  x  :  r»  unterworfen,  wo  r 

den  Abstand  eines  anziehenden  Punktes,  x  die  An- 
ziehung in  der  Entfernung  gleich  Eins  und  n  irgend 
eine  Zahl  bedeute.  Auf  dem  Strale  AB  wird  es 
dann  in  der  Richtung  AB  nur  einen  Punkt  B  geben, 
welcher  A  mit  einer  Intensität  anzieht,  welche  gleich 
der  Entfernung  AB  ist.  Ist  a  der  Abstand  dieses 
Punktes  von  A,  so  muss  er  der  Bedingung  %-.a****a 
oder  a»+i  —  x  genügen. 

Errichtet  man  in  B  eine  Ebene  senkrecht  auf 
jf  AB,  so  wird  man  ebenso  auf  allen  Stralen,  welche 
Ton  A  nach  den  Punkten  D  dieser  Ebene  führen, 
Punkte  C  so  finden  können,  dass  die  Anziehungkraft 
von  C  in  Bezug  auf  A  gleich  AD  ist.  Bildet  der 
Radiusvector  A  C  — ■  r  eines  solchen  Punktes  C  mit 
AB  den  Winkel  #,  so  wird  wegen  AD  -  cos  9  —  a 
die  Gleichung  %  :  r*=*  a  :  cos  #  oder  mit  Rücksicht 
auf  *  —  cH-1  die  Gleichung  r*  =■  a»  cos  fr  die  Ro- 
tationsfläche darstellen,  welche  alle  solche  Punkte  C  enthält.  Diese  Fläche  geht 
durch  A  und  B  hindurch  und  ihr  Meridian  ist  die  Curve  (x*  +  t/")*+i  =»  a**x*  vom 
Grade  2  (n  -+- 1)  in  Bezug  auf  AB  als  x-Axe  und  die  in  A  zu  ihr  senkrechte  Gerade 
der  Schnittebene  als  y-Axe.    Die  Kraft  AD,  mit  welcher  C  den  Punkt  A  an- 


0 


Fig.  99. 
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zieht,  zerfällt  in  zwei  Componenten,  eine  gleich  AB  =>a  und  eine  dazu  senk- 
rechte gleich  BD.  Daher  ist  die  Rotationsfläche  der  Ort  aller  Punkte  (7,  welche 
A  in  der  Richtung  AB  mit  derselben  Componente  a  angreifen. 

Für  n  — ■  1  ist  die  Meridiancurve  der  Kreis  r  =  a  cos  fr  und  die  Rotations- 
flache die  Kugel  vom  Durchmesser  AB;  für  n«—  2  nimmt  sie  die  Gestalt  (Fig.  99) 
an  und  kann  ihre  Gleichung  r*  =  a*  cos  fr  leicht  construirt  werden ,  indem  man 
sie  so  schreibt:  r*  ■—  a  •  a  cos  fr.  Ein  Kreis  um  A  mit  dem  Radius  a  schneidet 
nämlich  den  unter  dem  Winkel  fr  gegen  AB  geneigten  Stral  AG  in  E  so,  dass 
die  Protection  von  AE  auf  AB  gleich  AK  —■  a  cos  fr  wird  und  ein  weiterer  Kreis 
über  AB  als  Durchmesser  trifft  das  Perpendikel  EK  in  F  so,  dass 

^1F*  —  a  .  iUT  —  a»  cos  fr  —  r8 

wird.  Daher  ist  AF  ==  J.C  auf  .AD  als  Rediusvector  r  aufzutragen.  Die  Curve 
ist  vom  6.  Grade. 

Die  Rotationsfläche  r»  —  a*  cos  fr,  der  Ort  aller  Punkte  des  Raumes,  welche 
A  in  der  Richtung  AB  mit  derselben  Kraft  a  anziehen,  scheidet  diejenigen,  welche 
ihn  in  dieser  Richtung  stärker  anziehen,  von  denen,  deren  Wirkung  auf  ihn 
schwächer  ist.  Erstere  liegen  im  Innenraume,  letztere  im  Aussenraume  der  Fläche. 
Bringt  man  daher  eine  gegebene  homogene  Masse  M  in  den  Innenraum,  sodass 
sie  denselben  continuirlich  erfüllt  und  dabei  homogen  bleibt,  während  sie  zu 
diesem  Behufe  vielleicht  eine  Condensation  oder  Dilatation  erleiden  muss,  so  zieht 
sie  den  Punkt  A  der  Axe  AB  mit  einer  Kraft  an,  welche  grösser  ist,  als  die 
Anziehung,  welche  sie  ausüben  würde,  wenn  sie  bei  derselben  Dichtigkeit,  mit 
welcher  sie  den  Innenraum  der  Fläche  erfüllt,  in  irgend  eine  andere  Form  ge- 
bracht wurde.  Denn  da  die  Dichtigkeit  keine  Aenderung  erleiden  soll,  so  ist  mit 
der  Aenderung  der  Form  nothwendig  ein  Austritt  von  Masse  aus  dem  Innenraum 
in  den  Aussenraum  verknüpft.  Die  Anziehung  der  Masse  hat  übrigens  die  Rich- 
tung AB,  da  sämmtliche  Componenten  senkrecht  zu  AB  sich  paarweise  tilgen. 

Für  die  Intensität  B  der  Anziehung  der  Masse  M  in  der  Form  der  Fläche 
r*  =■  a»  cos  fr  ergibt  sich,  wenn  q  ihre  Dichtigkeit  ist, 

aoos*  & 

jR  =  2»*p   /sin  fr  cos  fr dfr  fr*-*dr  *-|^  a\ 

o  o 

indem  x  =  a*+*  ist.  Man  sieht  zugleich,  dass  die  ganze  Betrachtung  für  n  ^  3 
nicht  mehr  gilt,  indem  in  solchen  Fallen  das  Integral  nach  r  unendlich  wird.  Die 
Dichtigkeit  9  ergibt  sich  aus  der  Gleichung 

4*  aoot*<fr 


nämlich 


M  —  2ng   /sinfreffr    Cr*dr  —    * .**"    a\ 
J  J  3(8  +  «) 

0  0 

3  (3  +  «)  itf  3       -, 

o  —  — - -- — -  -^ ,   und  also  B  =■ Ma 

2nn       a*  3  — n 


4  4 

Für  n  a-  2  wird  B  — «  —  »ea*i    M  ***  77  *$<**>    «B  ö  33fa.     Bringt  man 

5  15 

die  Masse  M  bei   der   Dichtigkeit  p,   welche  sie  in   der  Form   der  Maximal- 
attraction  hat,  in  der  Form   einer  Kugel,  so   ergibt  sich  deren   Radius  r  aus 
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4  4  "iVT" 

der    Gleichung   M  =>  --  nqrz  =  rr  »?»*,  nämlich  r  =  o  1/  -jr .    Die  Attraction 

3  15  V     o 

%  AI 

R'  der  Kugel  auf  den  Punkt  A  ihrer  Oberfläche  wäre  R'  — ■  — j-  = 


Mithin  wird 


"-Vm 


R:R'  am  |/  ~  «  1.02698. 


Gau 8  8  gibt  dies  Resultat  an  in  seiner  Abhandlung:  Principia  generalia  theorute 
figurae  fluidorum  in  statu  aequilibrii  (Commentatt.  $oc.  regiae  sc.  Goetting.  Vol.  VII 
[1830]  oder  Werke,  Bd.  V,  S.  31,  Anm.). 


XIV.  CapiteL 

Reduotion  der  Widerstände  von  Flächen  und  Curven. 

§.  1.  Wir  haben  bereits  mehrfach  des  Widerstandes  gedacht,  welchen 
Flächen  und  Curven  von  Systemen  gegenseitig  leisten  müssen,  wenn  sie 
durch  Kräfte  in  Berührung  erhalten  werden,  sei  es,  dass  letztere  sich  im 
Gleichgewichte  befinden  oder  Beschleunigungen  hervorrufen.  Es  wurde 
dabei  aber  vorzugsweise  der  Normalwiderstand  berücksichtigt  und  war  von 
der  tangentiellen  Componente  des  Gesammtwiderstandes,  der  Reibung,  nur 
vorübergehend  die  Rede.  Wenn  nun  auch  eine  umfassende  theoretische 
Behandlung  der  letzteren  und  insbesondere  ihre  Reduction  auf  Resultante 
und  reBultirendes  Paar  bei  dem  dermaligen  Zustande  der  Wissenschaft  noch 
nicht  in  allen  Fällen  geleistet  werden  kann,  so  dürfen  wir  dennoch  diesen 
Gegenstand  nicht  bei  Seite  schieben,  müssen  vielmehr  eine  Darstellung  der 
betreffenden  Lehren  geben,  welche  wenigstens  der  Hauptsache  nach  als 
befriedigend  angesehen  werden  darf.  Die  praktischen  Fragen  behandeln 
wir  dabei  nicht,  weil  wir  die  Gebiete  der  theoretischen  und  der  angewandten 
Mechanik  möglichst  scharf  scheiden  müssen. 

Sind  zwei  unveränderliche  Systeme  27,  If  genöthigt,  sich  mit  Flächen 
oder  Curven  zu  berühren,  so  kann  dieser  Zwang  durch  Kräfte  dargestellt 
werden,  welche  zu  den  ohnehin  an  ihnen  wirkenden  Kräften  hinzutreten. 
Diese  Kräfte  heissen  Widerstände  und  zwar  saßt  man,  dass  an  2  Wider- 
stände angreifen,  welche  von  H  und  an  2?  solche,  welche  von  £  her- 
rühren. Wie  auch  immer  dieselben  beschaffen  sein  mögen,  in  allen  Fällen 
werden  sie  an  jedem  Systeme  einer  Resultanten  und  einem  resultirenden 
Paare  äquivalent  sein. 

Wir  wollen  den  Fall  betrachten,  dass  beide  Systeme  27,  2f  sich  mit 
zwei  Flächen  S,  S'  berühren,  dass  die  Berührungsstelle  ein  einziger  Punkt  A 
sei  und   die  Kräfte  sich   im  Gleichgewicht    befinden,    wobei   übrigens  die 
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Systeme  in  Ruhe  oder  in  Bewegung  begriffen  sein  können.  Sind  die  beiden 
Flächen  glatt,  so  erfährt  2  von  2?  in  A  einen  Widerstand  22,  welcher 
eine  längs  der  gemeinsamen  Normale  wirkende  Einzelkraft  ohne  Kräftepaar 
ist,  welche  die  Resultante  der  gegebenen  Kräfte,  welche  nothwendig  durch 
A  hindurchgehen  muss,  tilgt.  Ebenso  findet  dies  für  If  statt.  Sind  da- 
gegen die  sich  berührenden  Flächen  rauh,  so  wird  der  Widerstand  nicht 
normal,  vielmehr  kann  er  je  nach  Beschaffenheit  der  Kräfte  und  dem  Gratje 
der  Rauhheit  der  Fläche  mehr  oder  weniger  gegen  die  Normale  geneigt 
sein;  und  wenn  die  gegebenen  Kräfte  nicht  einer  durch  den  Punkt  A  hin- 
durchgehenden Einzelhraft  äquivalent  sind,  so  tritt  zu  ihm  noch  ein  Wider- 
stand leistendes  Paar  hinzu,  welches  mit  ihm  zusammen  die  Gesammt- 
wirkung  von  2  auf  2  darstellt.  Nehmen  wir  an,  die  gegebenen  Kräfte 
seien  einer  durch  A  hindurchgehenden  Einzelkraft  äquivalent.  Der  Fall, 
dass  ein  Widerstandspaar  auftritt,  kann  allgemein  noch  nicht  behandelt 
werden,  wielmehr  muss  in  Bezug  auf  ihn  bei  jedem  einzelnen  Problem  eine 
besondere  Methode  gesucht  werden.  Legen  wir  durch  die  Richtung  des 
Widerstandes  und  die  Normale  eine  Ebene,  so  zerfällt  in  ihr  B  in  zwei 
Componenten,  eine  in  der  Richtung  der  Normalen  wirkende,  den  Normal- 
widerstand  Bn  und  eine  andere,  welche  in  die  Schnittlinie  dieser  Ebene 
mit  der  Tangentenebene  in  A  fällt,  die  Reibung  Br.  Bei  glatten  Flächen 
bringt  die  geringste  Aenderung  in  den  an  2  angreifenden  Kräften  eine 
sofortige  Störung  des  Gleichgewichtes  hervor,  sodass  Beschleunigung  ein- 
tritt. In  diesem  Falle  ist  B  =  Bn ,  Br  =■  0 ;  bei  rauhen  Flächen  kann 
man  aber  jene  Kräfte  sich  ändern  lassen  und  es  ändert  dann  B  seine  In- 
tensität und  Neigung  gegen  die  Normale.  Lassen  wir  jene  Kräfte  sich  so 
Andern,  dass  B  in  derselben  Normalebene  bleibt,  also  Br  dieselbe  Richtung 
in  der  Tangentenebene  beibehält.  Je  mehr  sich  B  von  der  Normalen  ab- 
biegt, desto  grösser  wird  das  Yerhältniss  Br:  Bn.  Bei  gegebenem  Rauhig- 
keitszustande in  der  Richtung  von  Br  wird  diese  davon  abhängige  Com- 
ponente  des  Widerstandes  bis  zu  einer  gewissen  Grenze  trotz  der  Aenderung 
der  Kräfte  das  Gleichgewicht  zu  erhalten  vermögen,  über  jene  Grenze 
hinaus  aber  wird  sofort  Beschleunigung  von  A  eintreten.  Aehnliches  gilt 
für  Aenderungen  der  Kräfte,  denen  entsprechend  B  auf  die  andere  Seite 
der  Normalen  fällt  und  der  Sinn  von  Br  sich  umkehrt.  In  der  betrachteten 
Normalebene  lassen  sich  demzufolge  durch  A  zwei  Stralen  ziehen,  welche 
die  äussersten  Grenzen  der  Richtung  des  Widerstandes  bezeichnen,  für  welche 
derselbe  überhaupt  noch  Gleichgewicht  herbeizuführen  im  Stande  ist.  Diese 
beiden  Stralen  bestimmen  zwei  Paar  Scheitelräume,  in  deren  einen  die 
Normale  fällt.  Alle  Stralen  dieses  Scheitelraumes  sind  mögliche  Wider- 
standsrichtungen, in  den  anderen  Scheitelraum  kann  der  Widerstand  nicht 
fallen. 
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Man  kann  sieb  nun  die  an  S  angreifenden  Kräfte  auch  so  geändert 
denken,  dass  B  in  andere  Normalebenen  fällt.  Da  für  jede  derselben  sieb 
die  nämlichen  Betrachtungen  anstellen  lassen,  so  folgt,  dass  der  Berüh- 
rungspunkt A  der  Flächen  S,  S'  der  Mittelpunkt  eines  Kegels 
ist,  dessen  Erzeugungslinien  die  äussersten  Grenzlagen  des 
noch  möglichen  Widerstandes  der  Flächen  bezeichnen  und  des- 
sen die  Normale  umschliessender  Scheitelraum  die  Richtungen 
aller  möglichen  Widerstände  erhält  Dieser  Kegel  heisst  der  Rei- 
bung ßkegel  der  beiden  Flächen  im  gemeinsamen  Berührungspunkte.  Seine 
Beschaffenheit  hängt  ab  von  dem  Grade  der  Rauhigkeit  beider  Flächen. 
Er  ist  ein  gerader  Kreiskegel  mit  der  Normalen  als  Axe,  wenn  in  der  ge- 
meinschaftlichen Tangentenebene  nach  allen  Richtungen  vom  Berührungs- 
punkte aus  gleiche  Rauhigkeit  stattfindet,  seine  Erzeugungslinien  biegen 
sich  mehr  oder  weniger  von  der  Normalen  ab,  wenn  längs  den  Schnitt- 
linien der  durch  sie  gelegten  Normalebenen  mit  der  Tangentenebene  ein 
grösserer  oder  geringerer  Rauhigkeitsgrad  stattfindet,  also  auch  ein  grösserer 
oder  geringerer  Reibungswiderstand  geleistet  werden  kann.  Für  glatte 
Flächen  zieht  sich  der  Kegel  auf  die  Normale  zusammen. 

§.  2.  Das  Yerhältniss  Br :  B  der  Componenten  des  Widerstandes  B 
mag  der  Coefficient  des  Widerstandes  heissen;  er  ist  die  Tangente 
des  Winkels,  welchen  B  mit  der  Normalen  bildet  und  welcher  der  Wider- 
standswinkel genannt  wird.  Für  den  Fall,  dass  der  Widerstand  eine 
Erzeugungslinie  des  Reibungskegels  ist,  heissen  dieser  Coefficient  und  dieser 
Winkel  Reibungscoefficient  und  Reibung swinkel.  Bezeichnen  wir 
sie  resp.  mit  p  und  q,  so  wird 

B  B 

f*  =  tge,  Br=pBn,  Bn  =  -f===  =  2?  cos?. 


Der  Reibungswiderstand  2?r,  welcher  der  äussersten  Grenze  für 
irgend  eine  Richtung  in  der  Tangentenebene  entspricht,  wird 
daher  erhalten,  indem  man  den  Normalwiderstand  Bn  mit  dem 
Reibungscoefficienten  multiplicirt. 

Der  Reibungscoefficient  variirt  für  ein  und  denselben  Berührungspunkt 
der  sich  reibenden  Flächen  mit  der  Richtung  in  der  gemeinschaftlichen 
Tangentenebene  und  mit  der  Rauheit  der  beiden  Punkte,  welche  im  Be- 
rührungspunkte zusammentreten  und  kann  bis  jetzt  nicht  theoretisch  be- 
stimmt werden.  Man  bedient  sich  daher  in  den  Anwendungen  constanter, 
durch  Versuche  festgestellter  Mittelwerthe,  wie  sie  die  zahlreichen  Tafeln 
der  Reibungscoefficienten  enthalten. 

§.  3.  Sobald  das  Gleichgewicht  zwischen  den  am  System  angreifen- 
den Kräften  und  dem  Widerstände  aufhört,  sagt  man,  es  werde  die  Reibung 
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überwunden.  Für  diesen  Zustand  hat  der  Widerstand  die  Grenzlage  einer 
Erzeugungelinie  des  Reibungskegels  und  während  der  Bewegung  passirt 
seine  Richtung  fortwährend  andere  und  andere  Erzeugungslinien  der  ver- 
schiedenen Kegel,  welche  den  verschiedenen  Berührungspunkten  der  Rei- 
bungsflächen angehören.  Befindet  sich  das  System  in  Ruhe,  so  kann  Be- 
wegung nur  dann  eintreten,  wenn  die  Reibung  überwunden  wird  und  also 
die  Widerstandsrichtung  in  die  Kegelfläche  eingetreten  ist.  Mit  diesem 
Eintritt  besteht  noch  Gleichgewicht  und  erst  dann,  wenn  die  angreifenden 
Kräfte  die  Richtung  des  Widerstandes  nöthigen,  in  den  Aussenraum  des 
Kegels  zu  treten,  erfolgt  Beschleunigung. 

Für  alle  Lagen  der  Widerstandsrichtung  im  Innern  des  Reibungskegels 
besteht  Gleichgewicht  und  zwar  ist  dasselbe  sicher,  für  alle  Lagen  in  der 
Kegelfläche  selbst  wird  es  unsicher.  Ist  der  Reibungskegel  ein  gerader  Kreis- 
kegel mit  der  Normalen  als  Axe,  so  findet  das  Maximum  der  Sicher- 
heit des  Gleichgewichtes  statt,  wenn  der  Widerstand  in  die  Axe  des 
Kegels  fällt. 

§.  4.  Für  das  Gleichgewicht  von  Kräften  in  Verbindung  mit  dem 
Widerstände  R  der  Fläche  U  (x,  y,  z)  =  0,  dessen  Richtung  (Xf*v)  sei, 
hat  man  wenn  die  Kräfte  äquivalent  einer  durch  den  Berührungspunkt 
gehenden  Einzelkraft  sind,  an  der  äussersten  Grenze  des  Gleichgewichts 
die  Gleichungen 

X  +  R  cos  k .=  0,     Y  +  R  cos  p  =  0,     Z  +  R  cos  v  =  0, 

woraus 

cos  iL         C08  f* C08  V  1 

^X~  ^T~  ^Z=  IT 

r  —  Vx*  +  r2  +~z* 

und  für  den  Widerstandswinkel  #: 


folgt    Es  findet  aber  auch  noch  Gleichgewicht  für  alle  Werthe  von  X,  Yf  Z 
statt,  wofür  cos  &  bis  zu  Null  herabsinkt 

§.  5.  Berühren  sich  die  reibenden  Flächen  mit  mehreren  Punkten 
oder  längs  einer  Linie  oder  im  Bereiohe  eines  endlichen  Flächenraumes, 
so  kann  man  den  Widerstand,  welcher  in  je  einem  Punkte,  in  je  einem 
Linien-  oder  Flächenelemente  auftritt,  in  eine  Normal-  und  eine  Tangential- 
componente  zerlegen  und  alle  sammt  den  ohnehin  am  System  angreifenden 
Kräften  für  irgend  einen  Punkt  des  Systems  reduciren,    Die  Bedingungen 
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des  Gleichgewichts  werden  alsdann  auch  noch  innerhalb  eines  gewissen 
Spielraums  bis  zu  einem  Grenzreibnngswiderstande  erfüllt  werden  können, 
darüber  hinaus  aber  nicht  mehr.  Es  tritt  aber  hierbei  zu  der  Resultanten 
ein  resultirendes  Paar  des  Widerstandes  hinzu,  welches  der  Reibung  seinen 
Ursprung  verdankt.  Eine  allgemeinere  Untersuchung  dieses  Gegenstandes 
fehlt  bis  jetzt  in  der  Literatur,  einen  speciellen  Fall  werden  wir  weiter 
unten  behandeln. 

§.  6.  Wenn  ein  System  £  genöthigt  ist,  mit  einer  Gurre  einen  Punkt 
gemeinschaftlich  zu  haben,  so  kann  ein  Widerstand  B  die  Curve  vertreten. 
Derselbe  kann  in  eine  Componente  Br  längs  der  Tangente  und  eine  andere 
Bn,  welche  in  die  Normalebene  fallt,  zerlegt  werden.  Die  erstere  heisst 
wieder  die  Reibung,  letztere  der  Normalwiderstand,  das  Verhältniss  beider 
Br  :  Bn  der  Widerstandscoefficient  und  der  Winkel,  den  B  mit  der  Normal- 
ebene der  Curve  bildet,  der  WiderstandswinkeL  Der  von  der  Curve  zu 
leistende  Widerstand  ist  seiner  Intensität  und  Richtung  nach  von  den 
am  System  angreifenden  Kräften,  der  Beschaffenheit  der  Curve  und  des 
Systems  in  dem  gemeinschaftlichen  Punkte  abhängig,  jedoch  so,  dass  bei 
Aenderung  der  Kräfte  eine  Grenze  von  Br  nicht  Überschritten  werden  darf, 
ohne  dass  Gleichgewicht  zwischen  jenen  Kräften  und  dem  Widerstände  auf- 
hört, möglich  zu  seiu.  Die  Grenzlagen  aller  Widerstandsrichtungen,  für 
welche  Gleichgewicht  noch  möglich  ist,  bilden  einen  Kegel,  welcher  in  den 
extremsten  Fällen  in  die  Normalebene  degenerirt.  Das  Verhältniss  Br :  Bn 
für  eine  Grenzlage  des  Widerstandes  heisst  der  Reibungscoefficient  p  auf 
der  Curve  und  der  Winkel  Qy  den  sie  mit  der  Normalebene  der  Curve 
bildet  und  für  welchen  tang  q  =  (i  ist,  der  Reibungswinkel. 

Pur  den  Fall  des  Gleichgewichtes  auf  der  Curve  x  =  g>  (V),  y  =  ty(z) 
hat  man,  wenn  die  Kräfte  einer  Einzelkraft  äquivalent  sind, 

X+i2cosA  =  0,     r+jßcosf*  =  0,     Z+Äccfev«=*0, 
0£l       o*«       oo^         i 
—  X       —  F       —  Z        B'  r        -i-        -i- 

und  ftlr  den  Winkel  #,  den  der  Widerstand  mit  der  Normalebene  bildet: 

Bin  d  =  *  ^  + 1  ^  +  *  1* ,    ds  =  ydaM + dy*  +  de* 

Bds^  Bds^  B  ds1  r        T   yT       ' 

jedoch  findet  auch  Gleichgewicht  statt  für  alle  X,   Y,  Z,  wofür  0  bis  zu 
Null  abnimmt. 

§.  7.  Damit  Kräfte,  welche  an  einem  System  angreifen,  welches  sich 
mit  einem  Punkte  auf  eine  Fläche  oder  Curve  stützt,  und  sich  auf  eine 
blose  Resultante  reduciren,  welche  durch  den  Stützpunkt  geht,  im  Gleich- 
gewichte seien,  ist  erforderlich,  dass  diese  gegen  die  Fläche  oder  Curve 
andrückt  und  in  den  Innenraum  des  Reibungskegels  oder  auf  dessen  Ober- 
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fläche  fällt.  Im  ersteren  Falle  ist  das  Gleichgewicht  sicher,  im  zweiten 
unsicher.  Um  nun,  wahrend  die  Kräfte  ihre  Richtung  und  Intensität  bei- 
behalten, den  Stützpunkt  in  irgend  einer  Richtung  soweit  zu  verschieben, 
dass  für  dieselbe  die  Grenze  des  Gleichgewichts  erreicht  wird,  ist  eine 
positive  Arbeit  einer  Kraft  erforderlich  und  zwar  von  endlicher  Grösse. 
Sobald  dies  erreicht  ist,  genügt  eine  fernere  unendlich  kleine  Arbeit,  um 
den  Punkt  zu  beschleunigen.  Da  dieselbe  gleichfalls  positiv  sein  muss,  weil 
sie  den  Punkt,  der  die  Beschleunigung  Null  besass,  beschleunigt,  so  folgt, 
dass  die  Elementararbeit  der  Resultanten  der  gegebenen  Kräfte  und  des 
Widerstandes  zusammen  negativ  ist,  an  der  Grenze  des  Gleichgewichts  aber 
Null  wird,  und  da  die  virtuelle  Arbeit  der  Kräfte  der  virtuellen  Arbeit 
ihrer  Resultanten  gleich  ist,  so  folgt  weiter,  dass  für  jede  virtuelle  Ver- 
schiebung des  Stützpunktes  aus  der  Lage  des  sicheren  Gleichgewichts  die 
Summe  der  Elementararbeiten  aller  Kräfte  und  des  Widerstandes  negativ 
ist  und  dass  dasselbe  bis  an  die  Grenze  des  möglichen  Gleichgewichts  gilt. 
Die  Arbeit  des  Widerstandes  zerfällt  dabei  in  zwei  Theile,  die  des  Normal- 
widerstandes und  die  der  Reibung.  Für  unveränderliche  Flächen  und  Curven 
ist  erstere  Null. 

Jedes  beliebige  veränderliche  System  kann  in  Theilsysteme  zerlegt 
werden  von  endlicher  oder  unendlicher  Anzahl  mit  äusseren  und  inneren 
Kräften,  welche  an  freien  Punkten  oder  an  Punkten  angreifen,  welche  auf 
Flächen  oder  Curven  zu  bleiben  gezwungen  sind,  welche  letzteren  im  All- 
gemeinen Reibungswiderstände  darbieten  werden.  Zum  Gleichgewichte  des 
ganzen  Systems  ist  dann  erforderlich  und  hinreichend,  dass  in  jedem  An- 
griffspunkte von  Kräften  die  Resultante  aller '  verschwinde,  bei  einem  freien 
Punkte,  oder  in  das  Innere  oder  auf  die  Fläche  des  Reibungskegels  falle, 
bei  Stützpunkten. 

Zum  Gleichgewichte  des  Systems  ist  aber  auch  erforderlich  und  hin- 
reichend, dass  die  Summe  aller  virtuellen  Arbeiten,  der  äusseren,  inneren 
und  der  Widerstandskräfte  für  jede  mit  der  Natur  des  Systems  verträg- 
liche Verschiebung  Null  oder  negativ  sei.  Null  ist  sie  für  solche  Gleich- 
gewichtszustände, welche  an  der  Grenze  des  Eintritts  von  Beschleunigung 
stehen,  negativ  für  alle  übrigen. 

§.  8.     Beispiele  und  Anwendungen. 

1.  Ein  biegsamer  Faden  ist  über  eine  ebene  Curve  hingespannt; 
dieselbe  ist  rauh  and  bietet  in  Bezug  auf  den  Faden  in  allen  Punk- 
ten oonstanten  Reibungswiderstand  dar;  an  den  Enden  ziehen  zwei 
Kräfte  P,  Q  tangential.  Man  soll  die  Spannung  und  den  Widerstand 
für  den  Fall  des  Gleichgewichts  bestimmen. 

Projicirt  man  die  im  Punkte  M  der  Curve  sich  Gleichgewicht  haltenden 
Kräfte ,  die  Spannungen  T  -f-  d  T,  —  T  und  den  Gesammtwiderstand  E  (auf  die 
Längeneinheit  bezogen)  auf  die  Tangente  und  Normale,  so  erhält  man,  wenn  dt 
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der  Contingenzwinkel,  q  der  Krümmungshalbmesser ,  p  der  Widerstandscoefficient 
Bn   und   Br    die    Componenten    von    B    sind      (T  4-   T)  sind*  —  Bnds  =  0, 

(T  +  dT)  cos  ds  ~  T  —  pBnd8  —  0,  oder  abgekürzt,  wegen  <2«  =*  qde : 

T  =  Bn-Q,     dT-i*Und8-0 

und  hiermit  weiter  -=r  «=»  f*  —  —  P<2*,   folglich    T  -f  Cc^f,  wenn  *  den  Winkel 

bedeutet,  den  die  Tangente  in  M  mit  einer  festen  Richtung  bildet,  dessen  Diffe- 
rential abo  der  Contingenzwinkel  dt  ist.  Auf  die  Endspannungen  P,  Q  angewandt 
gibt  diese  Gleichung 

wenn  st,  *,  die  Winkel  £  für  die  Endrichtungen  sind.    Hieraus  folgt 
und  die  Bedingung  des  Gleichgewichts: 

wodurch  p  näher  bestimmt  wird.  Das  Gleichheitezeichen  gilt  für  den  Grenz - 
zustand  des  Gleichgewichts.    Sobald  p  bekannt  ist,  erhält  man  weiter 

*  £  £  r  r      *  Q 

*  -  *»  yr+v  —  —  yr+78  •  ^(•-•-> . 

Sind  P  und  Q  parallel  und  von  demselben  Sinne,  so  ist  ea  —  *t  =>  —  ä,  mithin  die 
Gleichgewichtsbedingung 

—  <r"  «^* 

2.  Ein  biegsamer  Faden  wird  von  zwei  Endkräften  P,  Q  über 
eine  rauhe  krumme  Fläche  gespannt,  für  welche  bezüglich  des  Fa- 
dens in  jedem  Punkte  der  Reibungskegel  bekannt  ist:  man  soll  Span- 
nung und  Flächenwiderstand  für  den  Fall  bestimmen,  dass  die  Faden- 
curve  in  der  Grenzlage  des  Gleichgewichts  ist,  dass  eine  geringe 
Aenderung  einer  der  Endkräfte  hinreicht,  sie  auf  der  Fläche  gleiten 
zu  machen. 

Indem  man  die  in  einem  beliebigen  Punkte  M  der  Fadencurve  sich  Gleich- 
gewicht haltenden  Kräfte  T-\-dT,  — T,  B,  welche  in  der  Schmiegungsebene 
des  Punktes  M  liegen,  auf  die  Tangente  und  Hauptnormale  projicirt,  erhält  man, 
wie  bei  der  vorigen  Aufgabe, 

T  =  Rhq,      dT  +  ii,Bnd8-0, 

unter  q  den  Krümmungshalbmesser  der  Fadencurve  verstanden.  Aus  diesen  Glei- 
chungen folgt 


dT  ds 


Y P  T-  e*  —  9*d*> 


wenn  wieder  de  den  Contingenzwinkel  bedeutet.   Die  Integration  liefert  mit  Rück- 
sicht auf  P  und  Q: 
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«, ,  *,  sind  die  Winkel,  welche  auf  der  abgewickelten  Tangentenflache  der  Faden- 
curve  die  Endtangenten,  oder  also  die  Richtungen  von  P  und  Q  mit  einer  festen 
Richtung  bilden  und  es  —  *,  ist  die  Summe  der  Gontingenzwinkel. 

Der  Widerstandscoefficient  p  ist  die  Tangente  des  Winkels,  den  B  mit  der 
Normalen  der  Flache  bildet  Die  Normalebene  der  Fläche,  welche  durch  B  geht, 
bildet  mit  der  die  Curve  berührenden  Normalebene  einen  Winkel  ^,  welcher  im 
vorliegenden  Falle  Null  sein  muss.  Denn  die  Punkte  der  Fadencurve  beginnen 
eben  in  den  Tangenten  derselben  beschleunigt  zu  werden  und  die  Richtung  der 
Reibung  ißt  immer  entgegengesetzt  der  beginnenden  Beschleunigung.  Die  Schnitt- 
linie der  Normalebene,  welche  durch  B  geht,  mit  der 
Tangentenebene   ist  aber  die   Richtung,   in   welcher  Br 

wirkt,  weshalb  sie  mit  der  Tangente  zusammenfallen 
xnusa  Der  Winkel  y  ergibt  sich  nun  im  Allgemeinen  so. 
Die  Schmiegungsebene  und  die  Normalebene  der  Faden- 
curve bestimmen  mit  der  Normalebene  der  Flache,  welche 
den  Widerstand  enthält,  ein  sphärisches  Dreieck  BNq 
(Fig.  100),  dessen  zwei  Ecken  N  g  durch  die  Richtungen 
der  Flächennormalen  und  der  Hauptnormalen  der  Curve 
Fig.  100.  bezeichnet  werden.   Die  Seite  BN  ist  der  Reibungswinkel, 

also  tg  BN  =  p,  die  Seite  Ng  —  a  ist  die  Neigung  der 
Schmiegungsebene  der  Fadencurve  gegen  die  sie  berührende  Normalebene  der 
Fläche ,  die  dritte  Seite  wird  gebildet  von  dem  Winkel  zwischen  dem  Wider- 
stände B  und  der  Hauptnormalen  der  Curve;  ihre  Tangente  sei  x.  Von  den 
Winkeln  des  Dreiecks  ist  (R g,  a)  =  \n  and  (BN,  a)  =  \n  —  ip.  Demnach 
hat  man 

cos  BN  =»  cos  Bg  •  cos  a  ,        sin  BN  =*  —  , 

cos  V> 

woraus  L    j.    i>Tir      tgJBp 

cos  V  •  tg  BN  =-  — — -  , 
x  cos  a 

d.  h.  x         1 

cos  ib  »  —  . 

p      cos  er 

folgt.  Nach  dem  Me  unier  "sehen  Satze  besteht  aber  zwischen  den  Krümmungs- 
halbmessern g0  und  g  des  berührenden  Normalschnitts  und  der  berührten  Curve 
die  Relation  g  — ■  g0  cos  cc,  daher  wird  schliesslich 

*        Po 

cos  rb  =  —  .  -2L  . 

Die  Bedingung  der  Aufgabe  fordert,  dass  diese  Grösse  1,  also  g  :  q0  =■  x  :  p 
werde.  Dieselbe  wird  nur  durch  die  kürzeste  Linie  als  Fadencurve  befriedigt 
denn  wenn  ip  verschwindet,  fällt  jK  in  die  Ebene  des  berührenden  Normalschnitts, 
wird  p  =*  x,  also  g  «  g0  und  fällt  die  Schmiegungsebene  mit  jener  Normal- 
ebene zusammen.  Die  kürzeste  Linie  ist  demnach  die  Gleichgewichts- 
form des  Fadens,  auch  bei  Reibung  an  der  Grenze  des  Gleichgewichts. 
Für  den  Kreiscylinder  als  Fläche  und  die  Schraubenlinie  (kürzeste  Linie)  als 
Gleichgewichtsform  hat  man  die  Gleichgewichtsbedingung  für  die  Grenze  am 
Gleiten  bei  constantem  p: 


-"Si     --*-. 


£-.   •    -< 
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da  q  constant  ist.    Bezeichnet  et  den  Winkel  der  Schraubenlinie  gegen  die  Er- 
zeugungslinie des  Cy linders,  a  den  Radius  des  Kreisschnitts,  so  wird 

B  2nna 


sin*  «r 


8 


sin« 


Fig.  101. 


wenn  n  die  Anzahl  der  Umwickelungen  des  Fadens  ist  und  hiermit 

•*  . — 2n7tft  sina 

Q  "• 

Für  grosse  Q  wird  bei  a  nahezu  gleich  ±  n  und  bei  vielen  Umwickelungen  P  sehr 
klein.  Hieraus  ergibt  sich  leicht,  welchen  Vortheil  man  in  den  Anwendungen 
von  der  Reibung  in  diesem  Sinne  ziehen  kann. 

3.  Eine    homogene   Gerade   vom    Gewichte  G  und   der  Länge   2a 
liegt  mit  ihrem  Schwerpunkte  S  auf  einer  verticalen  ebenen  Curve 

in  C  auf;  sie  wird  an  den  Enden  A  und  B 
mit  Gewichten  P  und  P  +  p  belastet;  in 
welcher  Grenzlage  (Fig.  101)  wird  Gleich- 
gewicht eintreten,  wenn  der  Reibungs- 
coefficient  p  ist? 

Ist  D  der  Berührungspunkt  für  die  Grenz- 
lage des  Gleichgewichtes,  an  welchem  der  Wider- 
stand R  wirkt  und  reduciren  wir  die  Kräfte  für 
den  Punkt  S,  so  folgt,  wenn  SD  =  Bog  CB=*s 
gesetzt  wird: 

R  =  2P  +  p  +  G,    Bs=>pa. 

Um  8  zu  finden,  sei  y  =-  f  (x)  die  Gleichung 
der  Curve,  bezogen  auf  eine  horizontale  #-Axe 
und  verticale  y-Axe.  Da  R  vertical  ist  und  mit 
der  Normalen  den  Reibungswinkel  bildet,  so  ist  p  gleich  der  Tangente  des 
Winkels,  den  die  Gerade  mit  der  a-Axe  bildet,  d.  h.  f  (x)  =»  p.  Der  grösste 
Werth  £  von  x,  welcher  dieser  Gleichung  genügt,  liefert 

8  =fdxVr+7~Jx)T. 

0 

Für  einen  Kreis  vom  Radius  r  z.  B.  ist  der  Reibungswinkel  gleich  dem  Winkel  # 
der  Normalen  in  C  und  D,  also  tg  $•  «-  p  und  folglich  wegen  s  =  r& 

(2P  +  G)r*=>p(a  —  r&) 

die  Bedingung  des  äussersten  Gleichgewichtes. 

4.  Ueber  einen  homogenen  vertical  stehenden  Kreis  vom  Ra- 
dius a  (Fig.  102)  ist  ein  Faden  gelegt,  welcher 
von  zwei  Gewichten  P,  P  +  p  gespannt  wird. 
Der  Kreis  berührt  mit  Reibung  eine  feste 
Horizontale  und  besitzt  das  Gewicht  G.  Wel- 
chen Widerstand  hat  die  Horizontale  zu  lei- 
sten für  den  Fall  der  äussersten  Grenze  des 
Gleichgewichts? 

Die  Kräftereduction  für  den  Berührungspunkt  des 
Kreises  liefert  eine  Resultante  2  P  -f-  p  +  G  und  ein 
resultirendes  Paar  pa,  welchen  der  Widerstand  Gleich- 


Fig.  102. 
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gewicht  zu  halten  hat.    Hierzu  genügt  ein  Widerstand  R,  welcher  im  Abstände 
8  vom  Berührungspunkte  vertical  aufwärts  gerichtet  ist,  so  beschaffen,  dass 

JJ  —  2P  +  P  +  G,     JR8=pa 

wird.    Sobald   p  um   ein  Weniges   zunimmt,   rollt  der  Kreis  auf  der  Geraden. 

—  heisst  der  Reibungscoefficient  des  Rollens;  es  ist 

8  v 


a        2P+p+0 

In  der  Theorie  der  Bewegung  der  Systeme  werden,  wir  noch  Gelegenheit 
haben,  über  Fragen  vorliegender  Art  zu  sprechen.  Vgl.  übrigens  Dorna,  nozioni 
teoretiche  suiV  attrüo  [Battaglini,  Giornale  di  matematica,  Vol.  III  (1865),  p.  202]. 


Vierter  Theil. 

Tlieorie  der  durch.  Kräfte  erzeugten  Bewegung 

(Kinetik  oder  Dynamik  im  engeren  Sinne). 


L  CapiteL 

Allgemeine  Erörterungen.     Kinetik  der  Momentankräfte  am 

unveränderlichen  System. 

§.  1.  Die  Kinetik  behandelt  die  aus  der  Wirkung  von  Kräften 
folgenden  Bewegungszustände.  Aus  einem  System  von  Momentankräften 
entspringt  ein  Geschwindigkeitszustand,  aus  einem  System  continuirlicher 
Kräfte  erster  Ordnung  ein  Beschleunigungszustand  erster  Ordnung,  aus 
einem  Kräftesystem  2.,  3.,...  n*61  Ordnung  ein  Beschleunigungszustand 
2.,  3.,  ...  n***  Ordnung.  Die  individuelle  Natur  dieser  Bewegungszustände 
hängt  ab  von  der  speciellen  Beschaffenheit  des  beweglichen  Systems,  an 
welchem  die  Kräfte  angreifen ;  sie  sind  andere  für  das  unveränderliche,  wie 
für  das  veränderliche  System.  Vermöge  des  Zusammenhanges,  welcher 
einerseits  zwischen  den  Bewegungszuständen  der  aufeinanderfolgenden  Ord- 
nungen, andererseits  zwischen  den  Kräften  verschiedener  Ordnungen  be- 
steht, steigt  die  Kinetik  von  einem  Bewegungszustände  höherer  Ordnung 
zu  den  Bewegungszuständen  niederer  Ordnung  mit  Hülfe  der  Integration 
von  Differentialgleichungen  auf.  Indem  sie  diese  Aufgabe  löst,  erweist  sie 
sich  als  die  Umkehrung  der  Kinematik,  welche  mit  Hülfe  der  Differentiation 
von  den  Bewegungszuständen  niederer  Ordnung  zu  denen  höherer  Ordnung 
fortschreitet.  Ebenso  kann  die  Kinetik  aus  einem  Kräftesystem  irgend 
einer  Ordnung  Kräftesysteme  niederer  Ordnung  ableiten,  welche  die  Be- 
wegungszustände niederer  Ordnung  hervorrufen  können.  Es  verdient  daher 
dieser  Zweig  der  Mechanik  in  doppeltem  Sinne  den  Namen  einer  umge- 
kehrten Methode,  nämlich  der  umgekehrten  Methode  der  Bewegung  und 
der  Kräfte.  Wenn  auch  zugegeben  werden  kann,  dass  diese  Duplicität  an 
sich  überflüssig  sei  und  wenn  man  selbst  vermuthen  darf,  d^ss  die  Kräfte 
mit  der  Zeit  aus  der   Mechanik   verschwinden  werden,  so   ist  man  doch 


IV.Th.,Cap.  I,  §.2.  Reduct.  d.  Momentankr.  im  Falle  e.  Tranalationsgeschwindigk.   353 

heutzutage  noch   nicht  berechtigt,    den  Ueberfluss  bei  Seite  zu  schieben, 
vielmehr  verpflichtet,  möglichst  viel  Nutzen  von  ihm  zu  ziehen. 

Wir  beginnen  mit  der  Reduction  der  Momentankräfte,  welche  einem 
unveränderlichen  System  einen  gegebenen  Geschwindigkeitszustand  zu  er- 
theilen  vermögen. 

§.  2.  Nach  S.  5  hat  die  Momentankraft,  welche  einem  Punkte  von 
der  Masse  m  die  Geschwindigkeit  v  augenblicklich  zu  ertheilen  vermag, 
die  Intensität  mv,  fällt  in  die  Richtung  der  Tangente  an  die  Bahn  des 
Punktes  und  stimmt  dem  Sinne  nach  mit  v  überein. 

Das  unveränderliche  Punktsystem  besitze  zur  Zeit  t  eine  Trans- 
lationsgeschwindigkeit v.  Die  Momentankräfte  mv,  welche  Richtung 
und  Sinn  mit  v  gemein  haben,  liefern  für  irgend  einen  Reductionspunkt  0  die 
Momentanresultante  R  =  Um  v  =  vZm  =  Mv  derselben  Richtung  und 
desselben  Sinnes,  wobei  M  die  Gesammtmasse  des  Systems  bezeichnet  und 
ein  Paar  dessen  Axenmoment  N  senkrecht  zu  R  ist  und  mit  Hülfe  eines 
ebenen  Polygons  der  Axenmomente  aus  den  Axenmomenten  tnvp,  mvp\  . . . 
als  deren  geometrische  Summe  hervorgeht,  wo  die  Grössen  p  die  Abstände 
der  Momentankräfte  mv  vom  Punkte  0  darstellen.  Die  Reduction  (Ä,  N) 
für  den  Punkt  0,  resp.  für  den  Stral  p  des  Punktes  0  von  der  Richtung 
der  Translationsgeschwindigkeit  #,  hat  daher  die  Elemente 

R  =  Mv,     [N]=2[mvp]. 

Nach  B.  ld  S.  54  ist  das  System  der  Momentankräfte  äquivalent  der 
Einzelkraft  R  =  Mv  längs  der  Centralaxe  und  besitzt  einen  Mittelpunkt, 
welcher,  weil  die  Kräfte  den  Massen  der  Angriffspunkte  proportional  sind 
und  die  Grösse  v  aus  den  Gleichungen  herausfällt  nach  B.  I,  S.  74  mit 
dem  Massenmittelpunkte  identisch  ist  (denn  für  seine  Coordinaten  bestehen 
die  Gleichungen  Mvxv  =  Smvx,  . . .,  d.  h.  Mxx  =  Emx,  .  .  .).  Daher 
der  Satz: 

Die  Momentankräfte,  welche  einem  unveränderlichen  System 
von  der  Masse  M  die  Translationsgeschwindigkeit  t>,  die  das- 
selbe zur  Zeit  besitzt,  augenblicklich  zu  ertheilen  vermögen, 
sind  äquivalent  einer  Einzelresultanten  R  =  Mv,  gleich  dem 
Producte  aus  der  Translationsgeschwindigkeit  und  der  Gesammt- 
masse des  Systems,  deren  Richtung  durch  den  Massenmittel- 
punkt hindurchgeht  und  mit  der  Translationsgeschwindigkeit 
parallel  und  gleichen  Sinnes  ist. 

Diese  Momentankraft  R  vermag  einem  Punkte  von  der  Masse  M  die 
Geschwindigkeit  v  zu  ertheilen;  indem  man  zu  diesem  Punkte  den  Massen- 
mittelpunkt wählt,  folgt  weiter: 

Die  Resultante  R  besitzt  eine  Intensität,  vermöge  welcher 
sie   dem    Massenmittelpunkte,   wenn   in  ihm   die  Gesammtmasse 

Schill,  Mechanik.  II.  28 
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des  Systems  vereinigt  wäre,  die  Geschwindigkeit  v  zu  ertheilen 
vermöchte. 

§.  3.  Das  System  besitze  eine  Winkelgeschwindigkeit  o  um 
eine  Momentanaxe  c  (Fig.  103).  Vermöge  derselben  hat  ein  Punkt  M 
im  Abstände  MP  =  r  von  c  die  Geschwindigkeit  cor  senkrecht  zur  Ebene 
(er)  und  ist  die  Momentankraft,  welche  ihm  dieselbe  zu  ertheilen  vermag, 
gleich  wtcor,  wenn  m  die  Masse  des  Punktes  ist.  Wir  wollen  alle  diese 
Momentankräfte  für   den  Punkt  0  reduciren,  in  welchem   die   Axe  c   von 


Fig.  103. 

einer  durch  den.  Massenmittelpunkt  S  des  Systems  gehenden,  zu  ihr  senk- 
rechten Ebene  geschnitten  wird.  Den  Punkt  0  wählen  wir  zum  Ursprung 
eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  x,  y,  z,  dessen  positive  #-Axe 
in  OS  fallt,  dessen  *-Axe  nach  Richtung  und  Sinn  mit  c  zusammenfällt 
und  dessen  y-Axe  so  gerichtet  ist,  dass  der  Drehungssinn  von  der  positiven 
£-Axe  zur  positiven  y«Axe  mit  dem  Sinne  von  od  harmonirt.  Um  die  Re- 
ductionsresültante  [B]  =  £[tn(or]  darzustellen,  sei  a  der  Neigungswinkel 
von  r  gegen  die  #-Axe;  dann  sind  \n  -f-  <*,  er  die  Winkel,  welche  die  Kraft 
mmr  mit  den  Axen  der  xy  y  bildet,  und  also  — y-rf  x:r  deren  Rieh- 
tungscosinusse.  Daher  sind  die  Componenten  X,  T  von  B  nach  diesen 
Axen 

X  -=  —  mUfny  =  — -  (oMy1  =0,      T  =  mZmx  =  w M a, 

wenn  a  =  OS  den  Abstand  des  Massenmittelpunktes  S  von  0  und  M  die 
Masse  des  Systems  bedeutet.    Hiermit  wird 

R  =  coMa 

m 

und  ist  senkrecht  zur  xe- Ebene,  dem  Sinne  nach  mit  cd  übereinstimmend. 
Da  co  a  die  Geschwindigkeit  von  S  ist,  so  würde  B  einem  Punkte  von  der 
Masse  M  die  Geschwindigkeit  des  Massenmittelpunktes  ertheilen  können. 

Das  Axenmoment  G  des  resultirenden  Paares  der  Momentankräfte  ist 
die  geometrische  Summe  der  Axenmomente  tn tor»  OM,  welche  den  Ebenen 
(er)  parallel  laufen.  Um  G  bequemer  zu  bilden,  spalten  wir  jedes  Paar 
in  zwei  andere,  indem  wir  an  dem  Fusspunkte  p  der  r-Coordinate  von  M 
zwei  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte  mar  anbringen.  Das  eine  dieser  Paare 
fällt  in  die  xy-  Ebene  und  stimmt  mit  dem  Sinne  von  <o  überein,  das  andere 
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ist  senkrecht  zur  Ebene  (er).  Das  Axenmoment  des  ersteren  ist  ntcor8  und 
stimmt  nach  Richtung  und  Sinn  mit  co,  das  des  zweiten  ist  mcorz  und 
dem  Sinne  nach  entgegengesetzt  mit  r.  Sämmtliche  Axenmomente  der 
ersteren  Paare  liefern  daher  ein  Paar  vom  Axenmomente  N  =  wZmr2, 
parallel  und  gleichen  Sinnes  mit  co ;  die  Axenmomente  der  letzteren  wollen 
wir  aber  wieder,  jedes  in  zwei  andere  spalten.  Die  Richtungscosinusse  von 
miore  sind  — x:r,  — ?'•**;  es  zerfallt  daher  dies  Axenmoment  in  die 
beiden  Axenmomente  — tneoxz  und  — mcayZj  parallel  der  x-  und  y-Axe. 
Daher  liefern  sämmtliche  Axenmomente  mmrz  parallel  diesen  Axen  die 
Axenmomente  Kx  =  —  coZtnxz,  Ky  =■  —  mZmyz,  welche  zu  einem  Axen- 
momente K  parallel  der  xy~  Ebene  zusammentreten,  welches  wir  sofort  näher 
angeben  wollen.  Um  abzukürzen,  wollen  wir  ähnlich,  wie  wir  das  Träg- 
heitsmoment Zmr*  durch  das  Product  aus  der  Masse  M  des  Systems  und 
dem  Quadrate  des  Trägheitsradius  %  darstellen  können,  auch  die  Quotienten 
der  Deviationsmomente  und  der  Masse,  nämlich  die  Grössen  Zmxz  :  M  und 
Zmyz  :  M  mit  A2  und  p8  bezeichnen,  so  dass  wir  überhaupt  setzen 

Zmr*  =  Jfx2,     Zmxz  =  2tf  A2,     Zmyz  —  Mp\ 

Dabei  verdient  jedoch  bemerkt  zu  werden,  dass  während  der  Trägheits- 
radius x  stets  reell  ist,  die  Radien  A,  p  der  Deviationsmomente  Zmxz,  Zmyz 
auch  imaginär  werden  können,  wenn  nämlich  diese  Momente  negativ  aus- 
fallen.   Wir  erhalten  daher 

N  mm  co Jfx2,     Kx  =  —  »MX2,     Ky  —  —  uMf 
•und  ±  , 

K=(Bl  +  Elf  =  a>M(A4  +  fi4)*, 

sowie  für  die  Neigung  £  von  K  gegen  die  #-Axe 

*»  —  «;"?• 

Aus  N  und  K  erhalten  wir  G  und  seine  Neigung  tf;  gegen  die  Axe  c  mit 
Hülfe  der  Gleichungen: 

G-C2P  +  Z«)*-. *(**  +  !*  +  *»*)*   *8*-f  -7  (A4 +*»*)*  • 

Dies  liefert  uns  'den  Satz: 

Die  Momentankräfte  eines  unveränderlichen  Systems,  welches 
eine  Winkelgeschwindigkeit  co  um  eine  Momentanaxe  c  besitzt, 
sind  äquivalent  einer  Resultanten  E,  senkrecht  zu  der  Ebene, 
welche  den  Massenmittelpunkt  S  und  die  Axe  c  enthält  in  Ver- 
bindung mit  einem  Paare,  dessen  Axenmoment  Q  im  Allgemeinen 
gegen  die  Momentanaxe  geneigt  ist.  Die  Resultante  besitzt  eine 
.  der  Masse  M  des  Systems  der  Winkelgeschwindigkeit  od  und 
dem  Abstände  a  der  Axe  c  vom  Massenmittelpunkte  proportio- 

23* 
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nale  Intensität  R  =  Mcoa  und  stimmt  der  Richtung  und  dem 
Sinne  nach  mit  der  Geschwindigkeit  a>a  des  Massenmittelpunktes 
überein,  sodass  sie  diesem  Punkte,  wenn  in  ihm  die  Masse  des 
Systems  vereinigt  wäre,  die  Geschwindigkeit  coa  zu  ertheilen 
vermöchte,  welche  derselbe  der  Winkelgeschwindigkeit  um  die 
Momentanaxe  verdankt.  Das  Axenmoment  G  des  resultirenden 
Paares  ist  der  Winkelgeschwindigkeit  cd  proportional  und  zer- 
fällt in  zwei  Componenten,  von  denen  die  eine  parallel,  die  an- 
dere senkrecht  zur  Momentanaxe  ist  Für  den  Schnittpunkt  der 
zur  Momentanaxe  senkrechten  Ebene  des  Massenmittelpunktes 
als  Beductionspunkt  ist  die  zu  c  parallele  Componente  N  =  ooMx2 
das  Produkt  aus  der  Winkelgeschwindigkeit  und  dem  Trägheits- 
momente des  Systems  in  Bezug  auf  die  Momentanaxe  und  zer- 
fällt die  zur  Axe  c  senkrechte  Componente  K  in  zwei  andere  zu 
einander  rechtwinklige  Componenten  Kx,  Ky  parallel  und  senk- 
recht zum  Abstände  a  des  Massenmittelpunktes  und  der  Momentan- 
axe. Diese  Componenten  Kx  =  —  &MX2,  Ky  =  —  oJKffi8  sind  den 
Deviationsmomenten  Zmxz  =  MX2,  Emyz  =  My?  proportional, 
welche  der  Ebene  der  Momentanaxe,  welche  den  Massenmittel- 
punkt enthält  und  der  zu  ihr  senkrechten  Ebene  der  Momentan- 
axe entsprechen. 

Aus  diesem  Satze  ergeben  sich  sofort  die  weiteren  Folgerungen: 

1.  Die  Resultante  R  —  Mcoa  verschwindet  blos  dann,  wenn  a  —  Q 
ist,  d.  h.  die  Momentankräfte  sind  stets,  aber  auch  nur  dann 
einem  Paare  äquivalent,  wenn  die  Momentanaxe  durch  den  Massen- 
mittelpunkt hindurchgeht. 

2.  Das  Axenmoment  G  ist  nur  dann  zur  Momentanaxe  c 
parallel,  wenn  diese  eine  Hauptaxe  ist.  Denn  es  müssen  hierfür  die 
Deviationsmomente  Zmxz  und  Zmyz  verschwinden. 

Wir  können  die  Reduction  (2?,  (?)  der  Momentankräfte  für  den  Punkt  0 
auf  den  Massenmittelpunkt  S  Übertragen,  indem  wir  in  S  zwei  entgegen- 
gesetzt gleiche  Kräfte  R  und  —  R  zufügen  und  das  Axenmoment 
—  Ra  =  —  wMa2  des  sich  hierdurch  bildenden  Paares  (Ä,  — JB)  mit  G 
verbinden.  Da  dies  Axenmoment  parallel  N  ist,  so  summirt  es  sich  mit 
ihm  zu  dem  N  des  Punktes  £,  welches  wir  mit  N0  bezeichnen,  nämlich 
JV0  ■=*  M x2 —  aMa2.  Bezeichnen  wir  das  Trägheitsmoment  des  Systems 
in  Bezug  auf  die  zu  c  parallele  Axe  c0  des  Punktes  S  mit  üfxj,  so  wird 
M*%  =  M%\  -f-  M a2  und  wird  mithin  JV0  =  wJfxjJ.  Wählen  wir  ferner 
8  zum  Ursprung  des  Coordinatensystems  bei  denselben  Axenrichtungen,  wie 
bisher,  so  geht  Zmxz  über  in  Zm(a-\-x)z  «=  aZmz-\-  Zmxz  =  Zmxz, 
während  Zmyz  ungeändert  bleibt.    Hieraus  folgt,  dass  die  Reduction 
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der  Momentankräfte,  welche  dem  System  eine  Winkelgeschwin- 
digkeit co  um  eine  Axe  c  zu  ertheilen  vermögen  für  den  Massen- 
mittelpunkt S  in  Bezug  auf  das  resultirende  Axenmoment  die- 
selbe ist,  als  ob  die  mit  c  parallele  Axe  c0  des  Punktes  6'  die 
Axe  der  Winkelgeschwindigkeit  wäre.  Die  Reduction  (R9  G0)  für 
den  Massenmittelpunkt  liefert  daher 

R  =  Maa,     G\  =  JVJ  +  *l  ,     JVJ  -  »If»; , 


K2 


jA*)*    i    jA'fh 


'^ »m\, 


k^ mMp*r 


wo  (Iq  =  (i. 

Wir  suchen  endlich  auch  die  Reduction  der  Momentankräfte ,  welche 
die  Winkelgeschwindigkeit  g>  um  c  zu  geben  vermögen,  für  die  Central- 
axe derselben.  Nach  B.  I,  S.  45  ist  das  Axenmoment  G  dieser  Reduction 
die  Projection  des  Axenmomentes,  welches  irgend  einer  Reduction  entspricht, 
auf  die  Richtung  der  Resultanten  R.  Nun  sind,  mögen  wir  von  der  Re- 
duction für  0  oder  für  S  ausgehen,  die  Componenten  N  und  Kx  oder  N0} 

K^  senkrecht  zu  R  und   reducirt    sich    daher  G  auf  K* .    Um  die  Lage 

der  Centralaxe  zu  finden,  suchen  wir  zunächst 
auf  der  Richtung  OS  (Fig.  103)  den  Punkt  ff 
so,  dass  die  Verlegung  der  Resultanten  R  an 
ihn  ein  Paar  JB  •  80'  hervorruft,  welches  N0 
tilgt.    Dies  erfordert,  dass  ff  mit  0  auf  ent- 
gegengesetzten Seiten  von  S  liege   und   der 
Abstand  SO'  =  a    der  Bedingung  N0  =  Ra 
genüge.     Setzt  man  die  Werthe  N0  =  M%\ 
und  R  =  M(oa  ein,  so  folgt   ad  =  %\   und 
erkennt  man,  dass  die  Punkte  0,  ff  homologe 
Punkte  einer  Involution  gleichartiger  Lage  auf  der  Geraden  OS,  der  Linie 
des  kürzesten  Abstandes  des  Massenmittelpunktes  von  der  Momentanaxe  c, 
sind,  deren  Constante  das   Quadrat    des  Trägheitsradius  x0  für  die  zu  c 

parallele  Axe  des  Massenmittelpunktes  ist.  Um  auch  das  Paar  K0  zu 
tilgen,  ziehen  wir  durch  den  so  gefundenen  Punkt  ff  eine  Gerade  c  parallel 
zu  c  und  suchen  auf  ihr  diesseits  oder  jenseits  von  0'  je  nach  dem  Sinne 

von  K*  den  Punkt  C  so,  dass  durch  die  Verlegung  der  Resultanten  R 
von  0'  nach  C  ein  Paar  R  •  O'G  =  Rb  erwächst,  welches  entgegengesetzt 

gleich  K[x)  wird.    Setzt  man  in  die  Gleichung  K{*]  =  Rb  die  Werthe  für 

K^  und  R  ein,  so  ergibt  sich  ab  =  —  Aj.  Trägt  man  auf  c  gleichen 
Sinnes  mit  co  die  Strecke  ffC'  =  a  auf,   so  sind  (7,  C  homologe  Punkte 

einer  zweiten  Involution  und  liegen  diese   Punkte  bei   positivem  K*   auf 

entgegengesetzten,  bei  negativem  K*   auf  derselben  Seite  von  ff,  d.  h.  es 
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ist  die  Involution  von  gleichartiger  Lage  im  ersten  und  von  entgegen- 
gesetzter Lage  im  zweiten  Falle.  Zieht  man  durch  C  und  S  die  Linie  CClf 
welche  die  Axe  c  in  Ct  trifft,  so  sieht  man  leicht,  dass  C,  Cx  homologe 
Funkte  einer  dritten,  stets  gleichliegenden  Involution  sind,  deren  Constante 

(ÄJ  _f-  X*y  igt.  Aus  dem  Umstand,  dass  in  involutorischen  Punktreihen  die 
homologen  Funkte  sich  doppelt  entsprechen,  folgt  sofort,  dass,  wenn  die 
Momentanaxe  c  statt  durch  Ct  zu  gehen,  durch  C  ginge,  d.  h.  in  c  fiele, 
die  Resultante  R  durch  Ct  gehen  würde. 

Diese  Entwickelungen  liefern  uns  den  Satz: 

Die  Centralaxe  der  Momentankräfte  eines  unveränderlichen 
Systems,  welches  eine  Winkelgeschwindigkeit  «a  um  eine  Momen- 
tanaxe  c  besitzt,  ist  rechtwinklig  zur  Ebene,  welche  durch  diese 
Axe  und  den  Massenmittelpunkt  S  geführt  werden  kann  und 
trifft  diese  Ebene  in  einem  Punkte  C,  dessen  Lage  von  der  Lage 
der  Momentanaxe,  nicht  aber  von  der  Winkelgeschwindigkeit 
abhängt.  Zieht  man  in  dieser  Ebene  durch  S  zwei  Gerade,  die 
eine  parallel,  die  andere  senkrecht  zu  c,  so  fällt  0  mit  der  Mo- 
mentanaxe auf  entgegengesetzte  Seiten  der  ersteren  dieser  bei- 
den Geraden  und  ist  sein  Abstand  a  von  ihr  so  beschaffen,  dass 
er  mit  dem  Abstände  a  der  Momentanaxe  von  ihr  ein  Rechteck 
aa  gleich  dem  Quadrate  x*  des  Trägheitsradius  für  die  zur 
Momentanaxe  parallele  Gerade  des  Massenmittelpunktes  bildet, 
in  Bezug  auf  die  zur  Momentanaxe  senkrechte  Gerade  liegt  er 
diesseits  oder  jenseits,  je  nach  der  besonderen  Art  der  Massen- 
vertheilnng  des  Systems.  Der  Stral  CS  schneidet  die  Momentan- 
axe  in  einem  reciproken  Punkte  C,  sodass,  wenn  die  Momentan- 
axe unter  Beibehaltung  ihrer  Richtung  durch  C,  statt  durch  6\ 
ginge,  die  Centralaxe  durch  Cu  statt  durch  C  gehen  würde.   Das 

der  Centralaxe  entsprechende  Axenmoment    ist  K*  = —  coüfp*. 
Die  Momentankräfte  sind  einer  Einzelresultante  R  —  Mcoa  äquivalent,  wenn 

K^  =  0,  d.  h.  Zmyz  —  0  ist. 

§.  4.     Das  System   besitze  eine  Windungsgschwindigkert  (cd,  u) 

(Fig.  105)  um  eine  Momentanaxe  c  im  Abstände  a 
vom  Massenmittelpunkte  S.  Die  von  der  Winkel- 
geschwindigkeit a>  herrührenden  Momentankräfte 
reduciren  wir  für  den  Massenmittelpunkt  S  wie 
im  vorigen  Paragraphen  und  erhalten  eine  Mo- 
mentankraft K  =  Mco  a,  durch  S  gehend  und  senk- 
recht zur  Ebene,  welche  S  und  c  enthält  und  ein 

Paar  GQ  mit  den  Componenten  N0,  Kj  ,  £0  .     Die  von  der  Translations- 
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gesohwindigkeit  u  veranlassten  Momentankräfte  muy  welche  nach  Richtung 
und  Sinn  mit  u  übereinstimmen,  liefern  nach  §.  2  eine  Momentankraft 
~R"  =  Mu  von  derselben  Richtung  und  demselben  Sinne,  wie  m,  welche 
gleichfalls  durch  S  hindurchgeht    B'  und  B"  liefern  daher  die  Resultante  B 

der  Momentankräfte  B  =  MY^a2  +  ***•  Sie  ^Ht  m  die  zu  ^O  senk- 
rechte Ebene  des  Massenmittelpunktes,   ist  gegen  die  Axe  c  unter  einem 

Winkel  <J  geneigt,   wofür  tg  o  =  —  und  stimmt  nach  Richtung  und  Sinn 

u 


mit  der  Geschwindigkeit  v0  =  Y<o*a2  +  u2  des  Massenmittelpunktes  über- 
ein, welche  dieser  der  Windungsbewegung  verdankt.     Daher: 

Die  Momentankräfte  eines  unveränderlichen  Systems,  wel- 
ches eine  Windungsgeschwindigkeit  (ro,  u)  um  eine  Momentan- 
axe  c  im  Abstände  a  vom  Massenmittelpunkte  besitzt,  sind  äqui- 
valent einer  durch  den  Massenmittelpunkt  gehenden  Resultanten 
B  und  einem  resultirenden  Paare  G.  Erstere  hat  die  Richtung 
und  den  Sinn  der  Geschwindigkeit,  welche  dieser  Punkt  in  Folge 
der  Windung'sgeschwindigkeit  besitzt  und  eine  Intensität,  ver- 
möge welcher  sie  diesem  Punkte  dieselbe  Geschwindigkeit  er- 
theilen  könnte,  wenn  in  ihm  die  Gesammtmasse  des  Systems 
vereinigt  wäre.  Das  resultirende  Paar  befolgt  dieselben  Bil- 
dungsgesetze, wie  wenn  das  System  blos  die  Winkelgeschwindig- 
keit co  ohne  die  Translationsgeschwindigkeit  u  besässe. 

Behufs  der  Reduction  für  die  Centralaxe  können  wir  von  der  Re- 
duction  für  die  Centralaxe  des  Falles  (§.  3)  ausgehen,  indem  wir  die  im 
Massenmittelpunkte  S  angreifende,  von  der  Translationsgeschwindigkeit  u 
herrührende,  nach  Richtung  und  Sinn  mit  u  übereinstimmende  Kraft  Mu 
(Fig.  106)  hinzufügen.    Indem  wir  sie  in  den  Stral  c   verlegen,  haben  wir 

das  Paar  Mua   mit  dem  Paare  K*   zu  verbinden,  wodurch  wir,  da  beide 

Axenmomente  zur  Ebene  (c,  S) 
senkrecht  sind,  das  Axen- 
moment 

M  ua  +  K%]  =  M  (ua  —  w^) 
erhalten,  von  derselben  Rich- 
tung wie  K*  .  Dies  Axen- 
moment  ist  auf  die  Richtung 
der  Resultanten  Mv0  zu  pro- 
jiciren,  um  das  resultirende 
Axenmoment  G  für  die  Central- 
axe zu  finden.  Zerlegen  wir 
dasselbe    nach    dieser   Richtung    und    senkrecht    darauf,    indem    wir    mit 


Fig.  106. 
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sin  <s,  resp.  cos  0  multipliciren,  so  zerfällt  dasselbe  in  die  beiden  Axen- 
momente 

G  =  M(ua  —  «^)  sm <y  =  ——(ua  —  w^)  =  —  {%\u  —  wa^), 

H  =  M  (ua  —  ooftj)  cos  a  = (ud  —  w^). 

Um  die  Lage  der  Centralaxe  zu  finden,  ziehen  wir  durch  C  die  Parallele 
CD  zu  (XS  und  verlegen  R  parallel  mit  sich  an  den  Punkt  D  derselben,  sodass 
das  aus  dieser  Verlegung  entspringende  Paar  Ra"  das  Paar  H  tilgt,  wo 
CD  mit  a    bezeichnet  ist.    Diese  Bedingung  liefert 

a"  =  -r(tia— cafij). 

Ist  at  der  Abstand  des  Punktes  JD  von  der  zu  SO  senkrechten  Ebene  des 
Massenmittelpunktes,  so  wird,  wie  leicht  zu  sehen,  ax  =  d  —  a"  und  da- 
her wegen  ad  =  %\  und  a>2a*  +  a2  =  vi 

ai  =  :,2  (*?«<*  +  <*»• 

Die  Lage  der  Centralaxe  wird  durch  die  Abstände  a,   und  b  = " ,  so- 
tt 

wie  den  Winkel  er,  den  sie  mit  der  Momentanste  bildet,  bestimmt.    Statt 

des  Abstandes  b  können  wir  auch  den  kürzesten  Abstand  bk  derselben  von 

SO  angeben.    Derselbe  ist  \  =  b  sin  <s  =  - —  = k\ .    Setzen  wir  in 

den  Ausdruck  für  G  noch  den  Werth  von  d  ein,  so  erhalten  wir  als  Ele- 
mente der  Beduction  für  die  Centralaxe  übersichtlich  zusammengestellt: 

R  »  Mv0,     G  =  —  (*Ji*  -  wafij), 

0 

«1  —  r?  (*>«  +  f*»>     fti  =  -  ^  ^  • 

Als  Specialfalle  erwähnen  wir  folgende: 

1.  Die  Momentankräfte  können  sich  nur  dann  auf  ein  Paar  reduciren, 
wenn  v0  =  0,  also  u  =  0  und  a  =  0  ist,  d.  h.  wenn  das  System  blos 
Winkelgeschwindigkeit  besitzt  und  die  Momentanaxe  durch  den  Massen- 
mittelpunkt geht. 

2.  Sie  sind  einer  Einzelkraft  äquivalent  in  allen  Fällen,  in  welchen 
co  (%\u  —  fijcoa)  =  0  ist.  Dies  tritt  ein  a)  wenn  o>  =  0,  d.  h.  wenn 
das  System  blos  Translationsgeschwindigkeit  besitzt,  b)  wenn  u  =  0  und 
1^  =  0,    d.  h.  wenn  das   System  blos  Winkelgeschwindigkeit   besitzt  und 

K0    =  —  coZmyz  =  0  ist;  c)  wenn  %\u  —  wapj  =0,  d.  h. 
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—  tg  a  =  -f  =  — 


Der  Sinn  hiervon  ist  der,  dass  die  Resultante  R  senkrecht  zu  dem  aus  N0 

und  Kf  entspringenden  Axenmomente  ist.  Da  nämlich  Kf  in  allen  Fällen 
senkrecht  zu  R  ist,  so  wird  alsdann  bei  der  Reduction  für  den  Massen- 
mittelpunkt G  senkrecht  zu  R  und  liefert  nur  eine  Verlegung  von  R  in 
die  Centralaxe  ohne  resultirendes  Paar. 

§.  5.  Die  Beziehungen  zwischen  den  Richtungen  der  Momentanaxe 
und  des  resultirenden  Axenmomentes  ff,  sowie  auch  zwischen  der  Grösse 
des  letzteren  und  der  Winkelgeschwindigkeit  o>  können  in  ausgezeichneter 
Weise  mit  Hülfe  des  Cauchy-Poin so t1  sehen  und  des  ihm  reciproken 
Tragheitsellipsoids  (B.  I,  S.  113)  dargestellt  werden.  Reduciren  wir  zu 
diesem  Zwecke  die  Momentankräfte  für  den  Massenmittelpunkt  8  und  seien 
j>,  #,  r  ^i©  Componenten  der  Winkelgeschwindigkeit  co,  sowie  Gx,  Gyy  G, 
die  des  resultirenden  Axenmomentes  G  parallel  den  Hauptaxen  dieses 
Punktes.  Nach  §.  4,  S.  356,  Nr.  2  sind  die  Momentankräfte,  welche  durch 
die  Winkelgeschwindigkeiten  p,  q,  r  eingeführt  werden,  äquivalent  den 
Paaren  GX)  Gy%  Gz  und  bestehen,  wenn  A,  2?,  C  die  Trägheitsmomente  für 
die  drei  Hauptaxen  von  8  sind,  die  Gleichungen: 

Qx  =  Ap,     Gy  =  Bqy     Gz  =  Cr. 

Vermöge   der   Bedeutung  des   Cauchy-Poinsot'schen   Centralellipsoids  aber, 

b*  e2  b2 

dessen  Halbaxen  a  =  — ,  0  =  ,  ,  y  =  —  sind,  ist 

a  o  c 

4  4  4 

A=Ma2  =  M±T,       B  =  M^,       C=M^. 

Bezeichnen  ferner  x,  y,  z  die  Coordinaten  eines  der  beiden  Punkte  J",  in 
welchen  die  zur  Momentanaxe  c  parallele  Axe  c0  des  Punktes  S  das  Central- 
ellipsoid  durchdringt,  sowie  l  den  Semidiameter  SJy  so  ist  weiter: 

p  q  r  a> 

x         y         z  l 

Entnimmt  man  hieraus  die  Werthe  von  p>  q,  r,  so  ergeben  sich  mit  ihrer 
Hülfe  GXy  ffy,  Gi  und  G  unter  der  Form 

M'BAm    x  11*ba&    y  MsAa    z  M-B4a>    1 

(rx y-    .?f     GtJ j—  "pi.      <*< 1 -2>    G-—l 7' 

wo  1     Ol.  J-  f  -1-  i*. 

#  =  a4  +  /J4  +  / 

ist.    Die  Rieht ungscosinusse  von  Cr  gegen  die  Coordinatenaxen  sind  daher 

Gx Sx      Gy Sy     Gs dz 

G~^'    ~G~~p*     G~~?' 
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Diese  Grössen  sind  aber  zugleich  die  Richtungscosinusse  der  Normalen  des 
Centralellipsoids  im  Punkte  J  (xyz)  und  ist  6  die  Lange  der  von  S  auf 
die  Tangentenebene  in  J  gefällten  Normalen.    Hieraus  fliesst  der  Satz: 

Das  resultirende  Axenmoment  G  der  Reduction  der  Momen- 
tankräfte für  den  Massenmittelpunkt  des  Systems  ist  der  Nor- 
malen des  Cauchy-Poinsot'schen  Centralellipsoids  in  dem 
Punkte  J  parallel,  in  welchem  die  zur  Momentanaxe  parallele 
Axe  des  Massenmittelpunktes  dasselbe  durchdringt.    Die  Grösse 

Q  =  Mel  *  r-r  des  Axenmomentes  selbst  ist  der  Winkelgeschwin- 

digkeit  direct  und  dem  Produkte  des  Semidiameters  l  des  Cen- 
tralellipsoids, welcher  die  Richtung  der  Momentanaxe  hat  und 
des  Abstandes  6  der  Tangentenebene  in  J  vom  Massenmittel- 
punkte S  umgekehrt  proportional. 

Die  Ebene  des  resultirenden  Paares  der  Momentankräfte  ist  der  Tan- 
gentenebene in  J  parallel,  d.  h. 

Die  Ebene  des  resultirenden  Paares  der  Momentankräfte  hat 
die  Richtung  der  Diametralebene  des  Centralellipsoids,  welche 
zur  Richtung  der  Momentanaxe  conjugirt  ist. 

Es  sind  ferner  die  Trägheitsradien  a,  6,  c  der  Hauptaxen  die  Halb- 
axen  des  reciproken  Centralellipsoids  und 

_     gx  Gy  _     GZ 

P~  Ma*'     q~  Mb*'     r~  M(*' 

Bezeichnen  nun  x,  y,  z  die  Coordinaten  eines  der  Punkte  «T,  in  welchen 
der  zum  resultirenden  Axenmomente  G  parallele  Semidiameter  ST  =  V 
dies  Centralellipsoid  schneidet,  so  wird 

Gx       Gy       Gz        G 

x         y         z         V 

und  hiermit  nehmen  p,  q,  r,  m  die  Form  an 

G     x  G     y  Gz  G 


*       MV  a2'     *       MV   52'  MV   c2 '  MV 6" 

wo 

f*  ™  a4  +  64  +  c4 
gesetzt  ist. 

Hiermit  werden  aber  die  Richtungscosinusse  der  Momentanaxe  gegen 

die  Coordinatenaxen: 

p        ö'x       q        #y       r        ffz 

«        «^^S    ——  «•■■■■■»    CS    —-~  in  cssss       ■  . 

09  a*   '       09  62  '       09  C2 

Man  erhält  daher  ähnlich  wie  oben  den  Satz: 
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Die  Momentanaxe  ist  der  Normalen  des  zum  Cauchy-Poin- 
sot'schen  reciproken  Centralellipsoids  in  dem  Punkte  JH  parallel, 
in  welchem  dasselbe  von  dem  zum  resultirenden  Axenmomente  G 
parallelen   Diameter   getroffen    wird.    Die    Winkelgeschwindig- 

G 

keit    fl>  =  ,„,  „    ist  diesem  Axenmomente   direct   und  dem  Pro- 

dukte  des  zu  ihm  parallelen  Semidiameters  V  und  des  Abstan- 
des  X  der  Tangentenebene  in  T  vom  Mittelpunkte  S  umgekehrt 
proportional.  Die  zur  Momentanaxe  senkrechte  Ebene  des 
Massenmittelpunktes  ist  conjugirte  Diametralebene  des  reci- 
proken Centralellipsoids  zur  Richtung  des  resultirenden  Axen- 
momentes. 

§.  6.  Die  Umkehrung  der  in  den  §§.  2 — 5  durchgeführten  Betrach- 
tungen setzt  uns  in  den  Stand  anzugeben,  welchen  Geschwindigkeitszustand 
ein  gegebenes  System  von  Momentankräften  in  einem  unveränderlichen 
Punktsystem  hervorruft.  Derselbe  ist  eine  Translationsgeschwindigkeit, 
eine  Winkelgeschwindigkeit  oder  eine  Windungsgeflchwindigkeit.  Reducirt 
man  das  gegebene  Kräftesystem  für  den  Massenmittelpunkt  S  auf  Resul- 
tante R  und  resultirendes  Axenmoment  G,  so  müssen  diese  Elemente  den 
Reductionselementen  der  Momentankräfte  äquivalent  sein,  welche  aus  dem 
noch  unbekannten  Geschwindigkeitszustand  folgen  würden  und  zwar  muss 
R  der  sich  daraus  ergebenden  Resultanten  und  G  dem  aus  ihm  folgenden 
Axenmomente  äquivalent  sein. 

Insbesondere  folgt,  dass  die  Resultante  R  dem  System  eine  Trans- 
lationsgeschwindigkeit u  ertheilt,  welche  nach  Richtung  und  Sinn  mit  R 
übereinstimmt  und  dass  ihre  Grösse  aus  der  Gleichung  Mu  —  R  folgt,  d.  h. 
dass  u  =  R  :  M  ist.  Weiter  ergibt  sich,  dass  G  eine  Winkelgeschwindig- 
keit to  um  eine  Axe  des  Massenmittelpunktes  erzeugt,  deren  Axe  c0  der 
zur  Ebene  des  Paares  G  conjugirte  Diameter  d  des  Cauchy  -  Poinsot'schen 
Centralellipsoids  ist  und  dass  g>  aus  der  Gleichung 

MeAcx  HG 

— r—  =  G ,     nämlich    co  —  -rrr 

16  Ms* 

folgt,  wo  i  den  Abstand  der  zu  G  senkrechten  Tangentenebene  des  Central- 
ellipsoids bedeutet.  Um  o>  auch  dem  Sinne  nach  unzweideutig  zu  bestimmen, 
wird  man  G  nach  den  Hauptaxen  von  S  in  die  Componenten  Gx>  Gy,  G, 
zerlegen  und  mit  Hülfe  von 

Ap  =  Gx>    Bq-=GX,     Cr=*G, 

zunächst  die  Componenten  j),  q,  r  der  Winkelgeschwindigkeit  to  nach  den 
Hauptaxen  finden,  wo  A,  J9,  C  die  Trägheitsmomente  um  diese  Axen  be- 
zeichnen.   Hieraus  folgt  sodann 
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^_y.  +  9..+  rt.^  +  ^  + 


Gx     ,     Gy      |     &3 

Ai  i-  B*  -r  0, 

nebst  den  Bichtangscosinussen  et,  ß,  y  der  Axe  c^  von  cd,  nämlich 

et         ß         y  1 

p         q         r         m 

Sobald  u  und  o>  gefunden  sind,  wird  man  u  parallel  der  Axe  c0  und  senk- 
recht dazu  in  die  Componenten  u  cos  ty  und  u  sin  ^  zerlegen,  wenn  fy  den 
Neigungswinkel  von  u  gegen  cQ  bedeutet ;  die  Componente  u  cos  ty  wird 
die  Translationsgeschwindigkeit  parallel  der  gesuchten  Momentanaxe  c  sein, 
während  die  zu  cQ  senkrechte  Componente  u  sin  ip  zur  Verlegung  der  Axe 
c0  in  die  ihr  parallele  Momentanaxe  c  dient.  Die  Axe  c  fällt  in  die  zu 
u  sin  ty  senkrechte  Ebene  von  S,  in  dem  Felde  zur  Linken  eines  auf  sie 
von  der  Pfeilspitze  der  Componenten  u  sin  ty  niederblickenden  Punktes ;  ihr 
Abstand  von  S  ist  a  =  u  sin  tf; :  w.  Die  Combination  (co,  u  cos  tf;)  stellt 
demnach  die  gesuchte  Windungsgeschwindigkeit  um  c  dar.  In  speciellen 
Fällen  reducirt  sich  diese  auf  eine  blose  Winkelgeschwindigkeit  oder  eine 
Translationsgeschwindigkeit. 

Als  specielle  Fälle  heben  wir  besonders  hervor: 

Ein  System  von  Momentankräften,  welches  sich  auf  eine 
durch  den  Massenmittelpunkt  gehende  Einzelkraft  reducirt, 
kann  allein  dem  Punktsystem  eine  Translationsgeschwindigkeit 
ertheilen;  sie  wird  erhalten,  wenn  man  die  Intensität  dieser 
Kraft  durch  die  Masse  des  Systems  dividirt  und  stimmt  in  Rich- 
tung und  Sinn  mit  ihr  Überein. 

Ein  Momentankräftepaar  ertheilt  dem  System  eine  Winkel- 
geschwindigkeit um  eine  Axe  des  Massenmittelpunktes  8.  Ist 
das  Axenmoment  des  Paares  parallel  einer  Hauptaxe  des  Punktes 
£,  so  fällt  die  Momentanaxe  mit  dieser  Hauptaxe  zusammen. 

Ein  System  von  Momentankräften,  welches  sich  auf  eine  nicht  durch 
den  Massenmittelpunkt  gehende  Einzelkraft  reducirt,  kann  je  nach  Um- 
ständen eine  blose  Winkelgeschwindigkeit  oder  eine  Windungsgeschwindig- 
keit erzeugen.  Ebenso  ein  Kräftesystem,  welches  bei  der  Reduction  auf 
seine  Centralaxe  sowohl  eine  Resultante  als  ein  resultirendes  Paar  liefert. 
Um  diese  Frage  zu  erörtern,  seien  wieder  E  und  G  Resultante  und  Axen- 
moment der  gegebenen  Momentankräfte  bei  der  Reduction  für  den  Punkt  S\ 
B  gibt  eine  Translationsgeschwindigkeit  u  =  B  :  U  und  G  eine  Winkel- 
geschwindigkeit co  um  eine  durch  8  gehende  Axe  c0.  Damit  beide  einer 
blosen  Winkelgeschwindigkeit  äquivalent  seien,  muss  u  und  folglich  auch 
22  zu  Cq  senkreicht  sein.  Denn  dann  veranlasst  u  blos  eine  Verlegung  der 
Axe  c0  in  eine  gewisse  parallele  Axe  c  und  tritt  zu  co  keine  Translation^- 
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geschwindigkeit  parallel  dieser  Axe  hinzu.  Legen  wir  also  durch  S  senk- 
recht zu  R  eine  Ebene  E,  so  enthält  sie  alle  Richtungen,  welche  c0  mög- 
licherweise haben  kann.  Nun  ist  G  normal  zur  Tangentenebene  des  Cauchy- 
Poinsot'schen  Centralellipsoids  in  dem  Punkte  J,  in  welchem  c0  einschneidet. 
Daher  kann  G  senkrecht  sein  zu  irgend  einer  Tangentenebene  des  dem 
Centralellipsoid  umschriebenen  Cylinders,  welcher  längs  des  Schnittes  der 
Ebene  E  mit  ihm  dasselbe  berührt.  Die  Richtungen  von  G  erfüllen  mithin 
eine  zu  den  Erzeugungslinien  dieses  Cylinders  senkrechte  Ebene  E'.  Alle 
Kräftesysteme,  für  welche  G  bei  demselben  R  in  diese  Ebene  fällt,  liefern 
blos  eine  Winkelgeschwindigkeit,  alle  anderen  eine  Windungsgeschwindig- 
keit. Fällt  G  in  eine  Hauptebene  des  Centralellipsoids,  so  fällt  die  Ebene  E 
mit  E'  zusammen  und  liegt  c0  in  derselben  Hauptebene ;  fällt  G  mit  einer 
Hauptaxe  von  S  zusammen,  so  ist  diese  zugleich  die  Axe  c0.  Ganz  ahn- 
lieh  kann  auch  das  reeiproke  Centralellipsoid  zur  Entscheidung  derartiger 
Fragen  verwandt  werden. 

§.  7.  Wir  wollen  jetzt  die  Reduction  der  Momentankräfte  für  den 
Massenmittelpunkt  S  analytisch  einkleiden.  In  Bezog  auf  ein  beliebiges 
rechtwinkliges  Coordinatensystem,  dessen  Ursprung  S  ist,  sei  0  (x0y0e0) 
irgend  ein  Punkt  der  Momentanaxe  c,  z.  B.  der  Fusspunkt  ihres  kürzesten 
Abstandes  d  von  &;  die  Winkelgeschwindigkeit  co  um  sie  zerlegen  wir  in 
drei  Componenten  »*,  coy,  tot  um  drei  zu  den  Axen  der  x,  y,  z  parallele 
Axen  des  Punktes  0;  ebenso  zerfallen  wir  die  Translationsgeschwindigkeit  u 
des  Systems  in  die  drei  Componenten  uXy  uyi  uM.  Die  Translationsgeschwindig- 
keit veranlasst  die  Momentankraft  Mu,  welche  durch  S  hindurchgeht  und 
die  drei  Componenten  Mux,  Muyi  Mua  hat.  Um  die  g-Axe  ertheilen  wir 
ferner  dem  System  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Winkelgeschwindigkeiten 
wx,  d.  h.  wir  substituiren  für  a>*  um  die  durch  0  gehende  Axe  ein  wx  um 
die  #-Axe  und  das  Rotationspaar  (t»x,  — ö>x),  welches  einer  Translations- 
geflehwindigkeit  senkrecht  zu  seiner  Ebene  äquivalent  ist.  Indem  wir  Aehn- 
liches  in  Bezug  auf  <*>,,  w,  ausführen,  erhalten  wir  die  Componenten  wx, 
cöy,  cot  um  die  Coordinatenaxen  und  drei  Rotationspaare  (©*,  — w«), 
(coy,  — »,),  (t»t,  — co«).  Diese  Paare  liefern  nach  Anleitung  der  B.  I, 
S.  49  ausgeführten  Reduction  die  drei  Momente,  d.  h.  die  Translations- 
geschwindigkeiten 

y0tas  —  *0(öy,     e0a)x  —  a?0w,,     rr0coy  —  i/Qax 

parallel  den  Axen  der  #,  y,  *,  welche  die  Momentankräfte 

herbeiführen.  Sie  bilden  mit  den  obigen  Componenten  Mux,  Muv,  Mug  die 
Resultante  R  der  Reduction  für  den  Punkt  8  und  wenn  wir  setzen: 
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X  =  M  \ux  +  (y0w,  —  *0«,,)L 

Y  =  M  [uy  -f  (*0«x  —  s0»*)L 

Z  =  3f  [ut  -f  (s0«V  _  yow*)]i 

so  wird  sie  und  ihre  Richtung  (a,  &,  c)  bestimmt  durch  die  Gleichungen: 

Die  Resultante  R  bildet  sich  ersichtlich  aus  den  beiden  Bestandteilen  Mu 
und  Ma>d,  herrührend  von  der  Translationsgeschwindigkeit  u  und  der 
Uebertragung  von  w  um  c  auf  die  Axe  c0,  oder  wie  es  hier  ausgeführt  ist, 
von  cfx,  coy,  Co,  auf  die  Coordinatenaxen. 

Die  Winkelgeschwindigkeit  a>  um  c0  oder  ihre  Componenten  a>«,  Oy,  w, 
um  die  Axen  der  #,  y,  *  ertheilen  nun  nach  B.  I,  6.  275  dem  System- 
punkte (sc,  y,  *)  die  Oeschwindigkeitscomponenten 

welchen  die  Componenten  der  Momentankraft  mvXl  mvyj  mv9  entsprechen. 
Die  Reduction  derselben  liefert  die  Componenten 

2mvx  =  2m  (to¥e  —  w,y)  =  <o¥2mz  —  v>z2my, 

2mvy  =  co,2mx  —  (ox2mzy 

2mv,  =  cox2my  —  a>y2mx1 

welche  aber  vermöge  der  Eigenschaften  2m x  =  2my  =  2m»  =  0  des 
Massenmittelpunktes  verschwinden.    Sie  liefert  ferner  die  Paare: 

ff»  =  2m  (yv,  —  *vy)t     Gf  =  An  (rt?*  —  xv9)y     ff,  =  -5m  (#t;y  —  y v9)f 

welche  nach  Einfügung  der  Werthe  von  vXf  vy,  vt  übergehen  in 

ff*  =  u>x2m  (y2  +  j2)  —  (Dy2mxy  —  m,2mxz, 
Of  =  —  oox2mxy  +  uy2m  {&  +  x%)  —  &%2myzy 
ff  $  =  —  &x2mzx  —  coy2myz  +  ojlm  (a?2  -f"  y2) 

und  mit  Hülfe  der  Bezeichnungsweise  der  Trägheitsmomente  und  Deviations- 
momente des  Systems  für  die  Coordinatenaxen 

-2*»  (y%  +  **)  —  -4,       2mye  =  D, 
2m  (e*  +  sc2)  =  5,       ^nüera;  =  .E, 
2;»i  (s2  +  y2)  =  C,       2to*sy  =  F 
die  Gestalt  annehmen: 

ff«  «=       -4©*  —  -Fwy  —  jE7w,, 

ff r  =  —  jPcaa.  +  2?a>y  —  D», , 

Q$  =  —  Emx  —  J)wy  +  C<ot. 

Ihr  resultirendes  Paar  ff  und  seine  Richtungsoosinusse  iL,  p,  v  sind  daher 
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durch  die  Gleichungen  bestimmt: 

ff»=fff  +  ff2  +  ff2,     ^  =  £  =  -£-=»-1. 
x  -r     y  -r     ,,     ^        ^        ^        ^ 

Würde  die  Reduction  der  Momentankräfte  für  einen  anderen  Punkt 
als  8  verlangt,  so  änderte  sich  in  den  vorstehenden  Betrachtungen  nichts, 
als  dass  die  Grössen  2m  vx,  2m vv,  2mv»  nicht  verschwinden,  sondern  in 
den  Componenten  X,  F,  Z  als  weitere  Glieder  zu  den  übrigen  hinzutreten. 

§.  8.  Die  Summe  2  T  =  2mv*  der  lebendigen  Kräfte  mv*  der  System- 
punkte heisst  die  lebendige  Kraft  des  Systems«  Wir  wollen  diese 
Grösse  bilden  und  ihre  Beziehungen  zu  der  Reduction  der  Momentankräfte 
aufsuchen.  Ist  r  der  Abstand  eines  Systempunktes  von  der  Momentanaxe  c, 
so  wird  das  Quadrat  seiner*  Geschwindigkeit 

v*  =  u*  +  <»**"* 

und  mithin  die  lebendige  Kraft 

2T=2m  (u*  +  war*)  =  Mu%  +  »%2mi*, 

-oder  wenn  wir  das  Trägheitsmoment  um  die  Axe  c  durch 

M  x*  =  Jf  t?  +  M  %l 

ausdrücken,  wo  x,  x0  die  Trägheitsradien  für  die  Axen  c,  c0  und  d  den 
Abstand  dieser  Axen  bezeichnen: 

In  diesem  Ausdrucke  stellt  u*  -\-  co*cP  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  v0 
des  Massenmittelpunktes  S  dar  und  ist  daher  M  (u*  +  w**?)  die  lebendige 
Kraft,  welche  dieser  Punkt  besitzen  würde,  wenn  in  ihm  die  ganze  Masse 
des  Systems  vereinigt  wäre.  Bezeichnen  wir  sie  mit  2T0,  m*M%\  aber 
mit  2TX,  sodass  also  2!T0  —  Mv\,  2 Tx  «=  a* M xj ,  T—Tj  +  T,  wird, 
so  folgt  der  Satz: 

Die  lebendige  Kraft  2T  eines  in  Bewegung  begriffenen  un- 
veränderlichen Systems  zerfällt  in  zwei  Theile,  2T0  und  22\, 
von  denen  der  erste  2T0  die  lebendige  Kraft  Mv\  des  Massen- 
mittelpunktes darstellt,  wenn  in  ihm  die  Gesammtmasse  ver- 
einigt gedacht  wird,  während  der  andere  Theil  2TX  die  leben- 
dige Kraft  ist,  welche  das  System  besitzen  würde,  wenn  es  die 
Winkelgeschwindigkeit  od  nicht  um  die  Momentanaxe,  sondern 
um  eine  zu  ihr  parallele  Axe   des  Massenmittelpunktes  besässe. 

Mit  dem  Bestandteile  2TX  hängen  die  Componenten  0Xy  Gy,  Gz  des 
resultirenden  Paares  der  Momentankräfte  sehr  einfach  zusammen.  Nach 
B.  I,  S.  104  ist  nämlich  das  Trägheitsmoment  für  die  Axe  c,  deren  Rich- 
tungscosinusse  er,  ß,  y  seien: 

M%\  =  Ao?  +  Bß*  +  Cy2  —  2Bßy  —  2Eya  —  2Faß. 
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Mit  Hülfe  von  (ox  =  aco,  m9  =  ßto}  a>,  =  yay  erhält  man  daher: 

2 Tt  =  t»*M%l  mm  Aal  +  Bn*  +  Cg>*  —  2Dwya>,  —  2Ea>,<o*  —  2Fa>x&¥. 

Differentiiren  wir  diese  Gleichung  nach  ©x,  coy,  «,,  so  folgt: 

r-1  —       Aa>x  —  -Fe»,  —  .E»,  =  Gx  , 
?—  —  —  Fu*  +  Bu9  —  Da>,  —  Gy  , 

ÖCÖy 

r— *  =  —  Ü7«x  —  Do,  +  Ct»,  —  G8 1 

d.  h.  die  partiellen  Differentialquotienten  der  Hälfte  des  Be- 
standteils der  lebendigen  Kraft,  welcher  der  Winkelgeschwin- 
digkeit um  die  Axe  des  Massenmittelpunktes  entspricht,  nach 
den  Componenten  wx,  (oyy  <ö*  der  Winkelgeschwindigkeit  genom- 
men, sind  die  Componenten  des  resultirenden  Axenmomentes  der 
Momentankräfte  parallel  den  Axen  der  x,  y,  g. 

Die  Grösse  Ti  ist  eine  homogene  Function  zweiten  Grades   von  »x, 
wy,  o>,,  daher  ist  nach  dem  Euler  sehen  Satze  über  die  homogenen  Functionen 

22\  =  W2-afxJ  =  — -*  .  ü),  +  — i  .  a>„  +  —  i  .  co, 

tfw*  cmy  da* 

und  wenn  man  einmal  für  a>z,  coy,  coc  die  gleichbedeutenden  Ausdrücke 
au,  ßo,  y<o,  das  anderemal  für  Gx,  Gy,  G,  die  Werthe  IG,  (iG,  vG 
setzt,  so  wird 

»f  JfxJ  =*  22\  =  a>  («öx  +  j8ffr  +  yö.)  =  G  (lnx  +  (ioy  +  vw,), 

d.  h.  die  Componente  aGz  -\-  ßGy  -}-  yGt  des  resultirenden  Axen- 
momentes der  Momentankräfte  parallel  der  Momentanaxe  ist  das 
Produkt  a>M*l  der  Winkelgeschwindigkeit  und  des  Trägheits- 
momentes für  die  der  Momentanaxe  parallele  Axe  des  Massen- 
mittelpunktes. Die  Componente  Aco*  -f-  pa>p  +  vm*  der  Winkelge- 
schwindigkeit um  die  Axe  des   resultirenden  Paares  ist  ~^J9fx*. 

Nach  B.  I,  S.  106  ist,   wenn  q  den  Semidiameter  des  Centralellipsoids 
darstellt,  welcher  die  Richtung  der  Momentanaxe  hat,  px0  =  £2,  daher  wird 


.8 


2TX—  Mba-[    oder    o  —  9  *J?.\ , 

d.  h.  die  Winkelgeschwindigkeit  ist  proportional  dem  Diameter 
des  Centralellipsoids  von  der  Richtung  ihrer  Axe  und  der  Quadrat- 
wurzel aus  dem  Bestandtheile  der  lebendigen  Kraft,  welcher  der 
Winkelgeschwindigkeit  um  diesen  Diameter  entspricht. 
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Den  Satz  des  §.  5,  dass  das  resultirende  Axenmoment  die  Richtung 
der  Normalen  des  Centralellipsoids  im  Punkte  J  hat,  in  welchem  es  von 
der  Axe  c0  durchbohrt  wird,  beweist  man  leicht  analytisch  bo.  Die  Glei- 
chung des  Centralellipsoids  ist 

U=Ax2  +  By2  +  Cz2  —  2Dyz  —  2Ezx  —  2Fxy  =  Ms1 

und  sind  die  Bichtungscosinusse  der  Normalen  im  Punkte  (xyz)  proportional 
den  Grössen 

h  TT 

£  —  =  Ax  —  Fy  —  Et  =  (Act  —  Fß  —  Ey)  q 
dx 


=  (Atox  —  Fmy  —  Ea>$)  -?-  =  -^ 


co  <o 


*  dy  a>   '      *  dz  g>   ' 

woraus  die  Behauptung  folgt. 

Der  Cosinus  der  Neigung  i|/  der  Momentanaxe  gegen  das  Axen- 
moment G  ist 

Gx(Ox  +    Gy<*>y   +    Gz  G>, 

608  *■ G»    ' 

woraus 

Gm  cos  i//  =  Gx wx  +  Gymy  +  G,&,  «2^, 

d.  h.  das  geometrische  Produkt  der  Winkelgeschwindigkeit  und 
des  resultirenden  Axenmomentes  ist  gleich  der  lebendigen  Kraft, 
welche  der  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Axe  c0  entspricht. 

§.  9.  Wühlt  man  die  Hauptaxen  des  Massenmittelpunktes  zu  Coor- 
dinatenaxen,  so  wird  D  =  E  =  F  =  0  und  vereinfachen  sich  die  Glei- 
chungen.   Setzt  man,  wie  üblich,  hierfür 

w*  =i?,     wy  =  g,     w,  =  r, 
so  wird 

Gx=Apt     Gy  =  BqJ     Gz  =  Cr, 

2TX  =  Ap*  +  Btf  +  Cr*,     G2  —  A2p2  +  B2q*  +  CV. 

Die  in  den  vorstehenden  Paragraphen  entwickelten  Theorien  sind  so 
wichtig,  dass  wir  sie  in  einigen  Einzelfällen  weiter  verfolgen  und  Beispiele 
und  Anwendungen  dazu  geben  werden. 

§.  10.  Eine  homogene  materielle  Linie  AB  (Fig.  107)  von  der  Länge 
2l  und  der  Dichtigkeit  q  wird  im  Punkte  c  von  einer  Momentan- 
kraft P  unter  dem  Winkel  a  getroffen;  um  welche  Momentanaxe  und 
mit  welcher  Winkelgeschwindigkeit  beginnt  die  Linie  zu  rotiren? 

Die  Beduction  der  Kraft  P  für  den  Massenmittelpunkt  8  liefert  daselbst  P 
und  ein  Paar,  dessen  Axenmoment  G  =•  Pa  senkrecht  zur  Ebene  ist,  welche  P 
und  AB  enthält,  wo  a  der  kürzeste  Abstand  SC  der  Kraft  P  von  S  ist.  Das 
Centralellipsoid  der  Linie  AB  ist  nach  B.  I,  S.  135  ein  Eotationscylinder  um  AB 
und  sind  alle  Axen  von  S  senkrecht  zu  AB  Hauptaxen  mit  dem  Trägheitsmomente 
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Mx2  —  £  JfZ2,  so  dass  x2  =■  $1*  ist.    Da  G  die  Richtung  einer  Hanptaxe  hat, 

so  fällt  die  Rotationsaie  c0  .mit  der  Richtung  von  G  zusammen.    Die  Gerade  A  B 

erlangt  also  eine  Tranalationsgesch windigkeit  u=^P:  M, 
der  Richtung  und  dem  Sinne  nach  mit  P  überein- 
stimmend und  eine  Winkelgeschwindigkeit 

a>=  Pa  :  M%\  =  SPa  :  Ml9 

o 

um  die  zur  Ebene  von  P  und  AB  senkrechte  Axe  c0 
des  Punktes  S.  Beide,  die  Translationsgeschwindig- 
keit u  und  die  Winkelgeschwindigkeit  a>,  Bind  zusam- 
men äquivalent  der  Winkelgeschwindigkeit  co  um  die 
Momentan  axe  c,  welche  CS  im  Punkte  C  auf  entgegengesetzter  Seite  mit  C  im 
Abstände  SC  «  a  schneidet,  so  dass  aa  =  %*  =  $1*  wird.  Setzt  man  c'S  =  e, 
so  wird  a  =»  e  sin  a  und  da  M  =  2qI  ist, 

•  _  Pc  sin  a  2* 

co  s=  * rr — ,     a 


qI*      '  3  csin  a 

Nimmt  man  SD  =  l  zur  Höhe  eines  gleichseitigen  Dreiecks  KDK\  so  wird 
Sä*  —  4  P  —  »2  und  liefert  die  zu  CK  senkrechte  Gerade  KC  den  Punkt  C,  in 
welchem  die  Moraentanaxe  c  die  Ebene  (P,  -42J)  rechtwinklig  schneidet. 

Für  a  =»  \n  fällt  C  in  J.2?  selbst  und  wird  co  bei  gegebenem  e  ein  Maximum 
in  Bezug  auf  a.  Der  geometrische  Ort  aller  Punkte  C,  welche  bei  demselben  Ab- 
stände e  den  verschiedenen  Richtungen  der  Kraft  P  entsprechen,  ist  eine  zu  AB 
senkrechte  Gerade,  welche  AB  auf  entgegengesetzter  Seite  mit  c  in  einem 
Punkte  c  schneidet,  sodass  für  Sc  =  x  ihre  Gleichung  ist  ex  «*  ^  l*.  Denn  es  ist 
aa  =  £  Z*  und  a  =  «  sin  a,  a  =  #  :  sin  a  u.  s.  w.  Der  Ort  aller  Momentansten  c 
ist  also  eine  Ebene. 

Soll  die  Momentanaxe  c  die  Gerade  AB  im  Endpunkte  B  treffen,  so  ist 
«  =  |  *r,  aa),  also  a  =  -J  Z,  co  »  2P :  Ml. 

§.  11  Ein  ebenes  System  wird  von  einer  in  seine  Ebene  fallenden 
Momentankraft  P  im  Abstände  a  vom  Massenmittelpunkte  getroffen, 
man  soll  den  Geschwindigkeitszustand  bestimmen,  welchen  dasselbe 
hierdurch  erlangt. 

Reducirt  man  die  Kraft  P  für  den  Massenmittelpunkt  S,  so  ertheilt  sie  da- 
selbst angreifend  dem  System  eine  Translationsgeschwindigkeit  w  =  P  :  M ,  der 
Richtung  und  dem  Sinne  nach  mit  P  übereinstimmend,  wenn  M  die  Masse  des 
Systems  bezeichnet.  Das  Axenmoment  Pa  des  Reductionspaares  ist  senkrecht 
zur  Ebene  des  Systems.  Nun  sind  alle  zur  Ebene  des  Systems  senkrechte  Axen 
Hauptaxen  desselben;  denn  für  alle  solche  sind  2m xe  =  0,  2m yz  =  0,  wenn 
die  z  senkrecht  zur  Ebene  genommen  werden,  da  alle  z  Null  sind.  Daher  erzeugt 
wie  §.10  (Fig.  107)  Pa  eine  Winkelgeschwindigkeit  um  die  zur  Ebene  senkrechte 
Axe  c0  von  S  von  der  Grösse  <»,  welche  sich  aus  co.M*7  =  Pa  ergibt,  wenn 

x0  den  Trägheitsradius  für  diese  Axe  bedeutet.  Der  Sinn  von  co  harmonirt  mit 
dem  Sinne  'des  Paares.  Die  Translationsgeschwindigkeit  u  und  die  Winkel- 
geschwindigkeit co  sind,  da  u  zu  c0  senkrecht  ist,  zusammen  äquivalent  der  Winkel- 
geschwindigkeit a  um  die  zu  c0  parallele  Momentanaxe  c,  welche  mit  c0  die  Linie 
des  kürzesten  Abstandes  SC  des  Punktes  S  von  P  in  einem  Punkte  G  auf  der 
Seite  von  S,  wo  C  nicht  liegt,  trifft,  sodass  für  SC  ■■  a  die  Gleichung  aa  «  x2 
besteht.    Erriohtet  man  in  der  Ebene  des  Systems  in  S  die  Strecke   SK  =—  x0 
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senkrecht  zu  CS  und  zieht  CK,  so  liefert  die  zu  ihr  senkrechte  Gerade  KG 
den  Punkt  C  auf  CS,  in  welchem  die  Momentanaxe  die  Ebene  des  Systems 
schneidet.  Vertauschen  die  Punkte  C\  C  ihre  Bedeutung,  d.  h.  geht  P  durch  C, 
so  steht  die  Momentanaxe  c  in  C  senkrecht  auf  der  Ebene. 

Die  Punkte  C,  C  sind  homologe  Punkte  einer  gleichliegenden  Involution, 
sodass,  wenn  C  die  Gerade  CS  durchläuft,  der  Punkt  C  ihm  in  demselben  Sinne 
folgt  und  umgekehrt.  Die  rechtwinkligen  Stralen  KC\  KG  bestimmen  die  Punkt- 
paare der  Involution.  Geht  P  durch  S,  so  rückt  C  ins  Unendliche  und  geht  die 
Rotation  um  c  in  eine  Translation  u  «=»  P :  M  über,  da  co  verschwindet.  Fällt 
C  ins  Unendliche,  so  tritt  C  in  S  ein;  wird  dabei  P  unendlich  klein,  sodass  Pa 
ein  endliches  Paar  bleibt,  so  wird  oo  eine  endliche  Winkelgeschwindigkeit  um 
die  durch  S  gehende  Axe  c.  Ein  Momentankräftepaar  ertheilt  dem  System  stets 
eine  Winkelgeschwindigkeit  um  die  durch  den  Massenmittelpunkt  gehende,  zur 
Ebene  des  Systems  senkrechte  Axe.  Der  Abstand  CC  homologer  Punkte  kann 
jede  beliebige  Grösse  erreichen,  aber  unter  ein  gewisses  Minimum  nicht  herunter- 
sinken. Der  Werth  dieses  Minimums  ist  CC  =  2x0.  Die  Auf- 
gabe nämlich,  die  Punkte  (7,  C  so  zu  finden,  dass  C  S  -f-  SG 
ein  Minimum  werde  und  CS,  SC  die  Bedingung  C S-SC  =  %* 
erfüllen,  ist  identisch  mit  der  Aufgabe,  unter  allen  Rechtecken 
von  constantem  Inhalte  x2  dasjenige  zu  bestimmen,  dessen 
Umfang  2  (CS  +  SC)  ein  Minimum  werde  (Fig.  108).  Dieser 
Aufgabe  genügt  blos  das  Quadrat  SKS'K\  dessen  Seite 
Fig.  108.  SK  =»  x0  ist;  denn  soll  das  Rechteck  SC  VC  ihm  an  Fläche 

gleich  sein,  so  müssen  die  Rechtecke  CKS'W  und  K'WVC 
gleich  sein  und  da  die  Seite  KS'  des  einen  gleich  x0 ,  während  die  eine  K'W  des 
anderen  kleiner  als  x0  ist,  so  muss  CK  <  K'C  sein.    Daher  ist 

CS  +  SC=xQ  +  K'C  +%0-CK=  2x0  +  (K'C  -CK)>  2x0, 

während  der  halbe  Umfang  des  Quadrates  gleich  2x  ist. 

Sind  J,  J'  die  homologen  Punkte  kleinsten  Abstandes  2x0,  beschreibt  man 
um  S  mit  x0  als  Radius  einen  Kreis  und  sucht  auf  JJ'  zu  C  den  gegen  S  sym- 
metrisch gelegenen  Punkt  C",  so  sind  JJ\  CC"  harmonische  Punkte  und  C,  C" 
conjugirte  Pole  bezüglich  des  Kreises. 

Lässt  man  P  um  einen  Punkt  C  der  Ebene  des  Systems  bei  con 8 tanter 
Intensität  sich  drehen,  so  beschreibt  die  Momentanaxe  c  eine  in  C  auf  CS  senk- 
rechte Ebene,  indem  sie  parallel  mit  sich  fortrückt.  Denn  für  irgend  eine  zweite 
Lage  von  P  seien  y',  y  die  homologen  Punkte  auf  dem  Perpendikel,  welches 
von  S  auf  P  gefällt  werden  kann,  dann  ist  yS  •  Sy  «  CS  •  SC,  woraus  folgt,  dass 
yC  auf  SC  senkrecht  steht,  weil  yC  auf  yS  senkrecht  ist. 

Wir  fassen  die  Resultate  dieser  Untersuchung  in  den  Satz  zusammen: 
Erleidet  ein  ebenes  Punktsystem  den  Stoss  einer  in  seine  Ebene 
fallenden  Momentankraft  P,  so  erlangt  dasselbe  eine  Winkel- 
geschwindigkeit um  eine  zur  Ebene  senkrechte  Momentanaxe  c.  Der 
kürzeste  Abstand  der  Richtungslinien  von  P  und  c  geht  durch  den 
Massenmittelpunkt  S,  sodass  S  zwischen  die  Fusspunkte  C,  C  des 
kürzesten  Abstandes  fällt  und  diesen  unabhängig  von  der  Intensität 
der  Kraft  P  so  theilt,  dass  das  Produkt  CS 'SC  der  Segmente 
dem  Quadrate  des  Trägheitsradius  für  die  in  S  auf  der  Ebene  errich- 
tete  Senkrechten   gleich  ist.    Die  Winkelgeschwindigkeit  co,  welche 
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da 8  System  am  c  erlangt,  wird  erhalten,  indem  man  das  Moment 
P-C'S  der  Kraft  P  in  Bezug  auf  den  Massenmittelpunkt  durch  das 
Trägheitsmoment  um  die  zu  c  parallele  Aze  des  Massenmittelpunktes 
dividirt.  Die  Momentanazen  c,  welche  den  verschiedenen  Stralen 
eines  Stralenbüschels  C  in  der  Ebene  als  Richtungslinien  der  Kraft  P 
bei  gleicher  Intensität  entsprechen,  erfüllen  eine  zu  CS  senkrechte, 
durch  C  gehende  Ebene. 

§.  12.  Wirkung  eines  Momentankräftesystems,  welches  einer 
Einzelkraft  P  äquivalent  ist,  deren  Richtung  eine  Hauptebene  XY 
des  Massenmittelpunktes  S  eines  räumlichen  Punktsystems  in  einem 
Punkte  C  einer  Hauptaze  SX  im  Abstände  SC=  a  normal  trifft  (Fig.  109). 

1.    Die  Kräftereduction  für  den  Punkt  S  gibt  die  Kraft  P  an  S  und   das 

Paar  Pa,   dessen  Axe   parallel  SY.    Von   ersterer 
Y  erlangt  das  System  die  Translationsgeschwindigkeit 

u  =  P :  M,  letzteres  gibt  ihm  die  Winkelgeschwin-- 

_  digkeit  co  =»  Pa  :  M%2  um  die  Hauptaze  SY,  wo 

/  x0    den   Trägheitsradius    für    diese    Aze    bedeutet. 

C  '  S  /    T  C        r     «  und  co  sind  zusammen  der  Winkelgeschwindigkeit 


T' 


a 
P 


A 


7  co  um  die  Momentanaze  c  äquivalent,  welche  in  der 


Hauptebene  XY  der  Aze  SY  im  Abstände  SC*=*a 
Fig.  109.  parallel  läuft  und  auf  die  Seite  von  SY  fällt,   auf 

welcher  C  nicht  liegt.  Wie  in  §.  10  ergibt  sich 
aa  =  x2  und  liefert  ein  rechtwinkliges  Dreieck  die  reciproken  Punkte  C,  C.  Die 
Geschwindigkeit  v  eines  Systempunktes  in  der  Entfernung  x  von  SY,  x  positiv 

im  Sinne  SC  gerechnet,  ist 

P         Pa  P 

v  s=-  u+  cax  =»  -,_  +  -rp-z  x  =«-=7-^  (x2  +  ax). 
^  M    T  itfx2  M x2  v  y    '       ' 

0  0 

2.  Es  treffe  das  System  mit  einem  Punkte  T  der  Hauptaze  SX,  im  Abstände 
ST  =  x  von  S  auf  einen  festen  Punkt  des  Raumes.  Der  momentane  Widerstand, 
den  dieser  Punkt  leistet,  vernichtet  plötzlich  die  Geschwindigkeit  von  T  und 
nöthigt  die  Systempunkte ,  die  Geschwindigkeiten  zu  ändern.  Um  die  Inten- 
sität —  Q  dieses  Widerstandes  zu  bestimmen,  fugen  wir  denselben  der  Kraft  P 
hinzu  und  stellen  die  Bedingung  auf,  dass  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  T 
gleich  Null  werde.  Da  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  T  im  Momente, 
wo  sie  verrichtet  wird,  senkrecht  zur  Ebene  XY  ist,  so  ist  auch  —  Q  senk- 
recht zu  dieser  Ebene.  Die  Reduction  für  S  ergibt  daher  die  Kraft  —  Q ,  welche 
mit  P  an  S  zu  P  —  Q  sich  verbindet,  und  das  Paar  -—  Qx9  welches  mit 
Pa  zusammen  ein  neues  Paar  Pa  —  Qx  bildet.    Die  Kraft  P  —  Q  ertheilt  dem 

P  —  Q 
System  die  Translationsgeschwindigkeit  u  =»  — \f~  un<*   das  Paar  Pa  —  Qx 

die  Winkelgeschwindigkeit  co  =»  —       *     um  die  Hauptaze  S  Y  und  u  und  co 

o 
zusammen  sind  äquivalent  der  Winkelgeschwindigkeit  co  um  eine  neue  Momentan- 
aze c ,  deren  Abstand  —  x    von  S  der   Bedingung  —  xx  =»  x'  genügen  muss. 
Ein  Systempunkt  im  Abstände  £  von  SY  erlangt  dadurch  die  Geschwindigkeit 

v  =*  — j~  H Äf  2~  '  ^  •    ^^  ^  **  x  erna^  man  die  Geschwindigkeit  des 

o 

P  —  O  Pn.  —  ö  <*• 

Punktes  T,  welche  verschwinden  muss.  Aus  der  Gleichung    -,^    +      .-,  ~—  x  =»  0 

°      M  jftfx2 

o 
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ergibt  sich  demnach  die  Stärke  Q  des  Momentanstosses,  welchen  das  System  in 

T  erleidet,  nämlich  Q  =»  P    ?  T — 5 .  welche   mit  Rücksicht   auf  aa   =  x2  die 

x2  4-  x  ° 

»1  ° 

a  -+-  x 

Form  Q  =»  Pa  — — } — 5  annimmt. 

x  x2  +  # 

3.    Die  Intensität  des  Momentanstosses  Q  in  T  variirt  mit  dem  Abstände  x\ 

sie  verschwindet  für  x  =  —  a,  d.  h.  wenn  der  feste  Punkt  in  der  Momentanste  c 

liegt,  wie   selbstverständlich.    Für  alle  x  >  —  a    ist  Q  positiv,  für  x  <  —  a 

negativ.    Der  Stoss  erfolgt  daher  in  verschiedenem  Sinne,  je  nachdem  der  feste 

Punkt  diesseits  oder  jenseits  C  liegt.    Im  einen  Falle  fallt  der  feste  Punkt  auf 

die   vordere   Seite   der   Ebene    IT,   im   anderen   auf  die   Hinterseite.    Um   die 

Punkte  T  des  Maximalstosses  zu  finden,  ist  ihr  Abstand  x  aus  der  Gleichung 
0/1 

Jz.  =.  0,  d.  h.  aus  xl  +  2a'#  —  xa  =  0  zu  suchen.    Man  erhält  hieraus 

ex  0 


x  =  -  a  +  V  x*  +  a  a, 
welche  Gleichung  die  Formen 

x  +  a  —  ±  V*2  +  a2  =  ±  yär7är+ä)  —  +  VCS-CC 


annehmen  kann.  Es  ist  aber  Y*2  +  a  *  der  Trägheitsradius  für  die  Momentanaxe 
und  x  +  a  der  Abstand  CT  der  Punkte  T  von  der  Momentanere.  Daher  gibt 
es  zwei  Punkte  T,  T'  des  Maximalstosses  auf  der  Axe  SX,  welche 
diesseits  und  jenseits  in  gleichem  Abstände  von  der  Momentanaxe  c 
abliegen.  Sie  sind  die  Schnittpunkte  von  SX  mit  einem  um  C  be- 
schriebenen Kreise,    dessen   Radius  CK  (Fig.  110)    das   geometrische 

Mittel  ist  ans  den  Abstän- 
den CS  und  CC  der  Momen- 
tanaxe vom  Massenmittel- 
punkte 5und  der  Momentan- 
kraft P,  oder  was  dasselbe 
ist,  dessen  Radius  den 
Trägheitsradius  der  Mo- 
mentanaxe darstellt.  Beide 
Punkte  unterscheiden  sich  von  einander  durch  den  Sinn,  in  welchem  sie  stossen, 
indem  sie  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Momentanaxe  liegen.  Da  die  beiden 
Werthe  von  x,  welche  ihre  Abstände  TS,  TS  vom  Massenmittelpunkte  angeben, 
das  Produkt  x2  liefern,  so  sind  T,  T  homologe  Punkte  der  involutorischen  Reihen 
C,  C,    Der  eine  von  ihnen  liegt  immer  zwischen  S  und  C. 

Die  Intensität  des  Maximalstosses  ist,  absolut  genommen, 

w»-**(y»"+T±0- 

Für  x  «  0  und  x  «=»  a  wird  die  Stossintensität  Q  beidemal  dieselbe,  nämlich 
Q  »  P.  Es  stossen  demnach  der  Angriffspunkt  C  der  Kraft  P  und  der  Massen- 
mittelpunkt gleich  stark,  aber  nicht  mit  dem  Maximum  der  Intensität;  ein  Punkt 
des  Maximalstosses  

«o-**(yi+s+i) 

fällt  zwischen  beide  Punkte,  ein  anderer  Maximalstoss 
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(«) 


-tp(|/1+:-_t) 


entspricht  einem  Jenseite  C  gelegenen  Stosspunkte. 

4.    Fällt  der  Angriffspunkt  C  der  Kraft  P  in  den  Massenmittelpunkt  S,  so 
ist   a  =  0   und   stösst   das    System  im   Abstände   x   von    S  mit   der   Intensität 


x* 

u 


Von  den  Punkten  des  Mazimalstosses  fällt  der  eine  in  S,  der 


X  X*  +  xt% 

0      ' 

andere  ins  Unendliche.  Ein  in  Translation  begriffenes  System  stösst 
also  mit  dem  Massenmittelpunkte  am  heftigsten. 

5.    Geht  die  Momentanaxe  durch  S,  ist  also  o'  =»  0  und  folglich  a  =»  oo,  wel- 
cher Fall  einer  verschwindend  kleinen,  unendlich  fernen  Kraft  P,  oder  also  einem 

x 
Paare  Um.  Pa  «  N  entspricht,  so  wird  Q  =  N  —r—r — 5-    und    das    Maximum 

X       "T~  X 
0      ' 

des  Stosses  findet  -im  Abstände  i*  +  x0  statt.  Da  aber  das  Paar  beliebig  in 
seiner  Ebene  gedreht  werden  kann,  so  kann  jeder  Punkt  in  der  Ebene  senkrecht  1 

zur  Momentanaxe  S  Y  auf  dem  Umfange  eines  Kreises  vom  Radius  x0  als  Punkt 
des  Maximalstosses  angesehen  werden.  Ein  System,  welches  eine  Winkel- 
geschwindigkeit um  eine  Hauptaxe  des  Massenmittelpunktes  be- 
sitzt, stösst  also  in  allen  Punkten,  deren  Abstand  von  der  Rotations- 
axe  gleich  dem  Trägheitsradius  derselben  ist,  mit  dem  Maximum  der 
Heftigkeit.  Bei  einer  homogenen  parallelepipedischen  Stange,  welche  sich  um 
die  zur  Länge  21  senkrechte  Hauptaxe  des  Massenmittelpunktes  dreht,  wird  der 

Abstand  des  Maximalstosses  x  =■  x0  »  l  y  ^ ;   bei   einer  homogenen  Kugel  vom 

Radius  r,  welche  um  einen  Durchmesser  rotirt,  ist  x  —  x0  =»  r  Y $. 

Man  kann  den  vorliegenden  Fall  direct  behandeln.  Es  sei  N  das  Paar  der 
Momentankräfte  des  Systems,  T  der  StOBspunkt  in  der  Entfernung  x  von  der 
Hauptaxe  SY  und  Q  der  Momentanwiderstand  dej  festen  Punktes  oder  die  Inten- 
sität, mit  welcher  das  System  anstÖBst.  Die  Reduction  der  Kräfte  für  S  gibt  —  Q 
und  das  Paar  N —  Qx,  welche  in  T  die  Geschwindigkeit 

o 

x 
hervorrufen,  woraus  Q  *=  N  —    — — j  folgt. 

X  I     X 

6.  Der  Widerstand  —  Q}  welchen  der  feste  Punkt  zu  leisten  hat,  auf  wel- 
chen das  System  mit  dem  Punkte  T.der  Haupt- 
axe SX  in  der  Entfernung  ST's—x  trifft,   hat 


v  v    s 

"~1 


^1 


*2  +  <** 
*<*      die  Intensität  Q  —  P  •  -  <! '   j— t.    Wir  zerlegen 

Fig.  111.  ü     ■ 

die  Kraft  P,  welche  in  C  angreift  (Fig.  111)  nach 
der  Theorie  der  Parallelkräfte  in  zwei  parallele  Componenten,  von  denen  die  eine 
die  Intensität  Q  besitzt,  gleichen  Sinnes  mit  P  ist  und  in  T  angreift,  während 
die  andere  Q'  und  ihr  Angriffspunkt  T'  gesucht  werden  sollen. 

Man  hat  dann  Q'  +  Q  ■—  P  und  wenu  x   der  Abstand  des  Punktes  T'  von  S 
ist,  Q  (x  —  o)  ■=  Q'  (a  —  x')t  woraus 

Q'  —  P  •  -—-*-%     und     —  xx  —  x* 
v  x2  4-  x%  o 


P  x% 
*  M  x* 

0 

—  ax 

Q'x 

P 

a  —  x 

0 

~~  M  x*  +  X* 

0     ' 
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folgt.  Demnach  ist  T'  der  zu  T  reciproke  Punkt  in  der  Involution  der  Punkte 
(<7,  C).  Die  Componente  Q  an  T  wird  durch  den  Widerstand  —  Q  des  festen 
Punktes  vernichtet  und  bleibt  daher  von  P  nur  Q'  übrig,  welche  Componente  den 
Geschwindigkeitszustand  des  Systems  bestimmt,  den  dasselbe  nach  dem  Anprallen 
an  den  festen  Punkt  besitzt.  Bei  der  Reduction  von  Q'  für  S  ergibt  sich  die 
Translationsgeschwindigkeit 

U     : 

und  die  Winkelgeschwindigkeit 

* 
co  = 

um  die  Hauptaxe  S  Y  und  beide  zusammen  sind  derselben  Winkelgeschwindigkeit 
m'  um  eine  zu  SY  parallele  Momentanaxe  äquivalent,  deren  Abstand  von  S  ist 

—  %  =  — r  =  — ?-,  sodass  —  %x  =  x*   und  folglich  {  =  x  wird.    Die  Momen- 
co  x  .  o 

tanaxe  des  Geschwindigkeitszustandes  nach  dem  Stosse  geht  daher 
durch  den  Stosspunkt  T,  wie  selbstverständlich,  da  dessen  Geschwindigkeit 
durch  den  Stoss  auf  Null  reducirt  wird  und  ist  parallel  zur  ursprünglichen 
Momentanaxe.  Die  Grösse  und  der  Sinn  der  Winkelgeschwindigkeit  co'  nach 
dem  Stosse  hängt  von  der  Lage  des  Stosspunktes  ab.  Für  x  =  a  ist  <o  »  o, 
d.  h.  wenn  der  Stosspunkt  mit  dem  Angriffspunkte  C  der  Kraft  P  zu- 
sammenfällt, so  kommt  das  System  zum  Stillstand.  Für  x<^a  ist  at 
gleichen  Sinnes  mit  der  ursprünglichen  Winkelgeschwindigkeit  co ,  für  x  >  a  hat 
sie  entgegengesetzten  Sinn.  Das  Maximum  von  a>  tritt  ein  für  die  Wert  he  von 
a?,  welche  der  Gleichung  #*  —  2ax  —  xjj  =  0  genügen.    Für  sie  wird 


x  -  a  =  ±  Ya%  + 


Da  die  Grösse  tfa*  +  x2  den  TrägheitsradiuB  CK  der  mit  SY  parallelen,  durch 

C  gehenden  Axe  darstellt  (Fig.  110),  so  folgt,  dass  ein  um  C  mit  dem  Träg- 
heitsradius CK  beschriebener  Kreis  auf  SX  die  Punkte  G,  G'  be- 
zeichnet, mit  welchen  das  System  auf  einen  festen  Punkt  auftreffen 
muB8,  wenn  seine  Winkelgeschwindigkeit  a  nach  dem  Stosse  so  gross 
als  möglich  sein  soll.  Beide  Punkte  unterscheiden  sich  durch  den  verschie- 
denen Sinn  von  co'.     Soll  co  =»  co'  werden,  so  muss 

Pa     .    P  (a  —  x)     .    ,  5N 

nr-%  +  nr  H~i — i ,  d.  h.  05  (ax  —  x*)  —  0 , 

o   r 

X2 

also  o;  «■  0  oder  x  =  —  ==  a  sein.  Die  Differenz  der  Winkelgeschwindigkeiten 
<o  und  co'  vor  und  nach  dem  Stosse  ist 

P   (a_  _    a  — x\  P     g  (oa  -  xjj)  . 

itf     l    X*  X2  +  X%)  ~~   J/x*  X*   4-  X2 

7.    Die  Geschwindigkeiten  v,  t/   der  Punkte  T,  T\  an  welchen  #,  <?'  an_ 
greifen  vor  dem  Stosse,  sind: 

v  =-  üo  •  CT  =  co  (a  +  a),     u"  =»  co  .  CT  «-  ö>  (a  +  aV)  =  (oU'-^j. 
Setzt  man  nun  in  die  Ausdrücke 
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Q 


+  ax 


+  x 


2   » 


Q' 


X 


P  ~r-.    - 


ax 


u 


+  X* 


HL  __  _ ._ 

die  Werthe  a  =  — t-  tind  P  =  Mma  ein,  so  nehmen  sie  die  Form 


o 


Q=>M 


k»  +  *» 


od  (a#  +  *)  s=s  M 


u 


+  * 


.i 


v, 


«'-*:r^-("'-*i)-"-4^"' 

an,  sodass,  wenn  man  die  Masse  M  des  Systems  in  zwei  Theile  m,  m'  theilt, 


welche    sich    wie    x2  :  .z8,    d.    h.    wie    —  :  x  —  ( —  x')  :  x    verhalten,    nämlich 


o 

X 


m 


Jfx2 

o 


2» 


m 


Mx* 

;2  +  x* 


setzt,  Qj=mv,  Q'  »  mV  wird.    Denkt  man  also 


an  die  Stelle  des  stossenden  Systems  blos  die  beiden  Punkte  T,  T' ,  resp.  mit  den 
Massen  m,  tri  behaftet,  die  im  umgekehrten  Verhältniss  der  Abstände  T' S:  TS 
dieser  Punkte  von  8  stehen  und  beide  durch  eine  unveränderliche  Linie  ver- 
bunden, so  kann  das  gegebene  System  durch  dies  einfachere  ersetzt  werden,  wenn 
es  ßich  darum  handelt,  in  T  denselben  Stoss  Q  auszuüben.  Diese  Gerade  mit 
den  beiden  Massenpunkten  hat  mit  dem  System  die  Masse,  den  Massenmittel- 
punkt und  das  Trägheitsmoment  für  die  Axe  SY  gemein.  Denn  die  letztere 
Grösse  ist: 


mars  _j_  m*    o  ^ m>  __£  . x%  i  m'      .  _a  =.  m\2  _j_  WX2  «  (m  +  m)  x2  =  M*\ 

1  x*  X2  i     l'  o     '  0  x         '  '      0  ü7 


X' 

da  m  :  m'  =•  x2  :  x*.    Dieselbe  Momentankraft  P  auf  diese  Linie,  wie  auf  das 

o 

System  wirkend,  besitzt  demnach  dieselbe  Momentanaxe,  dieselbe  Winkelgeschwin- 
digkeit und  vermag  in  allen  ihren  Punkten  zu  stossen,  wie  die  entsprechenden 
Punkte  des  Systems.  Die  Punkte  des  Maximalstosses  für  den  Fall,  dass  P  ins 
Unendliche  verschwindet,  aber  das  Paar  lim.  Pa  bleibt,  z.  B.  stossen,  da  für  sie 
x  «  +  *0  ist,  als  ob  in  ihnen  die  Massen  \  M  vereinigt  wären. 

§.  13.  Wirkung  eines  Momentankräftesystems,  welches  einer 
Einzelkraft  P  äquivalent  ist,  deren  Richtung  eine  Hauptebene  XY 
des  Massenmittelpunktes  S  in  irgend  einem  Punkte  C  normal  trifft 
(Fig.  112). 

1.    Die  Eräftereduction  für  den  Punkt  S  liefert  dortselbst  die  Kraft  P  und 

das  Paar  G  =»  P  -SC,  dessen  Ebene  senk- 
recht zur  Hauptebene  XY  und  dessen  Axe 
mithin  dieser  Ebene  parallel  ist.  Nach  §.  5 
hat  diese  Axe  die  Richtung  der  Normalen 
des  Cauchy-Poin8ot'8chen  Centralellip- 
soids  in  dem  Punkte  J,  in  welchem  die  der 
Momentanaxe  c  parallele  Axe  SJdez  Massen- 
mittelpunktes diese  Fläche  durchdringt.  Da 
die  Richtung  SH  der  Axe  des  Paares  in  die 
Hauptebene  fällt,  so  steht  die  Tangenten- 
ebene in  J  senkrecht  auf  der  Hauptebene, 
fällt  die  Momentanaxe  selbst  in  sie  hinein  und  ist  conjugirt  zu  SC.    Die  Kraft  P 
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P 

an  S  gibt  die  Translationsgeschwindigkeit  «»-=?,  das  Paar  G  aber  die  Winkel- 
geschwindigkeit to  um  die  Axe  CJ,  deren  Sinn  mit  G  harmonirt  und  deren  Grösse 

C  "Ptt 

(§.  5)   a>  —  jj—t  .  18  =>  -^  -  JJ,  wenn  £/=»  J,  SH=>  d,  SC=*d  gesetzt  wird. 

u  und  a>  zusammen  liefern,  da  sie  Benkrecht  zu  einander  sind,  eine  Winkel- 
geschwindigkeit o  um  die  mit  SJ  parallele  Momentanaxe  c,  welche  auf  die  Seite 
von  SJ  fallt,  auf  welcher  C  nicht  liegt.  Wir  ziehen  durch  den  Angriffspunkt  C 
der  Kraft  P  ebenfalls  eine  Parallele  zu  CJ  und  bezeichnen  den  Durchschnitt  von 
SC  und  der  Momentanaxe  c  mit  C\  sowie  den  Abstand  CS  mit  d'.  Die  Schnitt- 
punkte dieser  Parallelen  und  der  Axe  c  mit  einer  durch  S  gelegten  Senkrechten 
seien  (70  und  C,  und  SCQ  —  a,  0^8**^.  Der  Abstand  a  der  Momentanaxe 
vom  Massenmittelpunkte  ist  nun  a'  =  u:»=»f4:J(2<J,  oder  weil  für  den  Träg- 
heitsradius h0  der  Axe  CJ  x2P  =-  e4  ist,  a  «  xjJZ :  d£,  oder  vermöge  der  Pro- 
portion a  i  d  =  d  :  l,  a  «a  x2  :  a,  Bodass  also  aa  =■  x*  wird.    Daher: 

Die  Momentanaxe  und  eine  ihr  parallele,  durch  den  Angriffs- 
punkt der  Kraft  P  gelegte  Gerade  stehen  vom  Massenmittelpunkte 
um  Strecken  ab,  deren  Produkt  gleich  dem  Quadrate  des  Trägheits- 
radius für  die  ihnen,  gleichfalls  parallele  Axe  des  Massenmittel- 
punktes ist. 

Die  Punkte  C0,  Ct  sind  reciprok.  Eb  sei  V  der  zu  l  conjugirte  Semidiameter 
SJ\  welcher  in  die  Richtung  SC  fällt,  ferner  seien  a,  ß  die  Halbaxen  des  vor- 
liegenden Hauptschnitts  des  Centralellipsoids  und  &  der  Winkel  zwischen  l  und  V . 
Dann  ist  nach  einem  bekannten  Satze  über  die  Ellipse  IV  Bin  fr  =»  aß.  Zugleich 
ist  d :  l  =s  sin  fr.   Bedenkt  man  nun,  dass  d  sin  fr  =  a,  d'  sin  fr  ■=  a  ist,  so  geht  die 

Gleichung  ad  =  xjj  über  in  d<?Bin*&*=>  xjj  ,  oder  d<f  —  (-^r)  ■—  *2  (— ^)  ,  oder, 

— -=-)  ,  d.  h.  die  Punkte  C,  C,  nämlich  die  An- 
griffspunkte C  der  Kraft  P  auf  einer  durch  den  Massenmittelpunkt 
gehenden  Geraden  SC  und  die  Schnittpunkte  C  derselben  mit  der 
zugehörigen  Momentanaxe  bilden  eine  Involution  gleichartiger 
Lage  (C  und  C  liegen  auf  verschiedenen  Seiten  von  8)  für  den  Massen- 
mittelpunkt als  Mittelpunkt  derselben.    Das  Produkt  der  Abstände 

CS  und  SC  ist  daB  Quadrat  (  .  '    )  des  Trägheitsradius  x0  für  die  der 

Momentanaxe  parallele  Axe  von  5,  dividirt  durch  den  Sinus  des 
Winkels,  welchen  die  Momentanaxe  mit  der  ihr  conjugirten  Rich- 
tung bildet. 

Denkt  man  sich  den  Angriffspunkt  C  der  Kraft  P  nach  und  nach  alle  Lagen 
des  Hauptschnitts  einnehmend,  so  erhält  man  für  jede  Lage  der  Geraden  SC  eine 

8*V 

Strecke  l  —  — -r ,  welche  den  Abstand  zweier  Punkte  auf  SC  diesseits  und  jen- 
aß 

seits  von  S  bezeichnet,  welche  homologe  Punkte  (7,  C  der  Involution  auf  SC 
(ideelle  Doppelpunkte)  sind.  Da  jedes  X  dem  Semidiameter  V  der  Centralellipse 
{aß)  proportional  ist,  welche  mit  ihm  in  dieselbe  Richtung  fällt,  so  bilden  die 
ideellen  Doppelpunkte  der  Involutionen  eine  der  Centralellipse  ähnliche  und  ähn- 
lich liegende  concentrische  Ellipse.  Das  Aehnlichkeitsverhältniss  ist  X:l'=*e*:ccß 
und  die  Axen  der  neuen  Ellipse  sind  s%:ß  und  €*:«,  resp.  in  den  Richtungen 
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der  Axen  a  und  §  der  Centralellipse.  Construirt  man  für  jeden  Punkt  C  zur 
Momentanaxe  c  die  symmetrisch  gegen  8  gelegene  Gerade  c",  so  ist  letztere  die 
Polare  von  C  in  Bezug  auf  diese  neue  Ellipse  und  ergibt  sich  der  Satz: 

Auf  jedem  Diameter  der  Centralellipse  bilden  die  Angriffspunkte 
C  der  Kraft  P  und  die  Schnittpunkte  C  mit  der  zugehörigen  Momen- 
tanaxe o  eine  Involution  gleichartiger  Lage.  Der  Ort  der  ideellen 
Doppelpunkte  aller  dieser  Involutionen  ist  eine  der  Centralellipse 
concentrische,  ähnliche  und  ähnlich  liegende  Ellipse.  Die  mit  den 
Momentanaxen  c  symmetrisch  gegen  den  Massenmittelpunkt  8  ge- 
legenen Geraden  c"  sind  die  Polaren  der  Angriffspunkte  C  in  Bezug 
auf  diese  Ellipse.  Die  Punkte  C  und  die  Momentanaxen  sind  daher 
reciproke  Systeme,  sodass  allen  Punkten  G  einer  Geraden  Momentan- 
axen entsprechen,  welche  sich  in  einem  Punkte  schneiden  und  um- 
gekehrt. 

Beschreibt  C  einen  Kegelschnitt,  so  umhüllt  c  ebenfalls  einen  Kegelschnitt. 

Die  Gleichung  i  =  »0:  sin  &'  oder  x0  =  X  sin  #  läset  eine  einfache  Interpre- 
tation zu.  X  sin  #  ist  der  Abstand  des  Endpunktes  von  X  von  der  Richtung  des 
ihm  conjugirten  Diameters.  Dieser  Abstand  ist  demnach  der  Trägheitsradius  für 
diesen  conjugirten  Diameter. 

2.  Es  treffe  das  System  mit  einem  Punkte  T  der  Hauptebene  X  Y  auf  einen 
festen  Punkt,  welcher  durch  seinen  Widerstand  —  Q  den  Geschwindigkeitszustand 
modificirt.  Um  die  Intensität  desselben  zu  bestimmen ,  führen  wir  —  Q  ein  und 
setzen  die  aus  P  und   —  Q  entspringende  Geschwindigkeit  des  Punktes  T  gleich 

Null,  welche  Bedingung  zur  Bestimmung 
von  Q  für  die  verschiedenen  Lagen  von  T 
in  der  Ebene  XY  führt.  Zu  dem  Ende 
ziehen  wir  (Fig.  113)  TE  parallel  SJ  und 
bringen  an  I?,  dem  Schnittpunkte  von 
TE  mit  SC  zwei  entgegengesetzt  gleiche 
Kräfte  -  Q  und  Q  an.  Die  Kraft  —  Q 
an  E,  welche  mit  P  entgegengesetzten 
Sinnes  ist,  behandeln  wir  mit  P  zusam- 
men, das  Paar  —  Q  -  TE  appart.  Die 
Reduction  von  P  und  Q  für  den  Punkt  8 
liefert  nun  zunächst  dortselbst  eine  Kraft 
P  —  Q  und  ein  Paar  Pd  —  Qe,  wenn 
SE  =»  e  gesetzt   wird.    Erstere  gibt  die 

P—  Q 

— jy.  *    und  letztere  die  Winkelgeschwindigkeit 


Fig.  113. 


Translationsgeschwindigkeit  u 


Pd  —  Qe 
«  *=b  —   '  «      18  um  SJ.    Von  beiden  zusammen  erlangt  der  Punkt  T  die  Ge- 
schwindigkeit — ^r~-  +  ~« z~~- ,  wenn  b  «—  T0  S  der  Abstand  des  Punktes 


M       '  ÄV 

T  von  SJ  ist.    Vermöge  der  Relationen  x0J 


a 
~d 


b 

e 


l 


Ausdruck  über  in  — ^~-  +  - — _-  ,       ,  wobei  also  co  unter  der  Form  oo  «= 


geht     dieser 
Pa-Qb 


M 


0 


o 


erscheint.   Das  Paar  —  Q  •  TE,  dessen  Ebene  der  durch  SJ  gehenden,  zur  Ebene 
XY  senkrechten  Diametralebene  des  Centralellipsoids  parallel  ist,  erzeugt  eine 
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Winkelgeschwindigkeit  <o  um  den  zu  SJ  conjngirten  Diameter  SC  und  wenn  wir 
TB  =-  fy  den  Abstand  TL  des  Punktes  T  von  SE  mit  h,  SH'  aber  mit  *  be- 
zeichnen,   so   wird   »'  =  —  ~J .  -Vif,    oder   wenn   x,  T  —  **,    —  =»  -^  ,  auch 

Ms*  *  f        l 

«'—   ^  a  .    Durch  a>   erlangt  T  die  Geschwindigkeit %T~2  '^'  dieselbe  ist, 

t  i 

wie  die  von  u  und  a»  herrührende,  senkrecht  zur  Ebene  XY,  aber  jener  entgegen- 
gesetzt. Setzen  wir  demnach  die  Gesammtgeschwindigkeit  von  T  der  Null  gleich* 
so  erhalten  wir  zur  Bestimmung  von  Q  die  Gleichung 


P-Q       Pa-Qb  Q'h* 

0  1 

woraus 

X2 

Q  =  P  •—  ° 


o, 


1  +  *'  +  *-" 

^  X2    ^  X* 
0  1 

folgt.     Q  erscheint  hier  ah   eine   Function   von   Ä  und  6,   den   Abstanden   des 

Punktes  T  von  dem  durch  den  Angriffspunkt  C  der  Kraft  P  gehenden  und  dem 

diesem  conjugirten  Diameter  SJ'  und  SJ.    Für  dasselbe  P,  denselben  Punkt  C 

und  dasselbe  6  wird  daher  Q  ein  Maximum,  wenn  h  —i  0,  d.  h.  wenn  T  in  den 

durch  C  gehenden  Diameter  fallt.    Ist  diese  erste  Bedingung  des  Maximums  von 

x*  +  ab 
Q  erfüllt,  so  bleibt  nur  noch  der  Ausdruck  Q  =-  P    °2    ,    , ,    in  Bezug  auf  den 

o    ' 
Abstand  b  zu  einem  Maximum  zu  machen.   Dies  führt  zu  der  weiteren  Bedingung 

2x2 

o  o         ' 

welche  mit  Hülfe  von 

b        a  8        *2** 

in  e1  +  2<Te  —  dd' »  0  umgesetzt  werden  kann.  *  Diese  Gleichung  liefert 

e  +  d'  «  ±  Vd'  (<T  +  d), 

wodurch  man  den  Satz  erhält: 

Die  Punkte  des  MaximalstosBes  liegen  auf  dem  durch  den  An- 
griffspunkt C  der  Kraft  P  gehenden  Diameter  des  Gentralellipsoids 
und  sind  die  Schnittpunkte  desselben  mit  einem  um  C  beschriebenen 
Kreise,  dessen  Radius  das  geometrische  Mittel  aus  den  Abständen 
der  Punkte  S  und  C  von  C'  ist. 

Die  Grösse    . 

zeigt,  dass  der  Abstand  der  Punkte  des  Maximalstosses  von  der  Momentanaxe, 
nämlich  die  Grösse  (c  -\-  d)  sin  &  gleich  dem  Trägheitsradius  für  die  Momentan- 
axe ist.    Man  kann  daher  den  Satz  auch  so  ausdrücken: 

Wenn  ein  System  eine  Winkelgeschwindigkeit  um  eine  in  einer 
Hauptebene  des  Massenmittelpunktes  gelegene  Momentanaxe  be- 
sitzt,  so  liegen  die  beiden  Punkte  dieser  Ebene',  mit  welchen  das- 
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selbe  gegen  einen  festen  Punkt  am  heftigsten  anstösst,  auf  dem  zur 
Richtung  der  Momentanaxe  conjugirten  Diameter  in  gleichem  Ab- 
stände von  dieser  Axe  und  zwar  ist  dieser  Abstand  der  Trägheits- 
radius des  Systems  um  die  Axe.  • 

Beide  Maximalpunkte  sind  homologe  Punkte  der  Involution  des  Strales  SC, 
da  das  Produkt  ihrer  Abstände  t,  e  von  8  gleich 

x*J» 
Für  die  Intensität  des  Maximalstosses  ergibt  sich: 


«-**(i±lA  +  £). 


der  positive  dieser  beiden  Werthe  entspricht  dem  zwischen  C  und  S  gelegenen 
Punkte  Ty  der  negative  dem  jenseits  C  gelegenen;  für  ersteren  hat  Q  gleichen 
Sinn  mit  P,  für  letzteren  entgegengesetzten. 

Geht  P  durch  S,  bo  wird  d  «  0,  also  Q  —  feP(l  ±  1),  die  Punkte  des 
Maximalstosses  sind  der  Massenmittelpunkt  S,  welcher  mit  der  Kraft  §«P  etösst, 
und  ein  unendlich  ferner  Punkt,  in  welchem  die  Kraft  Q  verschwindet. 

Verschwindet  P  im  Unendlichen,  Bodass  aber  lim.  Pd  sich  einer  bestimmten 
Grenze  nähert,  so  geht  die  Momentanaxe  durch  8  und  liegen  die  Paukte  des 
Maximalstosses  um  x0  von  ihr  und  mithin  um  x0  :  sin  &  =■  X  von  S  ab.    Daher: 

Die  Punkte  des  Maximalstosses  eines  um  einen  Durchmesser  des 
Centralellipsoids  rotirenden  Systems,  welches  in  eine  Hauptebene 
fällt,  sind  die  Endpunkte  des  ihm  in  dieser  Ebene  conjugirten  Durch- 
messers der  Ellipse,  welche  der  Ort  der  ideellen  Doppelpunkte  der 
reciproken  Systeme  (C,  c)  ist 

3.  Für  den  Ort  aller  Punkte  des  Hauptschnittes  XY,  in  welchen  das  System 
mit  gleicher  Intensität  Q  —  nP  stösst,  erhält  man  zwischen  h  und  b  als  Coor- 
dinaten  die  Gleichung: 


•&+5+$-+3. 


*Ö 


oder  wenn  man  statt  h  und  b  die  Längen  SE  ==  e  und  ET  ***  f  einführt  und  sie 
übersichtlicher  mit  {,  17  bezeichnet,  so  erhält  man  mit  Hülfe  der*  Relationen 
a  —  d  sin  #,   b  *-  4" sin  &  und  h  =  17  Bin  #  die  folgende: 

wo  für  x0  :  Bin  #  und  xx  :  sin  <©■  nach  Nr.  1  (Schluss)  X  und  X'  gesetzt  ist,  sodass 

X'  den  Xj  entsprechenden  Semidiameter  der  Ellipse  der  Doppelpunkte  bedeutet. 

d 
Verschiebt  man  nun  den  Ursprung  der  | ,  17  aus  8  in  den  Punkt  £  =  i  — ,  1/  =*»  0, 

so  kommt  vermöge  dd'  =  X: 

4n*  (f  +  S)  ~  i  ~ in  (n  ~ ^ 

Der  Ort  der  Punkte  heftigsten  StosBes  ist  also  eine  Ellipse,  ähnlich 

d 
der  Centralellipse,  deren  Mittelpunkt  auf  CS  im  Abstände  \  —  von  S 

liegt.    Für  ^  —  4n  (n  —  1)  =■  0,   d.  h.  für  n  —  ^  —  {  (l  ±  l/.<*  __  Ä , 
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d.  h.  für  das  Maximum  (Q)  der  Stossintensität  reducirt  sich  dieselbe  auf  einen 

d 
oder  den  anderen  der  Mittelpunkte  des  stärksten  Stosses  und  für  4n  (n  —  1)  >  -r; , 

d.  h.  für  n  grösser  als  der  eben  angegebene  Werth,  wird  sie  imaginär,  weil  Q 
nicht  grösser  als  das  Maximum  der  Stossintensität  werden  kann. 

4.  Als  Beispiel  zu  den  §§.  12,  13  kann  ein  ebenes  System  dienen,  welches 
senkrecht  zu  seiner  Ebene  von  einer  Momentankraft  P  gestossen  wird. 

§.  14.  Stoss  eines  unveränderlichen,  in  Bewegung  begriffenen 
Systems  auf  irgend  einen  festen  Punkt.  In  Bezug  auf  die  Hauptaxen  des 
Systems  als  Coordinatenaxen  seien  x,  y,  z  die  Coordinaten  des  Systempunktes  T, 
welcher  auf  den  festen  Punkt  trifft  und  —  Q  der  Momentanwiderstand,  den  dieser 
Punkt  leistet.  Wir  reduciren  denselben  für  den  Massenmittelpunkt  8  und  erhalten 
als  Componenten  desselben  —  X,  —  Yy  —  Z  und  als  Componenten  des  durch  seine 
Verlegung  an  8  eingeführten  Paares  die  Axenmomente  —  (yZ—zY),  — (zX — xZ\ 
—  (xY — yX).  Sind  also  Xq,  Y01  ZQ;  L0i  3f0,  N0  die  entsprechenden  Reductions- 
elemente  der  gegebenen  Momentankräfte  des  Systems,  so  bestimmen  die  Kräfte 
3^  —  X,  F0  —  Y,  Z0  —  Z  und  die  Paare  L0  —  (yZ  —  zY),  M0  —  (zX  —  xZ\ 
N9  —  (xY — yX)   die   Geschwindigkeiten   der   Systempunkte.     Die   enteren  er- 

jr  x. 

heilen    nun   dem   Punkte  x,  y,  z    die   TranBlationsgeschwindigkeiten  — ^-r? — , 

y   y      Z   Z 

0  M — ,      °  -. — ,  wenn  M  die  Masse  des  Systems  ist,  die  drei  letzten  aber 

liefern  zunächt  die  Winkelgeschwindigkeitscomponenten 

L0-yZ  +  zY  M^-zX  +  xZ  N0-xY+yX 

ps~  Ma*  '       qsB        Mb*         '     '  Mc* 

wenn  a,  o,  c  die  Trägheitsradien  für  die  Hauptaxen  der  x,  y,  z  sind.  Durch  sie 
erlangt  daher  der  Punkt  (xyz)  die  Geschwindigkeiten  qz  —  ry,  rx  — pz,  py  —  qx 
und  sind  demnach  die  Componenten  seiner  Geschwindigkeit  »überhaupt 

X^-X   , 
vx  =  ^-—  +  qz-ryf 

v,  —  "Vj^ — Vpy-qx> 

oder  also  mit  Hülfe  der  Werthe  für  jp,  q,  r: 

•-  =  — fr-  -  ^i  W  -  *Y  +  tfX)  +  ^  (Jf.  -  zX  +  xZ), 


X 


¥n-T         *     ,T  „  .      _    .      * 


".  -  ^t^  -  m*  Ä  -  **  +  **)  +  j^-,  (i0  -  *r  +  ,z). 

Diese  Componenten  müssen  in  Folge  der  Wirkung  des  Widerstandes  —  Q  ver- 
schwinden; daher  folgen  dessen  Componenten  — X,  — Y,  — Z  aus  den  Gleichungen: 

.(&  y+cV+&8c*)X  +&*a:y  Y  +(?***£—  62«/JV0— c^M0— &  VXo 

— ^ayX+fc  V+a9*M-c,a,)  T  —  c*y  *  Z=-  c^Ir0— o"^— c  V  ro 

~a*xzX  — &  yr+(aV+5V +a»&*)Z= a*xM0—b*yLQ—a*b*Z9 , 
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wozu  noch  hinzukommen  für  —  Q  und  seine  Richtung  (aßy): 

O*  —  X*  -4-  Y*  4-  Z*       ^Lü  _  ^ll  =  ?51?  -.  -1 . 

v  ^      "^     »    —x      -r      -z      e 

Für  den  speciellen  Fall,   welcher  sich  an  die  Betrachtungen  des  §.13  un- 
mittelbar hätte  anschliessen  lassen,  dass  nämlich  der  Punkt  T  in  der  Hauptebene 


der  xy  liege  und  Z0  =  0,   X0 


0,  also  auch  N0  =>  0  sei,   gestaltet  sich 


die  Rechnung  einfach.    Man  erhält  X  ==»  0,  IT—  0,  Z  ***  Q  und 

{a*x*  +  b'y*  +  aa6J)  §  =  a*xM0  -  6»yL0  -  a'ft»^ . 

Hierin  ist  weiter,  um  die  Bezeichnungsweise  mit  §.  13  in  Einklang  zu  bringen, 

Z9  —  P,    -L0  =»  y0£0  —  z0Y0  —  y0P,     3f0  —  *0X0  —  *0£0  —  —  s0P, 
wenn  #0,  y0  die  Coordinaten  von  C  sind. 

§.  16.     Stoss    eines    Punktes    von    der    Masse   m    normal   zu    einer 
Hauptebene  XF  des  Massenmittelpunktes  S  in  einem  Punkte  C  einer 

Hauptaxe  SX  (Fig.  114).  Wir  nahmen  in 
den  §§.  10—14  an,  dass  die  Momentankräfte 
des  Systems  einer  einzelnen  Kraft  P  äqui- 
valent seien,  ohne  dass  wir  über  den  Ur- 
sprung dieser  Kraft  eine  Voraussetzung  mach- 
ten. Jetzt  wollen  wir  annehmen,  dass  P  da- 
durch gegeben  sei,  daBs  ein  Punkt  von  der 
Masse  m  mit  der  Geschwindigkeit  v  senk- 
recht zu  SX  in  C  das  System  trifft.  Es  ist 
dann  aber  nicht  etwa  die  Momentankraft  mv, 
welche  der  Masse  m-ihre  Geschwindigkeit  v 
zu  geben  vermag,  die  Kraft  P  Belbst,  sondern  nur  ein  Theil  derselben.  Im  Mo- 
mente des  Anprallens  bildet  nämlich  m  mit  dem  System  ein  Gesammtsystem,  auf 
dessen  Punkt  G  die* Momentankraft  mv  wirkt;  man  hat  zu  bestimmen,  welche 
Geschwindigkeit  u  dieser  Punkt  Ö  annimmt;  dieselbe  Geschwindigkeit  nimmt  der 
mit  ihm  zusammentreffende  Punkt  m  an  und  da  dieser  vorher  die  Geschwindig- 
keit v  besass,  so  hat  er  v  —  u  verloren.  Es  ist  mu  die  Momentankraft,  welche 
der  neuen  Geschwindigkeit  von  m  entspricht  und  m(v  —  u)  die  Momentankraft  P, 
welche  im  Stosse  auf  das  System  wirkt. 

1.    Es  sei  nun  s  der  Massenmittelpunkt  nies  Gesammtsystems  der  Massen  M 

S*  sC  SC  1  an  x  4.        -  J 

,  also,  wenn  SC  =  x  gesetzt  wird: 


Fig.  114. 


und  m.    Man  hat  dann   —  =  -=■= 


Ss 


mx 


,  sC 


m 
Mx 


M       M  +  m 
Von  den  Hauptaxen  des  Massenmittelpunktes  * 


M  -j-  my  M  +  m  ' 

für  das  Gesammtsystem  der  Massen  M  und  m  fällt  die  eine  mit  SX  zusammen, 
die  anderen  sind  parallel  S  Y  und  SZ.  Die  Kraft  mv  ertheilt  nun  dem  Gesammt- 
system eine  Translationsgepchwindigkeit  M  , —  senkrecht  zur  Hauptebene  XY 

und  eine  Winkelgeschwindigkeit  g>  =  t^  .     t—**  um  ^e  hauptaxe  sY\  wo  x' 

den  Trägheitsradius  des  Gesammtsystems  für  diese  Axe  darstellt.  .Daher  erlangt 
der  Punkt  C  die  Geschwindigkeit 

mv       .       M*mvx* 
U  =  W+  m  +  (M-\-m)*7* 
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und   wird,   wenn   x   den   Trägheitsradius   der  Masse   M  für  die  Axe  SY  dar- 
stellt ,  weil 

(JT  +  »)  «'•  -  3fx'«  +  M  ■  S? +m  •  i&  =  M*>  +  M  {g^  +  »  ■  (£$  • 
und  also 

*'*       Äf  (jtf  +  "»)*'  +  »** 

(Jf+mj1 

ist,  diese  Grösse 

x*  +  x*  .  Mv*} 

M  =  mi)' — r— ^     und     v  —  u  =—  -,_  -s — — .— —    , , 

(Jf  +  w)  x*  +  w#  (M  +  w)  *    +  miC 

sowie  endlich 

P  =»  ff)D 


(M  +  ro)  x*  4-  ms* 

2.    Die  Kraft  P  oder  der  Theil  von  mv,  welche  die  Bewegung  des  Systems 

bestimmt,  ist  mit  der  Lage  des  Punktes  C  veränderlich,  sie  ist  ein  Maximum  für 

x  a  o,.  wenn  also  C  in  den  Punkt  S  fallt,  sie  nimmt  mit  wachsendem  x  ab  und 

M 
verschwindet  für  x  «od.    Der  Werth  des  Maximmus  ist  P  —  rot?  •  -+„  -. —  .    Man 

M  +  ro 

kann  nun  ro  und  v  so  als  Functionen  von  x  bestimmen,  dasB  mv  constant  bleibt 

und  P  für  alle  Punkte  C  der  Geraden  SX  denselben  Werth  hat,  wie  in  S.   Hierzu 

ist  vermöge  des  Ausdrucks  für  diese  Grösse  erforderlich,  dass 

ro  (x2  +  x9)  =  Conti.  —  MB*, 

wodurch 

MB*         ,  mv  xa  +  x* 

ro  =»    ■    ,      ,  nnd  v  —  —  =»  mv  — ^'ö-- 

x"  +  a?1  ro  Af  JB*  , 

wird.     Die  Constanten  B  und   mv  bequemer  auszudrücken,  seien  m0  und  t?0  die 

Werthe  von  ro  und  t?  für  a  s—  0,  nämlich  ro0  =-  — ,—  ,    v0  =■  ro»  ^B, ,    worauB 

ro  x* 
P*  =  ■--$--   und  rou  =-  ro0t>0   folgt.    Man  erhält  hierdurch  für  ro,  t?  und  P  die 

Formen : 

x*  x2  +  a:2  _  Af 

ro  =  ro0  — = — j — i ,        »  =»  v0  = —  ,       Jr  s=  ro0  r0  -„v— • 

Q  x*  -f  x  *  M  +  ro0 

Diese  Kraft  P  ertheilt  dem  System  eine  Translationsgeschwindigkeit  -^  =»  ^  ,-? —  , 

unabhängig  von  x  und  eine  Winkelgeschwindigkeit  um  s  Y\  welche  Funktion  von  I 

x  ist,  nämlich:  I 

mv-sC  mvx 


00 


(Af  +  ro)  %*       (Af  +  ro)  x*  +  mx*  * 

deren  Ausdruck  mit  Hülfe  der  Werthe  für  ro  und  v  die  Form  annimmt: 

x 


a"="'-'e»(3f  +  i«0)x» 


S.  Der  Theil  P  von  rot?,  welcher  die  Bewegung  des  Systems  bestimmt,  wird 
in  dem  extremen  Falle,  dass  ro  verschwindet  und  v  unendlich  gross  wird,  jedoch 
bo,  dass  mv  constant  bleibt,  gleich  mv  selbst  und  rou  =-  0. 

4.  Wir  nehmen  jetzt  an,  das  System,  welches  von  der  Masse  ro  mit  der 
Geschwindigkeit  v  getroffen  wird,  stosse  zugleich  auf  einen  festen  Punkt  T  in 
der  Linie  SX  und  wollen  den  Stoss  Q  auf  T  bestimmen.  Wir  fanden  §.  12,  dass 
die  Kraft  P,  weiche  in  der  Entfernung  SC  ■  a  angreift,  auf  T  in  dem  Abstände 
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%       I    (LOH 

ST  den  Stoss  Q  =  P  -j-jr — 2  hervorruft.    In  dem  vorliegenden  Falle  tritt  s  an 

die  Stelle  von  S,  *'*,  sC  —  J  und  «T  —  ST  —  Ss  —  ä  —  £«,  wo  ST  —  Ä,  sind 
für  x0,  a  und  rc  zu  setzen,  sodass  wir  zunächst  erhalten: 

worin  aber  P  den  betreffenden  Theil  von  mv  bedeutet.    Nun  hat  man  aber: 


mt? 


(Af+wjx'+wx"  (itf+ro)8        '  Jf  +  m1 

mit  Hülfe  welcher  Werthe  erhalten  wird: 

P«wti ! — 

«■  +  **  + £«-*)• 

Für  £  =  Ä,  d.  h.  wenn  C  mit  T  zusammenfallt,  wird  P  =*  mv\  für  {«0  ist 


X* 


+(>+») 


x» 


und  wachst  P  von  £  =»  0  bis  | «-  ä;  für  {  =  —  -£-  ist  P«  0  und  ebenso  für  £  =■  od 

P»ö.    Es  gibt  daher  ein  Maximum  von  P.    Dasselbe  entspricht  einem  Werthe 
£,  welcher  der  Gleichung 

8»  +  **'«  -  (M  (1  +  J)  +  ää')  -  0 

genügt,  wo  -r-=*h'   und  ä  +  *'  =*  l  gesetzt  sei.    Diese   Gleichung   gibt   zwei 
Punkte  des  Mazimalstosses  in  gleichem  Abstände  von  dem  Punkte  x  =*  —  K. 

Beispiel.    Es  sei  ^.=»1,   Ä=»x,   also   T  ein  Punkt  des  Maximalstosses 

des  gegebenen  Systems  (abgesehen  von  m)  bei  der  Drehung  von  SY.    Aus  der 
Gleichung   £2  +  2x£  —  5xJ=0  folgen   die   Abscissen   der   Maximalstosspunkte 

£  —  —  x±xl/~6,  wofür  0=«mt>  -  ^  '  6 •    - 

12  +  4  "^6 

§.  16.  Wenn  das  System  nicht  frei,  sondern  an  Bedingungen  ge- 
bunden ist,  z.  B.  einen  festen  Punkt  zu  besitzen,  um  eine  feste  Axe  sich 
zu  drehen,  mit  gewissen  Theilen  feste  Flächen  zu  berühren  u.  s.  w.,  so 
leistet  dasselbe  vermöge  dieser  Bedingungen  im  Momente  der  Einwirkung 
momentaner  Kräfte  gewisse  momentane  Widerstände.  Führt  man  dieselben 
als  Momentankräfte  ein  und  fügt  sie  den  gegebenen  Momentankräften  hinzu, 
so  kann  alsdann  das  System  als  ein  freies  behandelt  werden.  In  manchen 
Fällen  kann  man  jedoch  die  Bedingungen  durch  Einfuhrung  unendlich 
grosser  Massen  in  das  System  ersetzen.  Diese  Idee  wurde  zuerst  von 
Poinsot  ausgesprochen  [Sur  la  manidre  de  r amener  ä  la  dyncmique  des 
corps  libres,  edle  des  corps  qu'on  suppose  gents  par  des  öbstades  fixes.  Liou- 
ville,  Journ.de  Mathem.   21*me  Serie,  T.  IV  (1859),  p.  171];  ihrer  Wichtig- 


IV.  TU,  Cap.  I,  §.  16.    Poinsot's  Einführung  unendlich  grosser  Massen.  385 

keit  wegen  wollen  wir  auf  dieselbe  hier  in  einem  Falle  etwas   naher  ein- 
gehen. 

Das  System  besitze  einen  «festen  Punkt  A,  d.  h.  einen  solchen,  welcher 
durch  kein  System  von  Momentankräften  eine  Geschwindigkeit  erlangt.  Re- 
duciren  wir  ein  beliebiges  gegebenes  System  von  Momentankräften  für  den 
Massenmittelpunkt  S  und  untersuchen  wir,  welche  Masse  der  Punkt  A  be- 
sitzen muss,  wenn  er  die  Rolle  eines  festen  Punktes  spielen  soll,  während 
das  System  als  ein  freies  angesehen  wird.  Die  Kräftereduction  liefert  eine 
Resultante  R  und  ein  resultirendes  Paar  ff;  erstere  ertheilt  dem  System 
eine  Translationsgeschwindigkeit  u  «=  R  :  M,  letzteres  eine  Winkelgeschwin- 
digkeit co  s=  Q :  Mit]  um  eine  durch  S  gehende  Axe  c  und  wenn  ö  den 
Abstand  des  Punktes  A  von  der  Axe  c  bezeichnet,  so  sind  u  und  »<J  die 
Componenten  der  Geschwindigkeit  desselben.  Bildet  nun  R  mit  der  Axe  c 
den  Winkel  er,  so  ist  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  von  A  gleich 
t*2+  co2<J2  —  2  wco  deiner;  damit  dasselbe  unabhängig  von  a,  welcher  Winkel 
mit  der  Wahl  des  Kräftesystems  variirt,  verschwinde,  muss  u  =  0  und  d  =  0 
sein.  Dies  liefert  die  Bedingung  M  =  oo;  ö  =  0.  Der  Punkt  A  muss 
mithin  auf  der  Momentanaxe  liegen  und  die  Masse  des  Systems  muss  un- 
endlich gross  sein.  Da  die  Axe  c  durch  S  geht  und  je  nach  Beschaffenheit 
des  Kräftesystems  verschiedene  Richtungen  haben  kann,  A  aber  stets  auf 
ihr  liegt,  so  fällt  A  mit  S  zusammen.  Der  feste  Punkt  muss  also  der 
Massenmittelpunkt  sein.  Legt  man  daher  dem  Punkte  A  eine  unendlich 
grosse  Masse  bei,  so  sind  alle  Bedingungen  erfüllt  und  kann  das  System 
als  ein  freies  behandelt  werden. 

Es  sei  nun  /i  die  dem  Punkte  A  zuertheilte  unendlich  grosse  Masse, 
während  M  die  Masse  des  Systems  an  sich  bedeute;  es  ist ^4.  der  Massen- 
mittelpunkt von  fi  +  M  und  S  der  Massenmittelpunkt  von  M;  die  Ent- 
fernung AS  wird  unendlich  klein  sein.  Das  System  kann  nur  rotiren  um 
Axen,  welche  durch  A  gehen.  Auf  das  Trägheitsmoment  und  die  Winkel- 
geschwindigkeit des  Systems  um  solche  Axen  hat  die  Einführung  von  p 
keinen  Einfluss,  da  A  auf  der  Axe  liegt.  Indessen  ist  es  räthlich,  den 
jetzt  vorliegenden  Fall  als  einen  Grenzfall  anzusehen  von  dem  Falle  eines 
Systems  (i  -|-  M,  in  welchem  ein  Punkt  A  eine  sehr  grosse  Masse  fi  be- 
sitzt. Der  Massenmittelpunkt  s  dieses  Systems  fällt  dann  zwischen  A  und 
S  und  theilt  A  S  im  umgekehrten  Verhältniss  der  Massen  M  und  fi,  sodass, 
wenn  As  «=  t,  AS  =*  d,  also  sS  —  d  —  i  gesetzt  wird: 

Md  (id 
d  —  t  — 


fi  +  iK"  t*  +  M 

ist  Das  Trägheitsmoment  von  fi  um  eine  Axe  des  Punktes  s  senkrecht  zu 
AS  ist  fti8,  das  von  M  ist  M%\  -f-  M  {d  —  i)2,  wenn  Xq  der  Trägheits- 
radius für  die  Parallelaxe  des  Punktes  S  ist.    Daher  wird  das  Trägheits- 

Schill,  Mechanik.    II.  25 
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moment  von  p  -f-  M  für  die  Axe  des  Punktes  s: 

foi  +  JX)  x2  =  pi2  +  IM**  +  M  (d  -  i)1  =  Jf  /  x;J  + 


Wird  nun  p  =  oo,  so  ergibt  sich  lim  (u  -f-  Jf)  x2  =  3f  (x*  +  d2),  welches 
genau  das  Trägheitsmoment  des  Systems  M  um  die  Axe  des  Punktes  A  ist. 
Der  Tragheitsradius  x  nähert  sich  der  Null;  indessen  ist  i  unendlich  klein 
gegen  x,  wie  man  aus  der  Gleichung 


x2  (l 


i"       Md* 


[*+*(?+$] 


X 

ersieht,  welche  lim  -^  =  oo  liefert.    Dagegen  ist 


«? 


(i  + 


dli  +  ^  d 


eine  endliche  Länge  und  bedeutet  den  Abstand  des  zu  A  reciproken  Punktes. 
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Bereits  1834  hatte  Poinsot  der  Pariser  Academie  die  Lösung  des  Rotations  - 
Problems  eines  unveränderlichen  Systems  ohne  Einwirkung  continuirlicher  Kräfte 
in  einer  weniger  ausführlichen  Bearbeitung  vorgelegt  Dieselbe  wurde  auch  als 
Anhang  seinen  EUmens  de  statique  beigefügt 

Poinsot,  Questions  dynamiques.  Sur  la  percussion  des  corps.  [Liouville, 
Journ.  2i6me  Se'rie,  T.  II  (1867),  p.  281  und  T.  IV  (1859),  p.  421 ;  die  erste  dieser 
Abhandlungen  auch  in  SchlÖmilch's  Zeitschrift  f.  Mathem.  u.  Physik,  III, 
S.  14«  u.  274.] 

Poinsot,  Sur  la  quantite  de  mouvement  qui  est  transmise  ä  un  corps  par  Je 
choc  d'un  point  massif  qui  vient  le  frapper  dans  une  directum  donnee.  (Liouville, 
Journ.  2**me  Se'rie,  T.  IV,  p.  161.) 

Folie,  Theorie  nouvelle  du  mouvement  d'un  corps  libre  [Bulletin  de  VAcad. 
des  sciences ,  des  lettres  et  des  beaux  arts  de  Belgique,  216m«  Se'rie,  T.  XX  (1866), 
p.  486]. 

Chelini,  Intorno  a  principii  fondamentali  deUa  dinamica  con  applicazioni  al 
pendolo  ed  aUa  percussion  äY  corpi  secondo  Poinsot.  [Man.  delV  Accad.  di  Bologna, 
Ser.  3«*,  T.  VI  (1875),  pp.  409  —  469.]  —  Sopra  alcune  questioni  dinamidie,  Me- 
moria che  fa  seguito  a  quella  intorno  ai  principii  fondamentali  della  dinamica.  [Ibid. 
T.  VIII  (1877),  p.  273-306.] 

Diese  Schriften  sind  zugleich  für  die  nächstfolgenden  Capitel  von  Bedeutung. 
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IL  Capitel. 

Kinetik  der  Kräfte  erster  Ordnung  am  unveränderlichen  System; 
Aequivalenz  und  Eeduotdon  derselben.    Die  Bewegnngsgleiohungen 

von  Euler, 

§.  1.  Der  Geschwindigkeitszustand  eines  unveränderlichen  Systems 
zur  Zeit  t  wird  durch  den  dieser  Zeit*  entsprechenden  Beschleunigungs- 
zustand desselben  unendlich  wenig  geändert,  indem  zu  den  Geschwindig- 
keiten v  der  Systempunkte  die  Elementarheschleunigungen  du  =  cpdt  hinzu- 
treten, um  die  der  Zeit  t  -f-  dt  entsprechenden  Geschwindigkeiten  v  zu 
bilden.  Die  Momentankräfte  mv,  welche  die  Geschwindigkeiten  v  zu  geben 
vermögen,  gehen  ebenso  in  die  Momentankräfte  mv  über,  welche  den  Ge- 
schwindigkeiten v  entsprechen,  indem  sich  mit  ihnen  die  unendlich  kleinen 
Kräfte  mdu  =  nupdt  nach  dem  Parallelogramm  der  Kräfte  verbinden.  Diese 
Elementarkräfte  durch  das  Zeitelement  dividirt,  stellen  die  continuirlichen 
Kräfte  mg>  dar,  durch  welche  der  Beschleunigungszustand  des  Systems  be- 
stimmt wird.  Wir  werden  dieselben  im  Folgenden  reduciren,  den  Be- 
schleunigungszustand bestimmen;  welchen  ein  gegebenes  Kräftesystem  her- 
vorruft und  zusehen,  wie  die  Bewegung  des  Systems  unter  Einfluss  gegebener 
Kräfte  sich  von  Zeitelement  zu  Zeitelement  ändert. 

§.  2.  Besitzt  das  System  zur  Zeit  t  eine  Translationsgeschwindig- 
keit v  von  bestimmter  Grösse  und  Richtung,  zur  Zeit  t  +  dt  eine  andere 
Translationsgeschwindigkeit  von  der  Grösse  v  -f-  dv  und  unendlich  wenig 
geänderter  Richtung,  so  sind  die  Beschleunigungen  g>  aller  Punkte  geome- 
trisch gleich.  Daher  bilden  die  Kräfte  mq>  ein  System  von  Parallelkräften 
gleichen  Sinnes  und  sind  proportional  den  Massen  der  Punkte.  Sie  sind 
daher  äquivalent  einer  Einzelresultanten  Bv  =  Mtp  von  derselben  Richtung, 
demselben  Sinne  und  einer  Intensität,  gleich  dem  Produkte  aus  der  Gesammt- 
masse  des  Systems  und  der  gemeinschaftlichen  Beschleunigung  aller  System- 
punkte, welche  durch  den  Massenmittelpunkt  des  Systems  hindurchgeht. 

§.  3.  Das  System  rotire  zwei  Zeitelemente  hindurch  um  dieselbe  Axe  c; 
seine  Winkelgeschwindigkeit  zur  Zeit  £  sei  o,  zur  Zeit  t  +  dt  gleich  ©  +  dco. 
Nach  B.  I,  S.  443  besitzt  ein  Systempunkt  M  in  der  Entfernung  r  von  c 

die  Beschleunigung  g>  =  #r,  wo  d«=  (a>4  -f-  <»'2)2  ist,  unter  dem  Winkel 
Arctg  (»' :  g>2)  gegen  r  geneigt.  Sie  fällt  in  die  zu  c  senkrechte  Ebene 
des  Punktes  M  und  spaltet  sich  in  die  Tangentialbeschleunigung  co'r  senk- 
recht zu  r  und  die  Centripetalbeschleunigung  a>V  in  der  Richtung  von  r, 
die  Axe  c  rechtwinklig  schneidend  und  ihr  zugewandt  Daher  zerfallen  die 
Kräfte  füg>,  welche  den  Punkten  die  Beschleunigungen  g>  zu  ertheilen  ver- 
mögen,  in   die    Tangentialkräfte   mco'r    und    die    Centripetalkräfte  t»w2r, 

2ö* 
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erstere  senkrecht  zu  den  Ebenen  (c,  M),  letztere  in  diesen  Ebenen  senk- 
recht zu  c  (Fig.  115). 

Durch  den  Massenmittelpunkt  8  legen  wir  eine  Ebene  senkrecht  zu  r 
welche  diese  Axe  in  0  schneiden  wird  und  betrachten  0  als  den  Ursprung 

eines      rechtwinkligen     Coordinatensystems, 
dessen   positive   #-Axe  mit  OS  zusammen* 
"SSJ*  iUUt,  dessen  z  -Axe  c  ist,  positiv  mit  dem 

jh^I  Sinne  von  to  harmonirend  und  dessen  y-Axe 

dem  Sinne  der  Rotation  entspricht.  Zunächst 
X  reduciren  wir  die  Tangential-  und  Centri- 
petalkräfte für  den  Punkt  0.  Die  Reduction 
der  Tangentialkräfte  m&'r  unterscheidet  sich 
von  der  Cap.  I,  §.  3  ausgeführten  Reduction 
der  Momentankräfte  mar  in  nichts,  als  darin,  dass  «'  an  die  Stelle  vou 
o  tritt.  Sie  liefert  daher  an  0  eine  Einzelkraft  Maf,  wenn  f=  OS  den 
Abstand  des  Massenmittelpunktes  S  von  der  Axe  c  bezeichnet  und  weiter 
drei  Paare  »'-Mx2,  — w'ilfA2,  — g/M(i*}  der  Reihe  nach  parallel  den  Axen 
der  z,  x,  y  und  es  bedeuten  darin  die  Grössen  x,  A,  fi  den  Trägheitsradius 
für  die  Axe  c  und  die  Deviationsradien  für  die  Ebenen  der  xz  und  yz 
wofür  die  Gleichungen  bestehen:  Mtt!i=2mr2i  MXi  =  2mxz>  M(i*  =  £tnye 

Das  Paar  der  Tangentialkräfte  hat  das  Axenmoment  to'M(%*  +  A4  +  (iAp 
und  sind  dessen  Richtungscosinusse  proportional  — A2,  — fi9,  x*. 

Die  Centripetalkräfte  mco'r  haben  die  Richtungscosinusse  — x:r, 
—  y  :  r%  0  und  zerfallen  daher  in  die  Componenten  — mco*g,  — mco*y,  0 
parallel  den  Coordinatenaxen.  Sie  liefern  die  Summen  — &%2mx%  — &*2my} 
0  oder,  weil  Zmx  =  Mf%  Zmy  =  0  ist,  die  Einzelkraft  a*Mf  von  der  Rich- 
tung SO.  Sie  liefern  ferner  Paare,  deren  Axenmomente  tn<o*rz  senkrecht 
sind  zu  den  Ebenen  (c,  M)  und  Richtungscosinusse  y :  r,  —  x :  r,  0  be- 
sitzen, sodass  sie  sich  spalten  in  Axenmomente  m<D*yz,  — mG>*xz>  0  parallel 
den  Coordinatenaxen.  Die  Summation  derselben  liefert  als  Componenten 
des  Axenmomentes  der  Centripetalkräfte  (ü*M(i*t  —  m*M A2,  0.  Das  Axen- 
moment der  Centripetalkräfte  ist  daher  &*M  (A4  -f*  p4)*  und  seine  Rich- 
tungsoosinusse  sind  proportional  fi8,  — A2,  0.  Dies  Axenmoment  ist  senk- 
recht zu  dem  Axenmomente  der  Tangentialkräfte,  dessen  Richtungscosinusse 
proportional  —  A2,  —  f*2,  x2  sind,  indem  die  Produktensumme 

-AV +  f»2A2  +  x2.0  — 0 
wird.    Die  Richtigkeit  dieses  Resultates  erkennt  man  auch   leicht  direct. 
Die  Axenmomente  m&Prz  der  Centripetalkräfte  sind  nämlich  senkrecht  zu 
den  Axenmomenten  mm'rz,  welche  mit  mooV2  die  Axenmomente  mo>'OM 
der  Tangentialkräfte  bilden.    Die  Seiten  des   ebenen  Polygons  der  Axen- 
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momente  mafrz  stehen  daher  senkrecht  auf  den  Seiten  des  Polygons  der 
Axenmomente  mca'rz  und  sind  einander  proportional.  Daher  sind  diese 
Polygone  ähnlich  und  stehen  auch  ihre  Schlusslinien,  d.  h.  die  Axenmomente 

g>2 M  (A4  -f-  \L*y  und  w'üf  (A4  +  f*4)  auf  einander  senkrecht,  von  welchen 
letzteres  aus  den  mto'rz  hervorgeht  und  mit  w' Mv?  das  Gesammtaxen- 
moment der  Tangentialkräfte  bildet.  Der  Bestandtheil  ro'JSfx2  ist  aber 
parallel  c  und  mithin  ohnehin  senkrecht  zum  Axenmoment  der  Centripetal- 
kräfte. 

Die  beiden  Einzelkräfte  ca'Mf  und  <o*Mf,  von  denen  die  erste  senk- 
recht zur  Ebene  (c,  8)  ist,  während  die  andere  die  Richtung  SO  hat,  liefern 
zusammen  die  Reductionsresultante  M&f,  welche  unter  dem  Winkel 
Arctg  (»'  :  co2)  gegen  f  geneigt  ist. 

Wir    fassen    das    Resultat    dieser    Untersuchung    in    den    Satz    zu- 
sammen : 

Die  Reduction  der  Kräfte  mg>}  welche  den  Punkten  eines 
zwei  aufeinander  folgende  Zeitelemente  hindurch  um  dieselbe 
Axe  c  rotirenden  Systems  ihre  Beschleunigungen  g>  zu  ertheilen 
vermögen,  liefert  eine  Resultante  BM=*M&f,  parallel  und  glei- 
chen Sinnes  mit  der  Beschleunigung  &f  des  Massenmittelpunktes, 
proportional  der  Gesammtmasse  des  Systems  und  der  Beschleu- 
nigung des  Massenmittelpunktes.  Das  Axenmoment  ö(l)  der  Re- 
duction, welches  im  Allgemeinen  mit  dem  Reductionspunkt 
variirt,  setzt  sich  zusammen  aus  dem  Axenmomente  der  Tan- 
gentialkräfte mafr  und  dem  Axenmomente  der  Centripetalkräfte 
tnooV.  Wählt  man  zum  Reductionspunkt  den  Punkt  0,  in  wel- 
chem die  Axe  c  von  der  zu  ihr  senkrechten  Ebene  des  Massen- 
mittelpunktes geschnitten  wird  und  betrachtet  0  als  Ursprung 
eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  x,  y,  zy  deren  x- 
und  i-Axen  mit  08  und  c  zusammenfallen,  so  zwar,  dass  der 
positive  Drehungssinn  von  der  x-Axe  zur  y-Axe  mit  dem  Sinne 
der  Winkelgeschwindigkeit  co  harmonirt,  so  bilden  die  drei 
Axenmomente  o>'-3fx2,  —  o/«3fA2,  —  o>'.3ff42,  parallel  den  Axen  der 

Z)  x}  y  das  Axenmoment  m'M (x4  +  A4-f-  yPp  der  Tangentialkräfte 
und  sind  seine  Richtungscosinusse  gegen  die  Axen  der  xy  y,  z 
den  Grössen  —  A2,  —  p2,  x2  proportional,  wo  x,  A,  p  den  Träg- 
heitsradius für  die  Axe  c  und  die  Deviationsradien  für  die  Ebenen 
der  xz  und  der  yz  bedeuten,  sodass  nämlichitfx2=Zmr2,  MX%=Emxz, 

M(i*  =  Zmyz  ist.  Das  Axenmoment  (o*M (A4  -f-  p4)*  der  Centri- 
petalkräfte  ist  senkrecht  zum  Axenmomente  der  Tangential* 
kräfte,  hat  zwei  Componenten  a*Mii*,  — -oo2JtfA?  parallel  den  Axen 
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der  x  und  y    und    seine    Richtungscosinusse   sind    proportional 

P»,  -  A*.  0. 

Bei  der  Uebertragung  der  Reduction  auf  den  Massenmittelpunkt  tritt 
zu  dem  Axenmomente  m'Mn?  ein  Axenmoment  — I&^h  (Fig.  116)  hinzu, 

wo  h  der  Abstand  des  Punktes  8  von  E(1)  ist. 

Da  a>' :  d  der  Sinus  des  Winkels  ist,   den  # 
-*&     mit  öS  bildet,   so  wird  A  =  /W :  O  und   da 

jR(l)  =  M&f  ist,  so  erhält  man  für  jenes  Axen- 
^   moment  — w'Mf*.  Bezeichnet  x0  den  Trägheits- 

radiu8    für   die    mit    c   parallele   Axe  c0    des 

Massenmittelpunktes  £,  so  ist  x*  =  xj  +  /* 
und  hiermit  erhält  man  für  das  Axenmoment  der  Reduction  für  S  parallel 
zu  c0  den  Ausdrück  co'üfx*  —  a>'Mf*  =  &'M%\.  Da  ferner  Zmxzy  wenn 
man  mit  Beibehaltung  der  Axenrichtungen  S  zum  Coordinatenursprung 
wählt  durch.  2m  (/*+  x)  z  =  fZmz  +  Emxz  =  2Tma;j?  zu  ersetzen  ist, 
so  folgt: 

Die  Kräftereduction  für  den  Massenmittelpunkt  unterschei- 
det sich  von  der  Reduction  für  den  Funkt  0  bios  dadurch,  dass 
an  die  Stelle  des  Trägheitsradius  x  der  Axe  c  der  Trägheits- 
radius x0  der  Axe  c0  des  Massenmittelpunktes  tritt,  welche  der 
Axe  c  parallel  läuft. 

Um  die  Centralaxe  der  Kräfte  und  die  Reduction  für  sie  zu  finden, 
verlegen  wir  RW  von  S  aus  parallel  mit  sich  an  den  Punkt  0  auf  der 
Richtung  OSf  den  wir  mit  0  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  S  liegend 
so  bestimmen,  dass  das  aus  der  Verlegung  entspringende  Paar  —  R^ti 
das  Paar  to'M xj|  tilgt.  Bezeichnen  wir  OS'  mit  f,  so  ist  sein  Arm  K  die 
Projection  von  f  auf  die  zur  Beschleunigung  des  Punktes  S  senkrechte 
Richtung.    Daher  ist  li  =  f&  :  #  und  liefert  die  Bedingung 

aM  %\  —  R^ti  =  0 
mit  Hülfe  von  R™  =  Mdf  die  Gleichung  ff  —  %\m  Die  Punkte  0,  0' 
sind  daher  homologe  Punkte  einer  Punktinvolution  gleichartiger  Lage  auf 
der  Linie  OS  und  xj  ist  die  Constante  derselben.  Um  JßM  durch  eine 
weitere  Verlegung  in  die  Richtungslinie  der  Centralaxe  zu  bringen,  zerlegen 
wir  die  noch  übrigen  Axenmomente  parallel  und  senkrecht  zu  i?(,).  Parallel 
den  Axen  der  #,  y  haben  wir  an  Axenmomenten  M  (co2ft2  —  w'P), 
—  M  (w2X2  -f-  ß>'fi2)t  wäbrend  parallel  der  #-Axe  kein  Axenmoment  mehr 
vorliegt.  Ihre  Projectionssumme  für  die  Richtung  von  22(1)  liefert  das  der 
Centralaxe  entsprechende  Axenmoment  G(1).  Um  dasselbe  zu  bilden,  sind 
die  genannten  Axenmomente  mit  den  Richtungscosinussen  —  o*  :  #,  a>' :  O 
von  R{1)  gegen  die  Axen  der  x  und  y  zu  multipliciren  und  zu  addiren. 
Wir  erhalten  hierdurch  G™  =  —  &M(i\   Die  Projectionssumme  für  die  zu 
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RW  senkrechte  Richtung  gibt  das  zur  Verlegung  dienende  Axenmoment  i/(1). 
Wir  erhalten  es,  indem  wir  jene  Axenmomente  mit  den  Richtungscosinussen 
dieser  Richtung,  nämlich  mit  «'  :  O  und  w2 :  &  multipliciren  und  addiren, 
nämlich  jff(1)  =  —  &Mk\  Die  Strecke  0,  um  welche  22(l)  in  der  Richtung 
der  z  zu  verlegen  ist,  d.  h.  der  Abstand  der  Centralaxe  von  der  xy -Ebene, 
mit  welcher  sie  parallel  läuft,  genügt  daher  der  Bedingung  R(1)q  =  i/(1), 
deren  Entwickeluiig  zu  fq  =  —  k*  führt.    Daher  der  Satz : " 

Zieht  man  in  der  Ebene  der  Axe  c  und  des  Massenmittel- 
punktes S  mit  c  auf  entgegengesetzter  Seite  von  S  eine  Parallele 
im  Abstände  f  von  Ä,  sodass  ff  =  xj  wird,  so  trifft  die  Central- 
axe der  Kräfte  diese  Linie  und  zwar  in  einem  Abstände  q  von 
der  Geraden  OS,  welcher  der  Bedingung  fq=*  —  X2  genügt.  Das 
der  Centralaxe  entsprechende  Axenmoment  —  &M^i2  ist  unab- 
hängig von  dem  Deviationsradius  X. 

Ist  die  Axe  c  eine  Hauptaxe,  so  werden  A*  und  p*  Null  und  liefert 
die  Reduction  für  den  Massenmittelpunkt  2#!)  =  M&f>  ö(1)  =  w'JfefxJ ;  in 
diesem  Falle  wird  das  Axenmoment  der  Centralaxe  Null.  Daher  sind  die 
Kräfte,  welche  blos  Beschleunigung  um  eine  Hauptaxe  geben,  stets  einer 
Einzelkraft  äquivalent.  Da  X2  =  0  ist,  so  wird  q  =  0  und  fällt  dieselbe 
stets  in  die  zu  c  senkrechte  Ebene  von  S. 

§.  4.  Das  System  rotire  zu  den  Zeiten  t  und  t  -f-  dt  um  die  beiden 
einander  unendlich  nahen,  parallelen  Axen  c,  c  mit  den  Winkelgeschwindig- 
keiten o)  und  od  -f-  dco.  Da  jeder  senkrecht  zu  den  Axen  geführte  ebene 
Schnitt  des  Systems  sich  während  zweier  Zeitelemente  in  seiner  Ebene  be- 
wegt, so  ergibt  sich  nach  B.  I,  S.  450  und  S.  477  a.  E.,  dass  die  Be- 
schleunigung in  diese  Ebene  fällt.  In  ihr  sind  die  Schnittpunkte  der  Ebene 
mit  den  Axen  c,  c  die  beiden,  den  Zeiten  £,  t  ~\-  dt  entsprechenden  Mo- 
mentencentra  C}  C\  liegt  auf  CC  der  Mittelpunkt  H  der  Winkelbeschleu- 
nigung a  <=  g/  und  in  ihr  findet  sich  der  Mittelpunkt  G  der  Beschleunigungen. 
Während  bei  dem  Falle  des  §.  3  dieser  Mittelpunkt  mit  dem  Punkte  0 
zusammenfällt,  ist  er  hier  von  ihm  um  eine  endliche  Strecke  entfernt.  Da 
alle  Schnitte  senkrecht  zu  c,  c  identische  Bewegungen  ausführen,  so  liegen 
alle  Punkte  6r,  sowie  alle  Punkte  II  auf  Geraden  parallel  c,  nämlich  den 
Axen  g,  h  der  Beschleunigung  und  der  Winkelbeschleunigung.  Die  Be- 
schleunigung eines  Systempunktes  M  im  Abstände  p  =  MG  von  der  Be- 

schleunigungsaxe  g  ist  &p,  wo  9  =  (w4  +  &'*p  und  ist  gegen  p  unter 
dem  Winkel  Arctg  (V :  ws)  geneigt.  Sie  zerfällt  in  die  Componenten  afp 
und  co2p  senkrecht  zu  p  und  in  der  Richtung  von  p9  dem  Punkte  G  zu- 
gewandt. Indem  wir  die  Kräfte  »19?  in  ihre  Componenten  m&p  und  ma>2p 
zerlegen  und  bedenken,  dass  zwischen  dem  vorliegenden  Falle   und   dem 
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Falle  des  §.  3  nur  der  Unterschied  besteht,  dass  die  Beschleunigungsaxe  g 
dort  mit  der  Momentanaxe  c  zusammenfiel,  während  sie  hier  in  endlichem 
Abstände  parallel  läuft,  übersieht  man  leicht,  dass  das  dort  gefundene  Re- 
sultat unmittelbar  auf  unseren  Fall  übertragen  werden  kann.  Wir  erhalten 
hierdurch  den  Satz: 

Die  Kräfte  mg>,  welche  den  Punkten  eines  um  zwei  aufein- 
anderfolgende parallele  Axen  c,  c  zu  den  Zeiten  t  und  t  -{-  dt 
mit  den  Winkelgeschwindigkeiten  <o  und  n  -\-  da>  rotirenden 
Systems -ihre  Beschleunigungen  zu  ertheilen  vermögen,  sind 
äquivalent  einer  Resultanten  2#l)  und  einem  Paare  G{1\  Die  Re- 
sultante stimmt  nach  Richtung  und  Sinn  mit  der  Beschleunigung 
des  Massenmittelpunktes  8  überein  und  ihre  Intensität  ist 
JJU)  =  M%f)  wo  #  =  (w4  -f~  ro'2)^  l*^>  un<*  /"den  Abstand  des  Massen- 
mittelpunktes von  der  Beschleunigungsaxe^  bedeutet.  Das  Paar 
(?W  bildet  sich  aus  den  beiden  Paaren,  welche  aus  der  Reduction 
der  Tangential-  und  Centripetalkräfte  in  Bezug  auf  die  Axe  g 
entspringen.  Wählen  wir  den  Schnittpunkt  G  der  zur  Axe  g 
senkrechten  Ebene  des  Massenmittelpunktes  und  dieser  Axe  zum 
Ursprung  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems,  dessen  x- 
und  £-Axen  GS  und  g  sind,  von  dem  Drehungssinne  in  der  xy- 
Ebene  harmonirend  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  w,  so  hat  für 
G  als  Reductionspunkt  das  Axenmoment  des  Paares  der  Tan- 
gentialkräfte die  Componenten  a>'M%2,  — <o'MX\  — g>'M(i2  parallel 
den  Axen  der  z,  #,  y  und  das  Paar  der  Centripetalkräfte  die 
Componenten  a>*M(i*}  —  a>2MX*,  0  parallel  den  Axen  der  #,  y,  tr. 
Darin  bedeuten  x,  A,  p  den  Trägheitsradius  des  Systems  für  die 
Beschleunigungsaxe  g  und  die  Deviationsradien  für  die  Ebenen 
der  xz  und  yz.  Für  die  Reduction  in  Bezug  auf  den  Massenmittel- 
punkt S  tritt  an  die  Stelle  von  x  der  Trägheitsradius  für  die  zu 
g  parallele  Axe  g0  dieses  Punktes,  während  X,  p  dieselben  Werthe 
haben.  In  Betreff  der  Reduction  für  die  Centralaxe  hat  man 
auf  GS  jenseits  S  den  Punkt  G'  so  zu  bestimmen,  dass,  wenn 
SG'  =*f  gesetzt  wird,  die  Gleichung  ff  =  %\  erfüllt  wird;  die 
Centralaxe,  parallel  der  Resultanten  I2(1>,  schneidet  eine  durch 
G'  zu  g  parallele  Axe g'  im  Abstände  q  von  (?',  sodass  fq=  —  k*  ist. 
Das  der  Centralaxe  entsprechende  Axenmoment  ist  6r(l)=  —  &Mp2. 

§.  5.  Für  ein  ebenes  Punktsystem  ist  jede  zur  Ebene  senkrechte  Axe 
eine  Hauptaxe  und  werden  daher  As,  p2,  q  und  G(1)  für  die  Centralaxe  Null. 
Die  Centralaxe  fällt  in  die  Ebene  des  Systems  und  sind  die  Kräfte  m<p  im 
Allgemeinen  einer  Einzelresultanten  M^  =  M&f  äquivalent.  Für  die  Re- 
duction in  Bezug  auf  S  wird  6r(1)  =  &M%\ . 
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Es  seien  C,  C  (Fig.  117)  der  Mittelpunkt  der  Geschwindigkeiten  und 
der  Schnittpunkt   der   Centralaxe'  der  Momentankräfte  mit  der  Linie  CS. 

Dann  ist  (Cap.  I,  §.  3)  ad  **=*%\.    Da  nun   auch 
ff  =  *l  ist,  so  folgt  ad  =  ff.    Daher: 

Im  ebenen,  in  seiner  Ebene  sich  be- 
wegenden System  liegen  die  Mittelpunkte 
C,  G  der  Geschwindigkeiten  und  der  Be- 
schleunigungen mit  den  Punkten  C ,  G\ 
in  welchen  die  Verbindungslinien  von  C 
und  G  mit  dem  Massenmittelpunkte  S  von 
Fig.  in.  den    Centralaxen    der    Momentankräfte   mv 

und    der  «continuirlichen    Kräfte    m<p   erster 
Ordnung  getroffen  werden,  auf  demselben  Kreise. 

Drei  der  vier  Punkte  (7,  G}  C,  G'  bestimmen  daher  den  vierten. 
Fällt  der  Mittelpunkt  C  der  Geschwindigkeiten  mit  S  zusammen,  so  rückt 
C  ins  Unendliche  und  geht  der  Kreis  in  die  Gerade  GG'  über;  die  Mo- 
mentankräfte sind  einem  Paare  coMx]  äquivalent  Fällt  C  in  S,  so  hat 
das  System  eine  Translationsgeschwindigkeit.  Aehnliches  tritt  ein,  wenn 
der  Mittelpunkt  G  der  Beschleunigungen  mit  S  zusammenfällt;  dann  rückt 
G'  ins  Unendliche  und  werden  die  Kräfte  mtp  einem  Paare  toM%\  äqui- 
valent Fällt  G'  mit  S  zusammen,  so  geht  Ü(I)  durch  5,  rückt  G  ins  Un- 
endliche und  werden  die  Beschleunigungen  aller  Systempunkte  geometrisch 
gleich.  Treten  C  und  G  beide  in  S  ein,  so  wird  das  System  von  einem 
Momentankräftepaar  ergriffen  und  von  einem  continuirlichen  Paare  beschleu- 
nigt ;  fallen  C  und  G'  beide  zusammen  in  S,  so  besitzt  das  System  Trans- 
•  - 

lationsgeschwindigkeit  und  erlangen  alle  Systempunkte  parallele  und  gleiche 
Beschleunigungen  desselben  Sinnes  (Translationsbeschleunigung). 

In  dem  allgemeineren  Falle  des  §.  4  bestimmen  die  Axen  c  und  g 
mit  S  zwei  Ebenen,  welche  von  den  Besultanten  R  und  22(1)  in  zwei  Punkten 
geschnitten  werden,  die  mit  c  und  g  auf  einem  Cylinder  liegen. 

§.  6.  Botirt  das  System  zu  den  Zeiten  t  und  t  -\-  dt  um  zwei  sich 
in  einem  Punkte  0  schneidende  Axen  c,  c  mit  den  Winkelgeschwindig- 
keiten oi  und  co  -f-  da>y  so  ist  nach  B.  I,  S.  479  der  Punkt  O  Mittelpunkt 
der  Beschleunigungen ;  durch  ihn  geht  die  Axe  h  der  Winkelbeschleunigung 
a  =  (ö>'*  -f-  co2t(M),  welche  in  die  Ebene  (cc)  fällt  und  gegen  c  unter 
dem  Winkel  Arctg  (co  i|j  :  o/)  geneigt  ist,  wo  ty  die  Wechselgeschwindigkeit 
der  Axe  c  bezeichnet  Botirt  das  SyBtem  um  zwei  sich  kreuzende  Axen  c,  c\ 
so  liegt  der  Mittelpunkt  G  der  Beschleunigungen  nicht  auf  der  Axe  c,  zieht 
man  aber  durch  G  zwei  Axen  parallel  zu  c  und  hy  so  bildet  sich  die  Be- 
schleunigung eines  Systempunktes  mit  Hülfe  dieser  Axen  in  derselben  Weise, 
wie  in  dem  Falle,  dass  c,  c   sich  schneiden.    Wir   können  daher  uns  auf 
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den  allgemeineren  Fall  beschränken.  Die  Beschleunigung  eines  System- 
punktes M  hat  eine  centripetale  Componente  co2r  und  eine  von  der  Winkel- 
beschleunigung a  herrührende  ccr,  wo  r  und  r  seine  Abstände  von  den 
Axen  c,  h  des  Punktes  G  bezeichnen.  Die  erstere  schneidet  c  rechtwinklig 
und  ist  c  zugewandt,  die  letztere  ist  senkrecht  zur  Ebene  (ä,  M)  und  har- 
monirt  mit  dem  Sinne  von  a.  Die  diesen  Gomponenten  entsprechenden 
Kräfte  mco2r  und  mar  können  für  den  Punkt  G  nach  den  im  Vorstehen- 
den entwickelten  Methoden  leicht  reducirt  werden.  Sie  liefern  eine  Re- 
ductionsresultante  l#l)  gleich  dem  Producte  aus  der  Masse  des  Systems 
und  der  Beschleunigung  des  Massenmittelpunktes  S,  von  derselben  Richtung 
und  demselben  Sinne,  wie  diese.  Sie  liefern  ferner  ein  Paar,  dessen  Axen- 
moment  aus  den  Axenmomenten  der  Centripetalkräfte  und  denen  der  Kräfte 
mar  nach  Anleitung  des  §.  4  gebildet  werden  kann,  indem  diese  letzteren 
sich  wie  Tangentialkräfte  in  Bezug  auf  die  Axe  h  verhalten. 

Grösserer  Uebersicht  halber  wollen  wir  jedoch  die  Winkelbeschleu- 
nigung a  in  ihre  tangentiale  und  normale  Componente  oo'  und  cot/;  um  die  Axe  c 
und  die  Axe  n,  welche  in  der  Ebene  (cti)  senkrecht  zu  c  ist,  spalten  und 
dabei  den  Punkt  G  als  Ursprung  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems 
der  xy  y,  z  ansehen,  dessen  z-  Axe  mit  c  und  dessen  x-  Axe  mit  n  zusammen- 
fällt, positiv  im  Sinne  von  oo  und  coty  genommen  und  dessen  Drehungssinn 
um  die  #-Axe  mit  co .  harmonirt. 

Die  Centripetalkräfte  mw2r  (Fig.  118),  deren  Richtungscosinusse  —x:r, 
—  #:r,  0  sindy  haben  die  Componenten  — mcoPx,  — ma>2#,  0  und  liefern 

zur    Bildung    der    Reductionsresultanten  RM    die    Com- 
ponenten 

XU)  =  —  rfZmx  =  —  u'jlf*,, 

r<f) *%2myx  =  -  a>*Myi ,       Z™  =  0, 

wo  ^,  yn  zl  die  Coordinaten  des  Massenmittelpunktes 
S  bedeuten.    Dieselben  gehen  zusammen  zu  der  Kraft 

***-M  jb(D  _  u*M  {x\  +  y\)i  —  m*Mf,  wenn  f  den  Abstand 

des  Punktes  S  von  c  bezeichnet  und  diese  hat  die  Richtung  und  den  Sinn 
der  Centripetalbeschleunigung  co2/*  des  Massenmittelpunktes.  Die  Centri- 
petalkräfte liefern  ferner  Paare,  deren  Axenmomente  mw*rz  die  Richtungs- 
cosinusse y  :  r,  —  x  :  r,  0  besitzen  und  sich  vereinigen  zu  den  Componenten 
parallel  den  Coordinatenaxen: 

ZU)  =  a>*2myz  =  Z)co2,     JfW  —  —  &%2mzx  =  -  Eu>\     N™  =  0, 

wenn  wir  die  Bezeichnungs weise  von  B.  I,  S.  104  in  Anwendung  bringen. 
Es  ist  daher  das  Axenmoment  der  Centripetalkräfte  ©<■>  =»  a>2  (D*  +  E*)t 
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Flg.  119. 


und  seine  Richtungscosinusse  sind  proportional  D,  — 2£,  0;  es  steht  also 
senkrecht  auf  c. 

Die  Tangentialkräfte  mcoV  (Fig.  119)  besitzen  die  Richtungscosinusse 
—  y-r}  x:ry  0   und  die  Componenten  — wco'y,  mco'g,  0;  sie  liefern  zur 

Bildung  der  Reductionsresultanten  die  Beiträge 

2*«  =  —  m'Zmy  =  —  <o'Myly 

^>>;v  YM<=*uZmx= u'Mx^     Z™  =  0, 

x  aus   welchen  die  Kraft  R[l)  =  w'Jtf /*  entspringt  von  der 

Richtung  und  dem  Sinne  der  Tangentialbeschleunigung 
wf  von  S.  Die  Axenmomente  mtor.GM  der  Tangential- 
kräfte zerfallen  in  marz  mit  den  Richtungscosinussen 
—  a;  :  r,  —  y  :  r,  0  und  mmr*  parallel  der  *-Axe,  so- 
dass das  Paar  6^  der  Tangentialkräfte  zu  Componenten  hat 

£(0  =  —  tüZmzx  =  —  Ev>\     MM  —  —  co'-Emy*  =  —  D«,     JV  f1*  —  Ca 

und  sein  Werth  G*1*  =  »  (C2  +  Z)a  +  -E2)*  ist,  mit  den  Richtungs- 
cosinussen proportional  — E,  — D,  C. 

Die   Paare   G{cl)  und   G^  der  Centripetal-  und  Tangentialkräfte  sind 

senkrecht  zu  einander  und  können  daher  in  ein  Paar  vereinigt  werden,  für 
welches  das  Quadrat  des  Azenmomentes  (D2  -f-  E2)  (co4  +  co'2)  -f-  C2a>'2 
ist.    Seine  Richtungscosinusse  sind  proportional 

Z)«2  —  En\    —  (Ä»,  +  D»)i    Cn. 
Die  Kräfte  tnatyr   (Fig.  120),  welche  der  Normalwinkelbeschleunigung 
entsprechen,  liefern,   da  sie  die  Richtungscosinusse  0,   — z:r,  y:r   und 

die  Componenten    0,    —  mtotyz,   tnwtyy    besitzen,    als 
Beitrag  zur  Bildung  von  Rw: 

JW  =  0,      XW  =  —  myZmz  =  —  a>rpMziy 

ZfM  =  wtyZmy  =  (oiffMyl 

und  treten  zusammen  zu  der  Kraft  B^l)  =  cotyMd ,  wenn 

S  den  Abstand  ö  =  (y\  -f-  z]p  des  Massenmittelpunktes 
von  der  Aze  n  bedeutet.    Dieselbe  stimmt  nach  Rich- 
tung  und    Sinn    mit   der    Beschleunigung  mtyS    dieses 
Punktes  überein. 
H^s  Paar    der  NormalwinkelbeschleunigungBkräfte  bildet    sich    analog 
dem  Paare  der  Tangentialkräfte.    Man  erhält  seine  Componenten  aus  denen 
jener,  indem  man  m  mit  cot//  und  z,x,y  resp.  mit  x,y}  z  vertauscht,  nämlich 


Fig.  120. 
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Das  Axenmoment  des  Paares  selbst  ist  G^  =  wtp  (A*  +  E%  +  ^*)     un<* 

seine  Richtungscosinusse  sind  proportional  Ay  — F3  — E. 

Aus  den  Grössen  #l\  R\l\  &l):   G™,  G{1\  G™  setzen  sich  die  Re- 

ductionselemente  Ä(1),  6r(1)  der  Kräfte  m^  zusammen.  Sind  nämlich  X^\ 
F<1\  Z<1>;  Z<1>,  MSl\  NM  die  Componenten  von  Ä<1>  und  <?<l\  so  haben  wir: 

XM  =  —  a>2Mxl  —  w'Jfyi,  £<*>  =  Dm2  —  #»'  +  Amty, 

yd)  =  —  co2Jfyt  +  ö'Jtfa?!  —  «oif;^,     -Zlf<1>  =  —  Em*  —  Do'—  Foij/, 

ZW  =  cöt-^yi,  #(1)  =  Cm  —  JEoitJ;. 

Die  für  den  Mittelpunkt  G  der  Beschleunigungen  ausgeführte  Kräfte- 
reduction  können  wir  leicht  auf  den  Massenmittelpunkt  S  übertragen.  Die 
Resultante  2?(1>  erleidet  dabei  keine  Aenderung,  zu  dem  resultirenden  Paare 
6r(l)  tritt  aber  das  aus  der  Verlegung  entspringende  Paar  ( — RWy  JR(1)) 
hinzu,  dessen  Componenten 

—  (yxZ^  -  ^YM)  =  —  mtMyx»l  +  a'Mx^  -  a>^üf  (y\  +  z\\ 

—  (^X(1)  —  xtZ^)  =       v^Mx^  +  foMyxzx  +  rotf;  Jf  a*^ , 

—  fol™  -  ÄIW)  =  -  o/Jf  (*J  +  yj)  +  »flf*^, 

sich  mit  Z(l\  üf*(1),  AT(1)  verbinden.  Um  sie  leichter  mit  ihnen  zu  ver- 
einigen, wollen  wir  S  als  Ursprung  eines  Coordinatensystems  der  #,  yf  z 
von  denselben  Axenrichtungen,  wie  das  bisherige  ansehen.  Dann  sind  x^y^z 
durch  xx  -\-x,  yx  +y>  *i  -\-z  zu  ersetzen  und  werden  dadurch  A  =  Zm(y*-\-z2)i 
C  =  Zm  (x*  +  y2),  D  =  Zmyzy  E  =  ^mxra;,  F  =  -Srosy  mit  Rücksicht 
auf  Zmx  =  Zmy  =  2m  z  =  0  f ür  die  neuen  Coordinaten  übergehen  in 
die  Formen 

A  -Zm(y2  +  z2)  +  M (y\  +  ,}),     C=Zm(x2  +  y*)  +  Jf  (*J  +  tf), 
D  =  Zmyz  -f-  Jf^^     JE  —  2:w^a;  +  Mti^n    E  =  Zmxy  +  Mxxyx. 

Hiermit  werden  die  obigen  Grössen  Z*l),  M^\  N*V  zu 

£(*)  =      m2Zmxz — m'Zmzx+mtyZm(y2+£)  +  v>2Mylzl--&Mzlxl 

+  •♦*<*;  +  *;), 

Jf  (0  äs  —  v?Zmzx  —  üb!  Zmyz  —  mtyZmxy  — afMz^  —  o>Mylzl 

—  »npMx1yl3 

NM=  <oZm(x*+y*)—toii>Zmzx  +m,M(x2l+y]) 

—  cotyMXiti 

und  sieht  man,  dass  durch  den  Zutritt  von  ( — i?(1),  B(l))  die  Compinenten 
des  resultirenden  Paares  für  S  dieselbe  Form  wie  für  G  annehmen  und 
die  obigen  Formeln  für  beide  Fälle  benutzt  werden  können,  wenn  man 
unter  A}  C,  D,  E,  F  die  Werthe  der  Trägheits-  und  Deviationsradien  für 
die  betreffenden  Axen  der  2,  z  und  der  Ebene  yz}  ex,  xy  versteht. 
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Die  Betrachtungen  dieses  Paragraphen  zusammenfassend  erhalten  wir 
den  Satz: 

Die  Reduction  der  Kräfte,  welche  den  allgemeinsten  Fall 
des  Beschleunigungszustandes  eines  unveränderlichen  Systems 
mit  bestimmtem  Mittelpunkte  G  der  Beschleunigungen  hervor* 
zurufen  im  Stande  sind,  liefert  eine  Resultante  2?(1)  gleicher 
Richtung,  gleichen  Sinnes  und  proportional  mit  der  Be- 
schleunigung des  Massenmittelpunktes  und  ein  Paar  G(1),  wel- 
ches ftlr  die  Reduction  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  G  der 
Beschleunigungen  aus  drei  Paaren  entspringt,  dem  Paare  der 
Centripetalkräfte,  dem  der  Tangentialkräfte  und  dem  von  den 
Winkelbeschleunigungskräften  herrührenden  Paare,  gebildet  in 
Bezug  auf  die  durch  G  parallel  zur  Momentanaxe  und  zur  Winkel- 
beschleunigungsaxe  h  gelegten  Axen.  Die  Axenmomente  der  bei- 
den ersten  Paare  sind  unter  einander  und  zur  Momentanaxe 
senkrecht  Für  die  Reduction  bezüglich  des  Massenmittelpunktes 
S  behält  GM  dasselbe  Bildungsgesetz  bei,  und  gehen  die  darin 
auftretenden  Constanten  A,  C,  D,  E,  F  (Trägheitsmomente  und 
Deviationsmomente)  in  die  entsprechenden  Grössen  für  S  über. 

Fallen  die  Punkte  G  und  S  zusammen,  so  werden  xt1  yu  z1  und  da- 
mit XW,  TW,  Z<x>  und  also  auch  H<«  —  0,  d.  h.  die  Kräfte  eines 
unveränderlichen  Systems,  dessen  Mittelpunkt  der  Beschleu- 
nigungen mit  dem  Massenmittelpunkt  zusammenfällt,  sind  einem 
Paare  äquivalent  und  umgekehrt.  * 

Sind  xx  und  yx  Null,  so  werden  X^  =  0,  Z^  «=  0  und  reducirt  sich 
i?(1)  auf  Y(1)  =  —  myM0u  d.  h.  liegen  G  und  S  auf  einer  zur  Momentan- 
axe parallelen  Geraden,  so  ist  JB(l)  senkrecht  zur  Ebene  der  Axen  c  und  A, 
d.  h.  es  hat  -ß(1)  die  Richtung  der  Orthogonalgeschwindigkeit  des  Systems. 

Die  Reduction  für  die  Centralaxe  ist  zwar  nach  B.  I,  S.  52  durch- 
führbar, liefert  jedoch  für  die  Componenten  des  Paares  G(1)  etwas  unge- 
fügige Formeln. 

§.  7.  Die  bisherigen  Untersuchungen  setzen  uns  in  den  Stand,  die 
Wirkung  eines  Kräftesystems  zu  bestimmen,  welches  an  einem  unveränder- 
lichen Punktsystem  angreift.  Dieselbe  kann  in  doppelter  Weise  ausgedrückt 
werden.  Man  denke  sich  das  System  der  Momentankräfte  mv,  welches  den 
Geschwindigkeitszustand  des  Punktsystems  zur  Zeit  t  hervorzurufen  vermag 
und  reducire  dasselbe  für  irgend  einen  Punkt,  z.  B.  für  den  Massenmittel- 
punkt S  auf  Resultante  [S]  und  Axenmoment  [ff].  Man  reducire  ebenso 
die  Momentankräfte,  welche  den  Geschwindigkeitszustand  zur  Zeit  t  +  dt 
bestimmen,  für  S  und  wird  erhalten  \ß]  +  [dR]  und  [G]  +  [dG\,  d.  h. 
es  werden  sich  B  und  G  um  gewisse  geometrische  Differentialien  geändert 


398  Aequivalenz  der  Kräfte  mq>  im  ebenen  System.    IV.  Th.,  Cap.  II,  §.  8. 

haben.  Nun  entsteht  der  Geschwindigkeitszustand  des  Systems,  welcher  der 
Zeit  t  -\-  dt  entspricht  ans  dem  Geschwindigkeitsznstand  für  die  Zeit  f ,  in- 
dem der  Beschleunigungsznstand,  entsprechend  der  Zeit  t,  hinzutritt,  welcher 
zu  den  Geschwindigkeiten  der  Systempunkte  die  Elementarbeschleunigungen 
hinzufügt.  Denken  wir  uns  nun  die  Kräfte  mp,  welche  den  Beschleunigungs- 
zustand zugeben  vermögen,  gleichfalls  für  den  Punkt  8  auf  Resultante  [2?(1)] 
und  Axenmoment  [&(1)]  reducirt,  so  sind  [B{l)di]  und  [G^dt]  die  unendlich 
kleinen  Kraftelemente,  welche  die  Elementarbeschleunigungen  geben  und 
da  dies  "auch  [dK]  und  [dG]  leisten,  so  folgt  die  Aequivalenz  ([dfJS], 
[dG])  =  ([Ä^cft],  [G{l)dt]),  welche  sich  sofort  in  die  beiden  geometrischen 

Gleichheiten  [dB]  =  [R^dt]  und  [dG]  =  [G^dt]  oder    R**]  =  [2*(l>], 

[^]  —  [(?<*>]  auflöst;  d.  h.: 

Die  Reductionselemente  i2(1),  tf(1),  nämlich  Resultante  und 
Axenmoment  der  Kräfte  erster  Ordnung,  entsprechend  der  Re- 
duction  für  irgend  einen  Funkt  sind  die  geometrischen  Deri- 
virten  der  Resultanten  R  und  des  Axenmomentes  G  der  Momentan- 
kräfte bezüglich  der  Reduction  für  denselben  Funkt.  In  gleicher 
Weise  sind  die  Elementarresultante  Rf^dt  und  das  Elementaraxen- 
moment  G^dt  die  geometrischen  Differentialien  von  R  und  G. 

Indem  man  die  Reductionselemente  i?^,  6r(1)  des  gegebenen  Kräftesystems 
mit  den  aus  dem  Beschleunigungszustande  in  den  §§.  2,  3,  4,  5,  6  entwickel- 
ten I$l\  6r(1)  zur  Aequivalenz  bringt,  erlangt  man  die  nöthigen  Bedingungen, 
welche  zur  Bestimmung  der  Elemente  des  Beschleunigungszustandes ,  ins- 
besondere des  Mittelpunktes  der  Beschleunigung,  der  Winkelbeschleunigung 
und  deren  Axe  führen.  Sobald  diese  Elemente  bekannt  sind,  kann  die  un- 
endlichkleine Aenderung  des  Geschwindigkeitszustandes  und  also  der  ge- 
änderte, der  Zeit  t  +  dt  entsprechende  Geschwindigkeitszustand  selbst  als 
gefunden  angesehen  werden. 

Indem  man  diese  Betrachtungen  von  Zeitelement  zu  Zeitelement  fort- 
führt, sieht  man  deutlich,  wie  die  Bewegung  des  Systems  in  Folge  eines 
von  der  Zeit  oder  anderen  Grundvariabelen  abhängigen  Kräftesystems  in- 
finiteßimaliter  zu  Stande  kommt. 

§.  8.  Wir  wollen  den  Grundgedanken  des  §.  7  an  dem  einfacheren 
Falle  eines  ebenen  Systems,  in  dessen  Ebene  ein  Punktsystem  Angreift, 
ausführen. 

Der  Geschwindigkeitszustand  des  ebenen  Systems  zur  Zeit  t,  nämlich 
der  Mittelpunkt  C  der  Geschwindigkeiten  und  die  Winkelgeschwindigkeit  o 
um  ihn  seien  bekannt.  Reduciren  wir  das  gegebene  Kräftesystem  für  den 
Massenmittelpunkt  S  auf  RM  und  6r(1),   so  ist  6r(1)  senkrecht  zur  Ebene 
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Systems  und  bestehen  vermöge  der  Aequivalenz  von  RW  und  ff (1)  mit  den 

aus  dem  Beschleunigungszustand   entwickelten  Werthen  dieser  Grössen  die 

Gleichungen 

M&f  =  £<*>,     a'Mxl  —  ff  W. 

Die  zweite  dieser  Gleichungen  gibt  die  Winkelbeschleunigung  <o'=  ff  W :  Jf  xj , 
wo  Xq  der  Trägheitsradius  in  Bezug  auf  die  zur  Ebene  senkrechte  Haupt- 
axe  von  S  ist.  Da  o>  bekannt  ist,  so  erhält  man  hiermit  die  Beschleunigung  0 
in  der  Einheit  des  Abstandes  vom  Mittelpunkte  ff  der  Beschleunigungen 
durch  die  Gleichung  #  =  (w4  +  cd'2)'  und  den  Winkel  X,  welchen  der 
Stral,  der  ff  und  8  verbindet,  mit  der  Richtung  von  &  bildet,  nämlich 
tg  X  ■=*  ß)' :  a>8.  Dieser  Winkel  ist  niemals  stumpf.  Weiter  ergibt  sich 
hierzu  aus  der  ersten  Gleichung  der  Abstand  f  des  Punktes  ff  von  S,  näm- 
lich f=RW  :  itfd.  Man  kann  daher  ff  construiren,  indem  man  um  8  mit 
f  ajf  Badius  einen  Kreis  beschreibt  und  ihn  mit  dem  genannten  Strale 
schneidet.  Um  zu  entscheiden,  welcher  von  den  beiden  Schnittpunkten 
Beschleunigungsmittelpunkt  ist,  suche  man  die  Centralaxe  der  gegebenen 
Kräfte;  sie  schneidet  den  Stral  in  ff'  und  nur  derjenige  Schnittpunkt  mit 
dem  Kreise  kann  ff  sein,  welcher  mit  ff'  auf  entgegengesetzten  Seiten  von 
8  liegt.  Auch  liefert  nach  §.  5  ein  Kreis  durch  ff,  ff'  und  ff'  den  Punkt  ff 
sofort,  wenn  man  den  Punkt  ff',  in  welchem  die  Centralaxe  der  Momentan- 
kräfte den  Stral  CS  rechtwinklig  trifft,  bereits  bestimmt  hat  Indem  man 
die  Richtung  der  Beschleunigung  des  Punktes  ff  bestimmt  (durch  Antragen 
des  Winkels  iL)  erhält  man  die  Richtung  der  Normalen  an  die  Curve  (r) 
oder  (ff)  der  Momentancentra  und  eine  zu  ihr  in  ff  und  eine  andere  zu 
ff  ff  in  ff  rechtwinklige  Gerade  schneiden  sich  im  Mittelpunkte  U  der  Winkel- 
beschleunigung od'. 

Bringt  man  die  Richtungen  der  Centr  alaxen  der  Momentankräfte  und 
der  continuirlichen  Kräfte  zum  Durchschnitt  D  und  setzt  dort  die  Resul- 
tante R  der  ersteren  mit  der  Elementarkraft  R{x)dt  zusammen,  so  erhält 
man  die  Momentankraft  [R]  -f-  [dR]  für  die  Zeit  t  +  dt.  Ein  Perpendikel 
von  S  auf  ihre  Richtung  liefert  den  neuen  Punkt  ff',  wozu  sich  vermöge 
der  Gleichung  CS  •  SC'  =  xj  jenseits,  8  das  neue  Momentancentrum  ff 
durch  den  Abstand  CS  bestimmt  u.  s.  f. 

Reducirt  sich  das  gegebene  Kräftesystem  auf  ein  Paar  ff(1),  ist  also 
RW  =  0,  so  wird  /*=(),  d.  h.  es  fällt  der  Mittelpunkt  ff  der  Beschleu- 
nigungen mit  dem  Massenmittelpunkte  8  zusammen,  d.  h.  ein  Paar  er- 
theilt  dem  System  Beschleunigung  um  den  Massenmittelpunkt. 
Ist  das  System  äquivalent  einer  durch  den  Massenmittelpunkt  gehenden 
Einzelkraft,  d.  h.  geht  die  Centralaxe  der  Kräfte  durch  5,  so  fällt  ff 
ins  Unendliche  und  erlangt  das  System  eine  Translationsbeschleunigung 
(s.  §.  6). 
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Durch  die  Reductionsresultante  i2(1)  am  Punkte  S  wird  dortselbst  die 
Resultante  R  der  Momentankräfte  nach  Grösse  und  Richtung  abgeändert, 
indem  die  Elementarkraft  R^dt  sich  mit  R  zusammensetzt.  Ebenso  wird 
daselbst  das  Axenmoment  G  der  Momentankräfte  durch  Hinzutreten  des 
Elementarmomentes  G^dt  abgeändert.  Da  aber  G  in  allen  Fällen  zur  Ebene 
des  Systems  senkrecht  ist,  sowohl  zur  Zeit  t,  wie  zur  Zeit  t  +  dt,  so 
ändert  sich  G  blos  der  Grösse  nach  und  ist  G^dt  das  Differential  dG  im 
gewöhnlichen  Sinne. 

§.  9.  Um  den  Beschleunigutfgszustand  zu  bestimmen,  in  welchen  ein 
räumliches  Punktsystem  durch  ein  gegebenes  Kräftesystem  versetzt  wird, 
reducire  man  das  Kräftesystem  für  den  Massenmittelpunkt  S.  Man  erhält 
eine  Resultante  22(1)  und  ein  resultirendes  Paar  G^l\  deren  Gomponenten 
mit  den  §.  6  gefundenen  äquivalent  sind.  Zerlegt  man  also  i?(1>  und  #(1) 
nach  drei  zu  einander  rechtwinkligen  Richtungen  der  x,  y,  z,  von  tysnsa 
die  *~Axe  die  Richtung  der  Momentanaxe  hat,  während  die  beiden  anderen 
sich  in  S  schneidenden  Axen  eine  beliebige  Lage  haben  können,  so  genügt 
eine  Goordinatentransformation  in  der  a?y-  Ebene  um  die  sechs  Gleichungen 
des  §.  6  X«\  YV\  ZW  und  ZW,  M™,  W»  für  die  Bestimmung  der  Coor- 
dinaten  xu  yn  zx  des  Massenmittelpunktes  in  Bezug  auf  das  Beschleunigungs- 
centrum und  mithin  auch  die  Coordinaten  —  xx ,  —  y1)  —  zv  des  Beschleu- 
nigung8centruinß  in  Bezug  auf  £,  sowie  der  Grössen  o>',  ty  und  der  Lage 
der  dortigen  x-Axe  gegen  die  jetzige  mit  Hülfe  eines  Winkels  X  zu  be- 
stimmen. Man  wird  nämlich  A,  D,  E}  F  durch  l  und  die  entsprechenden 
Grössen  für  die  neuen  Axen  ausdrücken  und  Hl\  M^l)  durch  die  Gom- 
ponenten von  6r(1)  parallel  diesen  Axen  darstellen. 

Ist  R  W  =  0,  also  XM  =  r^  =  Z(1)  =  0,  so  verschwinden  s,  y,  *, 
d.  h.  verschwindet  die  Resultante  der  Kräftereduction,  so  fällt 
der  Mittelpunkt  der  Beschleunigungen  mit  dem  Massenmittel- 
punkte zusammen,  d.  h.  ein  Paar  (r(1)  ertheilt  dem  System  Be- 
schleunigung um  den  Massenmittelpunkt 

Ist  ö^  «  0,  so  erlangen  alle  Systempunkte  geometrisch  gleiche  Be- 
schleunigungen jß*1) :  M. 

Sind  R(l\  Gw  Null,  so  bleiben  die  Resultante  R  und  das  Axen- 
moment G  der  Momentankräfte  ungeändert  nach  Grösse  und  Richtung. 

§.  10.  Die  bisherigen  Reductionen  der  Kräfte  geben  uns  eine  deut- 
liche Einsicht  in  den  Vorgang  der  Bewegung  des  Systems,  liefern  aber 
vermöge  der  speziellen  Wahl  der  Goordinatenaxen,  welche  nicht  unabhängig 
von  dem  Beschleunigungszustande  gewählt  sind,  unsymmetrische  Formeln. 
Um  die  Darstellungsweise  symmetrisch  zu  gestalten  und  insbesondere  die 
Gomponenten  des  resultirenden  Paares  in  einer  für  die  Rechnung  zweck- 
massigeren  Gestalt  zu   erhalten,  wählen  wir  drei    beliebige   rechtwinklige 
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Coordinatenaxen  des  Massenmittelpunktes  £,  welche  im  System  fest  und 
mit  ihm  beweglich  sind.  Indem  wir  die  Elementarbewegung  des  Systems 
zur  Zeit  t  auflösen  in  eine  Translation,  welche  durch  die  Bewegung  des 
Massenmittelpunktes  S  angegeben  wird  und  eine  Rotation  um  die  durch 
diesen  Punkt  zur  Momentanaxe  parallel  gelegte  Axe  cx  (s.  B.  I,  S.  284)  und 
dasselbe  zur  Zeit  t  -\-  dt  gleichfalls  ausfuhren,  zerfällt  der  Beschleunigungs- 
zustand des  Systems  in  eine  allen  Funkten  gemeinsame  Beschleunigung, 
gleich  der  Beschleunigung  des  Punktes  S,  die  Centripetalbeschleunigung 
nach  cx  hingehend  und  die  von  der  Winkelbeschleunigung  um  eine  zur  Axe 
der  Winkelbeschleunigung  parallele  Axe  \  des  Punktes  &  Die  Reduction 
der  Kräfte  für  8  liefert,  wie  bisher  eine  Resultante  -ß(1)  an  8  gleich  dem 
Produkt  der  Masse  des  Systems  und  der  Beschleunigung  von  £,  indem  die 
von  den  Centripetal-  und  Winkelbeschleunigungskräften  herrührenden  Be- 
standteile der  Reductionsresultanten  vermöge  der  Eigenschaften  2mx  =  0, 
Zmy  =  0,  2m  z  =  0  verschwinden.  Die  Componenten  der  centripetalen 
Beschleunigung  des  Systempunktes  (xyz)  sind  nach  B.  I,  S.  494 

G>y  (xmx  +  y&y  +  z®z)  —  w2y» 

G>,  (X(Ox  -f-  y&y  +  #«*)  G>2£ 

und   ebenso   sind  die  von  der  Winkelbeschleunigung   herrührenden  Compo- 

«  d(ox     da)«     da)9 

nenten,  wenn  für  aXj  ay,  a2  ihre  Werthe  -j- ,    -r-*,  -7-  eingesetzt  werden 

dt       dt        dt 

dco„  d(o,        d(oz  d<ox        dmx  da» 

—  -  z 1/.        —  X  — Z.    V X. 

dt  dt  Jy     dt  dt     '     dt  y        dt 

Die  Componenten  der  Kraft,  welche  dem  Punkte  diese  Beschleunigungs- 
componenten  ertheilt,  sind  daher 

X  =  m  \a>x  (xnx  +  ya>y  +  zo>,)  —  <a2x  +  (-^y  z  —  -~  yj\  , 
Y  =  m  \ay  (xa>x  +  yuy  +  zu,)  —  a2y  +  \~  x  —  —  z)j  , 

Zm  =    |«Ä  (xax  +  y<oy  +  zn£)  —  a*z  -f-  ^  "*  y jfx)\  • 

Ihre  Summen,  über  das  System  erstreckt,  verschwinden;  dagegen  liefern 
sie  die  Paare  yZ  —  zY,  zX  —  a;Z,  xY  —  yX,  welche  gleichfalls  durch 
das  ganze  System  hindurch  zu  summiren  sind.  Bilden  wir  zunächst  die 
Bestandteile,  welche  von  der  Winkel  beschleunigung  herrühren.  Sie  liefern 
in  die   Summe  2{yZ —  zY)  die  Glieder 

.-2m(f+f)-1JlXmx9-    dt   Amt«, 

ScHBiiL,  Mechanik.   II.  26 
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welche  mit  Rücksicht  auf  die  Bezeichnungsweiße 

2m  (y2  +  **)  +  A,     2m  («■  +  **)  =  B,     2m  (a*  +  y2)  —  C, 

2myz  =  D,  2mzx  =  jE7,  2m xy  =  .F 

in  der  Form 

da)« 


4 


d* 


dt  dt 


geschrieben  werden  können.    Ebenso  enthalten  die  Summen  2(zX —  xZ) 
und  2(xY — yX)  von  Seiten  der  Winkelbeschleunigung  die  Bestand theile 

d<ox 


—  F 


T       dt  dt  dt 


D*Zl+Cdma 


dt     '         dt  dt    ""  dt  dt     '         dt 

Die  Vergleichung  dieser  Ausdrücke  mit  den  Ausdrücken  Cap.  I,  S.  366  zeigt 
aber,  dass  diese  Grössen  die  Differentialquotienten  der  Componenten  des 
resultirenden  Paares  G  der  Momentankräfte  nach  der  Zeit  sind,  nämlich: 

A  da>x        tpdcny       ^dcüt       dGx 


—  F 


dt 

JL' 

dt 

JOj 

dt 

dt 

da)x 
dt 

+ 

B 

dwy 
dt 

— 

D 

da>z 
dt 

dGy 
dt 

da>x 
dt 

— 

B 

d(Oy 

dt 

+ 

C 

dfoM 
dt 

B=S 

dG, 
dt 

—  JE? 


Für  die  Bestandteile,  welche  die  Centripetalkräfte  in  jene  Summen  liefern, 
erhalten  wir,  wenn  wir  resp.  mtay  •  &*,  mto,  •  y*,  max  •  z2  im  Minuend  und 
Subtrahend  addiren  und  subtrahiren,  z.  B.  für  die  erste  Summe: 

a>„  [ —  o>x  '  2mzx  —  ay2myz  +  m»2m  (a?  +  #*)]» 

—  w,  [ —  cox  •  2mxy  -f-  coy2tn  (z2  +  x2)  —  <ot2myz]% 
=  toy  [ —  E(ox  —  Do)y  +  CwJ, 

—  o)t  [ —  Fa>x  +  -ßwy  +  Dß),  ]  =  ö>yG,  —  <*>*Gy. 

Ebenso  für  die  beiden  anderen  Summen  a>zGx  —  cox6rt,  &xGy  —  G>yGx. 
Fügen  wir  alle  Theile  zusammen,  so  ergeben  sich  die  Componenten  G^, 
G^\  £r(1)  des  resultirenden  Paares  G^  für  den  Massenmittelpunkt 

ffCU  —  ^J- 

x  A*        I 


o«- 


dg, 
dt 


+ 


»j, 

», 

G, 

G, 

0», 

w» 

<?. 

ff, 

(S(i)  =  *®£   , 


(Ox    CO 

GL  G 


Wählt  man  die  Hauptaxen  des  Massenmittelpunktes  zu  Coordinaten- 
axen,  so  werden  die  Componenten  des  Paares  G  der  Momentankräfte 
Gx  =  Amx,  GtJ  =  2?wyi  Gz  =  C<az  (Cap.  I,  §.  9),   oder,  indem  wir  nach 
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der  üblichen  Bezeichnungsweise  cox  =p,  coy  «=  q,  a>j  =  r  setzen,  Gx  =  Apy 
Qy  =  Bq,  Gt  —  Cr  und  nehmen  die  Componenten  des  resultirenden  Paares 
der  continuirlichen  Kräfte  die  Form  an: 

G'  =  Ä  %  + qr  (c  -B)> 

G?  =  B%+rP{A-C),m 

Gi1'  =  C  |>+  pq  (B  -  Ä), 

welche  Form  zuerst  von  Euler  gegeben  wurde. 

Es  ist  von  Wichtigkeit,   den  Inhalt  und  die  Bildungsweise  der  Aus- 
drücke für  Gxl\  6r(l),  G^  genau  zu  kennen.    Die  Bedeutung  der  drei  ersten 

Glieder  — ~ ,  — p ,   — -^ ,  welche  von  der  Winkelbeschleunigung  herrühren, 
dt        dt        dt 

ist  sehr  einfach.    Construirt  man  im  Reductionspunkt  das  resultirende  Axen- 

moment  G  der  Momentankräfte,  so  sind  GX1  Gy,  GM  die  Coordinaten  vom 

Endpunkte  der   Strecke,    welche  dies  Moment   in    Bezug   auf  die   beweg- 

» 

liehen  Axen  darstellt  Dasselbe  ändert  aber  mit  t  seine  Grösse  und  Lage  im 
System  und  es  stellen  die  drei  Differentialquotienten  die  relativen  Ge- 
schwindigkeitscomponenten  des  Endpunktes  dieser  Strecke  dar.  Nicht  viel 
complicirter  ist  die  Bedeutung  der  drei  Glieder  myG,  —  (otGy)  aMGx  —  axGM, 
a>xGv  —  coyGx.  Zieht  man  nämlich  durch  den  Endpunkt  von  G  eine  Gerade 
parallel  der  Momentanaxe  und  trägt  eine  Strecke  geometrisch  gleich  od  auf 
ihr  und  die  entgegengesetzte,  — oo,  an  S  auf,  so  erhält  man  ein  Paar 
(u,  — o),  dessen  Moment  eine  Translationsgeschwindigkeit  darstellt,  nach 
derjenigen  „Seite  der  Ebene  des  Paares  gerichtet,  von  welcher  aus  gesehen 
die  Stellung  der  Pfeilspitzen  mit  der  Uhrzeigerbewegung  harmonirt.  Das 
Moment  desselben  ist  das  Produkt  coK  aus  a>  und  der  Projection  K  des 
Axenmomentes  G  auf  eine  zur  Momentanaxe  senkrechte  Ebene.  Da  K  gleich 
dem  Abstände  des  Endpunktes  von  G  von  der  Momentanaxe  ct  des  Re- 
duetionspunktes  ist,  so  ist  coK  zugleich  die  Geschwindigkeit,  welche  der 
mit  dem  Endpunkte  von  G  zusammenfallende  Systempunkt  der  Winkel- 
geschwindigkeit g>  um  ct  verdankt.  Mit  Hülfe  der  Componenten  ©*,  cay,  (o, 
von  cd  und  der  Coordinaten  Gx,  Gy,  GM  des  Endpunktes  von  G  erhält  man 
die  Componenten  dieser  Geschwindigkeit  oder  des  Axenmomentes  <oK  in 
Bezug  auf  die  beweglichen  Axen  nach  B.  I,  S.  273,  nämlich 

1  M 
,  my 

\g, 

Sie  stellen  die  zweiten  Glieder  in  den  obigen  Ausdrücken  für  Gxl\  G^,  G™ 

dar.    Demnach  drücken  die  obigen  Gleichungen  Folgendes  aus: 

26* 


a, 

». 

«X 

<ox 

toy 

G, 

1 

k 

Gx 

1 

Gx 

Gy 
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Das  resultirende  Paar  der  continuirlichen  Kräfte,  ent- 
sprechend der  Kräftereduction  für  den  Massenmittelpunkt,  stellt 
die  Geschwindigkeit  des  Endpunktes  vom  resultirenden  Axen- 
momente  der  Momentankräfte  dar,  wenn  dasselbe  im  Reductions- 
punkte  construirt  wird  und  zwar  stellt  die  Componente,  welche 
von  der  Winkelbeschleunigung  veranlasst  wird,  die  relative 
Geschwindigkeit  jdieses  Punktes  im  System,  die  Componente 
aber,  welche  von  den  Centripetalkräften  herrührt,  die  Geschwin- 
digkeit des  mit  diesem  Punkte  zusammenfallenden  Systempunk- 
tes dar. 

Auch  kann  man,  wenn  man  will,  bei  der  Bildung  der  drei  obigen 
Gleichungen  von  dem  eben  verfolgten  Gesichtspunkte  ausgehen,  gleich  ein- 
fach für  die  allgemeine,  als  für  die  Euler'sche  Form.  Da  nämlich  G^dt 
das  geometrische  Differential  von  Q  ist,  so  ist  6r(1)  die  absolute  Geschwindig- 
keit des  Endpunktes  des  Axenmomentes  G.    Die  relativen  Coordinaten  des- 

dp 


selben  sind   nun    für    die    Hauptaxen   z.  B.  Ap,  Bq,  Cr,    mithin   A 


dt' 


dq         dr 
B  ~n »    C  —  die  Componenten  seiner  relativen  Geschwindigkeit.  Das  System 
dt  dt 

besitzt  aber  die  Winkelgeschwindigkeit  a>  um  die  Momentanaxe  und  p,  q,  r 

sind  deren  Componenten.    Sie  ertheilen  mithin  dem  Systempunkte,  der  mit 

jenem  Endpunkte  zusammenfällt,  die  Geschwindigkeitscomponenten 


Demnach  sind 


g.     r 

Bq    Cr 

=  qr(C-B), 

r      P 
Cr  Ap 

=  rp(A-  C), 

P       Q 
Ap  Bq 

=  pq(B  —  A) 

Äft+qr(C-B),    B%  +  rP(A 


C),    Cd£+pq(B-A) 


die  Componenten  G£\  G^\  G^l)  der  absoluten  Geschwindigkeit 

Saint-Guilhem,  dessen  Abhandlungen  [NouveUe  äude  sur  la  thiorie  des 
forces  in  Liouville,  Journ.  de  Math  dm.  T.  XVI  (1851),  p.  347  und  NouveUe 
dttermination  synthetique  du  mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe, 
Liouville,  Journ.  T.  XIX  (1854),  p.  366]  diese  Betrachtungen  zu  Grunde  liegen, 
gibt  noch  folgende  Methode  an,  um  zu  demselben  Resultate  zu  gelangen.  Man 
denke  sich  durch  den  Reductionspunkt  drei  Coordinatenaxen  der  x\  y,  z  von 
fester  Richtung.  Durch  die  Rotation  des  Systems  um  die  Momentanaxe  erlangt 
nun  dasselbe  gegen  diese  Axen  zur  Zeit  t  -\-  dt  dieselbe  Lage,  die  es  gegen  sie 
einnehmen  würde,  wenn  es  nicht  rotirte,  dagegen  jene  Axen  sich  um  die  Momentan- 
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axe  in  entgegengesetztem  Sinne  um  denselben  unendlich  kleinen  Winkel  gedreht 
hätten.  Nimmt  man  nun  auf  einer  dieser  drei  Axen,  z.  B.  auf  der  Axe  der  x\ 
einen  Punkt  tn  an  und  bezeichnet  mit  |,  17,  £  seine  Coordinaten  bezüglich  der 
Axen  der  a?,  yy  z,  so  sind  —  (®y£  —  co^ij),  —  (©, |  —  eo^f),  —  (a>xr\  —  a>y%)  seine 

Geschwindigkeitscomponenten  und  da  dieselben  auch  durch  -7- ,  ~  ,  -z-  dargestellt 
werden,  so  bestehen  die  Gleichungen: 

-  -  mt7i  -  e*y f,        -^  -  aj  -  «J,         ^  =  CDyg  -  a^. 

Nun  seien  a,  a ,  a"  die  Richtungscosinusse  der  Axe  der  x  mit  den  Axen  der  x, 
y,  *  und  (?.,  G »,  6r »  die  Componenten  von  6r  bezüglich  der  Axen  der  a?',  y',  /, 

sodass  z.  B. 

<V  =  «<?,+  a'Or  +  a'ff, 
und  folglich 

dGx.  dGx         ,<*ß         ..dG,,r   d«,r  da'       r  da" 

wird.  Nimmt  man  nun  in  in  der  Entfernung  gleich  der  Einheit  vom  Reductions- 
punkte  an,  so  werden  {  =  a "jj  =  a,  £  =  a",  also  nach  den  obigen  Formeln: 

da  ,  „da  .,  da"  , 

t=s  co  a  —  cd  a  .     -= —  s  0  a    —  co  ä.       — = —  =  o  a  —  cd  a . 

Da  man  aber  über  die  Wahl  der  Axen  x\  yy  z  beliebig  verfügen  kann,  so  lassen 
wir  die  Axe  der  x  mit  der  Axe  der  x  zusammenfallen,  wodurch  a  =  1,  a'  =  a"  =  0 

da  da'  da" 

und  folglich  -=--  =  0,  -rr  =*  —  ©.,     — ^r-  =»  coM  wird.    Hiermit  erhält  man 
dt  dt  *        dt  9 

dG.       dGx 

— -  —  — -  4-  a  G   —  cd  G  . 

d6?x. 
Es  ist  aber  —=—-    die   Geschwindigkeitscomponente    des    Punktes   Gx>,   G  >%   Gz> 

parallel  den  festen  Axen,  d.  h.  die  absolute  Geschwindigkeitscomponente  des 
Punktes,  welcher  im  System  die  Coordinaten  Gx,  G ,  Gs  besitzt,  d.  h.  des  End- 
punktes von  G  und  diese  ist  zugleich  G£\    Daher  folgt 

Gll)  =  — -  4-  <o  G  —  cd  G  . 
*  dt      '       tf    *  *"V" 

Aehnlich  für  die  anderen  Componenten. 

§.11.  Die  Beduction  der  Kräfte,  wie  wir  sie  §.10  aufgestellt  haben, 
gibt  unmittelbar  die  sogenannten  Differentialgleichungen  der  Bewegung  des 
unveränderlichen  Systems.  Sind  in  Bezug  auf  ein  festes  Coordinatensystem 
der  x,  y,  z  die  Coordinaten  des  Massenmittelpunktes  S  zur  Zeit  t  gleich 

<Px      dPy      <&z 
xn  #ii  *i>   so   8^    "jTj  ~Tj£*   lü$    ^e    Componenten    seiner    Beschleu- 
nigung.   Sind  daher  II,  IT,  ZZ  die  Componenten  der  Reductionsresul- 
tanten  J?(1)  der  gegebenen  Kräfte  für  S,  so  bestehen  die  Gleichungen: 

MdP-i;x'     M^F~ZY>     Ml?-:sz' 
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Hierzu  treten  die  Euler'schen  Gleichungen 

-4  ff  +  (^  -  C)  r,  -  GW, 

A^  +  (B-A)pq  =  GV, 

welche  sich  auf  die  Hauptaxen  des  Massenmittelpunktes  beziehen.  Diese 
sechs  Gleichungen  stellen  die  Aequivalenz  des  gegebenen  Kräftesystems 
mit  dem  aus  dem  Beschleunigungszustande  entwickelten  System  der  Kräfte 
mcp  dar.  Sie  können  daher  in  gewissem  Sinne  auch  als  eine  Darstellung 
des  Beschleunigungszustandes  angesehen  werden.  Ist  das  Kräftesystem  für 
alle  Zeiten  gegeben,  so  gelangt  man  durch  ihre  Integration  zur  Kenntniss 
des  Geschwindigkeitszustandes  und  des  Ortes  des  Systems  für  jede  Zeit, 
sobald  noch  die  Lage  der  beweglichen  Hauptaxen  mit  Hülfe  der  Winkel 
qp,  tyf  $  (s.  B.  I,  S.  278)  gegen  das  feste  oder  auch  gegen  ein  in  Trans- 
lation begriffenes  Coordinatensystem  der  x,  y,  z  bestimmt  wird.  Zugleich 
sind  dann  die  Componenten  jp ,  qy  r  der  Winkelgeschwindigkeit  cd  durch  die 
B.  I,  S.  279  angegebenen  Formeln  auszudrücken: 

d&  dy   . 

P  =  "TT  cos  <P  +     77  8in  <P  Bm  «N 

dt  dt 

d&    .  dib 

q  = — -  sin  <p  -\ — —  cos  w  sin  #, 

dt  dt 

dq>        dty 

Endlich  sind  G<*\  G\l\  G™  gleichfalls  durch  cp,  t//,  &  darzustellen.    Sobald 

dies  geschehen,  liefern  die  Euler* sehen  Gleichungen  in  Verbindung  mit 
den  Ausdrücken  für  p,  q,  r  durch  eine  zweimalige  Integration  g>,  if>,  # 
und  j?,  g,  r  als  Functionen  der  £eit  und  ebenso  geben  die  drei  ersten 
Gleichungen  die  Coordinaten  rr,  yf  z  und  die  Componenten  der  Geschwindig- 
keit des  Massenmittelpunktes.  Die  zwölf  Constanten,  welche  die  Integration 
der    sechs    Bewegungsgleichungen    einführt,    sind    durch    die    Werthe    von 

d<p     drU     d&     dx*     dyY     dzx   _     .         ,    .      _  . 
9,*,*;  *,,*,  *l5  lf-,  jj,  -n;    w,   -^,    ^  für  irgend  eine  Zeit  *0, 

d.  h.  durch  die  Stellung  des  Systems  und  die  Componenten  seiner  Trans- 
lations-  und  seiner  Winkelgeschwindigkeit  zu  dieser  Zeit  zu  bestimmen. 

§.  12.  Um  auf  rein  analytischem  Wege  zu  den  Bewegungsgleichuogen  zu  ge- 
langen, verfahren  wir  folgendermassen  : 

Da  die  Componenten  der  Beschleunigung  <jp»  des  Punktes  m%  (£,-,  y,*,  z%) 
parallel  dreien  rechtwinkligen  Coordinatenazen,  die  wir  im  Räume  fest  annehmen 
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wollen,  die  Werthe  -^-,  -^- ,  -^-  sind,  so  stellen  m  -^ ,  i»  -^-, 
m  -tt^-  die  Componenten  der  Kraft  tncpi  dar  und  liefern,  indem  wir  sie  für  den 

•  d  äßt 

Coordinatenursprung  reduciren,  eine  Resultante  von  den  Componenten  Ztm  -ttj-i 

n.    %l'  n    Sit 

Ztm  ~f- ,    Zum  -r-j-  und  ein  resultirendes  Paar  von  den  Componenten 
dt  dt 

Zm  \yi  ~W  -  Zi  ~W) '    Sm  \Zi  "SF  ~  *  1F7  •    2nH  \Xi  1W-yi  -dt*-) ' 

wobei  die  Summationen  über  alle  Punkte  des  Systems  zu  erstrecken  sind.  Sind 
andererseits  X»,  Y»,  Zi  die  Componenten  der  gegebenen,  am  Punkte  (xiyiZi) 
angreifenden  Kraft  P»,  so  liefert  die  Reduction  dieser  Kräfte,  die  sich  an  irgend 
welchen  Punkten  auch  auf  Null  reduciren  können,  ebenso  eine  Resultante  von  den 
Componenten  ZXi,  ZYi,  ZZi  und  ein  resultirendes  Paar,  dessen  Componenten 

Z(&Zi  —  9iYi)%    2(ZiXi-XiZi),    ZfaYi-yiXi) 

sind.  Die  Aequivalenz  beiderlei  Kräfte,  oder,  was  dasselbe  ist,  das  Gleichgewicht, 
welches  zwischen  den  ersteren  und  den  im  entgegengesetzten  Sinne  genommenen 
Kräften  der  zweiten  Art  bestehen  muss,  ergibt  daher  die  folgenden  sechs  Be- 
wegungsgleichungen : 

£m  IfF  =  £Xi [ '     £m  (yi  Ti*~  ~  "  dlw)  ""  z  (y'  Zi  ~ Zi  Yi  ]  • 

Zm  ?*-  -ir„       Zm  {ei  ^  -  Xi^~)  «  Z  (z>  X,  —  Xi  Zi) , 

Ztm  d^  -.  ZZi ,        2m  (x4 d~£  -  yi **{-)  -  Z  («  Yi  -  yi  Xi). 

In  dieser  Form  sinä  die  Bewegungsgleichungen  zur  Lösung  eines  Problems 
nicht  unmittelbar  zu  verwenden,  denn  sie  enthalten  die  Coordinaten  aller  System- 
punkte, während  die  Kenntniss  der  Bewegung  dreier  Systempunkte  hinreicht,  um 
die  aller  übrigen  zu  bestimmen.  Sie  müssen  demnach  so  transformirt  werden, 
dass  blos  Bestimmungsstücke  der  Bewegung  dreier  Punkte  darin  vorkommen.  Als 
solche  Bestimmungselemente  können  die  Coordinaten  solcher  drei  Punkte  gelten. 
Deren  sind  neun.  Da  aber  die  drei  Punkte  unveränderliche  Abstände  behalten, 
welches  durch  drei  Bedingungsgleichungen  ausgedrückt  wird,  so  bleiben  blos  sechs 
jener  Coordinaten  als  erforderlich  übrig  und  zu  ihrer  Bestimmung  reichen  die 
sechs  Bewegungsgleich angen  hin.  Die  drei  Punkte  sind  beliebig  wählbar.  Ver- 
möge seiner  ausgezeichneten  Eigenschaften  empfiehlt  sich  für  den  einen  vor  allen 
der  Massenmittelpunkt  S.  In  der  That  lassen  sich  mit  Hülfe  derselben  die  drei 
ersten  Gleichungen  sofort  so  umschreiben,  dass  in  ihnen  seine  Coordinaten  «,,  ylt  zx 
allein  vorkommen.  Setzen  wir  nämlich  Xi  =-  xx  +  £;  >  y»  =  yt  +  V  i  *i  =  *i  +  f«  > 
sodass  £; ,  rji ,  £;  die  Coordinaten  des  Systempunktes  Xi ,  yi ,  Zi  in  Bezug  auf  ein 
dem  festen  Coordinatensystem  paralleles  bewegliches  Coordinatensystem  sind, 
dessen  Ursprung  im  Massenmittelpunkte  (xlf  yl}  zt)  liegt,  so  wird 

_      d%Xi        _     d%x.    .    d*    _      %         „  d*x. 
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da  Zimii  =  2mrji  =  Zmiti  =  0  ist.  Man  erhält  demnach  an  die  Stelle  der 
drei  ersten  Bewegungsgleichungen  die  folgenden: 

MTt*  *'  UFT  '  ^t*  ~~ " 

welche  die  Beschleunignngscomponenten  des  Massenmittelpunktes  gleich  II,:M, 
2J  Yi :  3f ,  -SZ» :  ikf  geben  und  durch  ihre  Integration  die  Bewegung  dieses  Punktes 
bestimmen.  Diese  Gleichungen  sind  die  eines  Punktes  von  der  Masse  M ,  an 
welchem  die  Kräfte  27 X,*,  ZYi,  SZi  angreifen.  Man  drückt  dies  gewöhnlich 
so  aus: 

Der  Massenmittelpunkt  des  Systems  bewegt  sich  so,  als  ob  alle 
Kräfte  des  gegebenen  Kräftesystems  mit  denselben  Intensitäten  und 
nach  denselben  Richtungen  an  ihm  angriffen. 

Legen  wir  durch  den  Massenmittelpunkt  S  zwei  zu  einander  senkrechte  Axen, 
welche  dem  beweglichen  Systeme  angehören  und  wählen  wir  auf  diesen  in  der 
Einheit  der  Entfernung  von  S  jene  beiden  noch  übrigen  Punkte.  Sind  a,  5,  c; 
a,  b',  c  die  Bichtungscosinusse  dieser  beiden  Axen  gegen  die  Axen  der  |,  ijf  £ 
oder  der  x,  y,  *,  so  stellen  diese  Grössen  zugleich  die  Coordinaten  £,*?,£  der 
beiden  Punkte  dar.  Grösserer  Symmetrie  der  Formeln  wegen  nimmt  man  noch 
die  dritte,  zu  jenen  senkrechte  Axe  hinzu  und  bezeichnet  ihre  Bichtungscosinusse 
mit  a",  ft",  c".  Zur  Wahl  dieser  drei,  dem  System  angehörigen  Axen' empfehlen 
sich  ihrer  ausgezeichneten  Eigenschaften  hinsichtlich  der  Kräftereduction  wegen 
die  Hauptaxen  des  Massenmittelpunktes,  deren  wir  uns  daher  im  Folgenden  fort- 
während bedienen  werden. 

Führen  wir  zunächst  die  Substitution  Xi  =  xl  + 1* »  yi  —  yx  +  ty ,  z%  =  Bl  +  C» 
in  den  drei  letzten  Gleichungen  aus,  so  wird  z.  B.  die  linke  Seite  der  ersten 
von  ihnen: 

_      /    ä*Zi  d*yi\       _      /    d*£i        „d^A   .    ,,  /    d*zt  d*yA 

und  die  rechte  Seite: 

Z  (yiZi  -  Zi  Yi)  =  2  faiZi  -  fo  Yi)  +  yxZZi  -  ^Z  Yi. 

Wenn  man  aber  die  bereits  transformirten  drei  ersten  Gleichungen  benutzt  und 
die  Rechnung  vollständig  durchfuhrt,  so  fallen  xly  ylt  zl  heraus  und  nehmen  die 
drei  letzten  Bewegungsgleichungen  die  Form  an: 

Zm(  (,,  ££  -  b  ^r)°-z  im  Z(  -  b  ^ ) , 
Smi(s'liW-  **■$-)  -*<&*-t«*>. 

Um  nun  die  Grössen  a,  b,  c;  a,  b\  c  ;  a",  6",  c"  in  diese  Gleichungen  ein- 
zuführen, nehmen  wir  die  Hauptaxen  des  Massenmittelpunktes  als  Coordinaten- 
axen  der  x\  y>  zy  sodass  die  Coordinaten  |i,  971',  f;  durch  x'i%  y'n  ^  mit  Hülfe 
der  Formeln  ausgedrückt  werden: 

^==&*;  +  6'y; +  &''<., 
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worin  afi%  i/i%  z\  die  Lage  des  Punktes  im  System  gegen  die  Hauptaxen  festsetzen 

nnd  von  der  Zeit  unabhängig  sind.  Die  linken  Seiten  der  zu  transformirenden 
Gleichungen  sind  nun  die  Derivirten  der  Componenten  des  resultirenden  Paares 
der  Momentankräfte,  nämlich  von 

sodass  znnächst  diese  Ausdrücke  umzugestalten  sind.  Nun  liefert  die  Differentiation 
der  vorstehenden  Formeln:  • 

d£i  ,  da    .     ,  da     ,    _,  da" 


dt  •  dt     '    *<  dt     '     •    dt  f 

drji  ,  db   ,        d  b'    ,     ,  d  b" 

ÜT  ~  *'  57  +  *'  dt   ^Zi~dt* 

d&  ,  Je  ^fl    .     ^  ^1 

dt   "^«It  +  yi  dt   +*<   dt  ' 

worin  aber  die  DifferGntialquotienten  der  Kichtungscosinusse  durch  die  Compo- 
nenten p,  q,  r  der  Winkelgeschwindigkeit  nach  den  Hauptaxen  auszudrücken 
sind  mit  Hülfe  der  Formeln  (B.  I,  S.  278) 


da         ,  „         da  „  da"  , 

,77~or-a«'     -Ji-ap-ar>     ^T="a*-a* 


» 


db       .,         ,„         d&'        ,„         .  db"        .  ,, 

_„6r_6g>     __  =  6j)_6r,      _  =  6j_6p, 

de         ,  „  de  „  de"  , 

—  ^cr-cq,      -^-cp-cr,      —~cq-cp. 

Substituirt  man  diese  Ausdrücke  in  die  Derivirten  von  |<-,  ij»,  fr,  bildet  hierauf 
die  Grössen  27  tw»  (ij*  -—  —  ft  — ^-j  u.  s.  w.  und  berücksichtigt  die  Eigenschafben 
<£mt£j y[.  =  0,    Zmiy'iz\  =»  0,    Zmiz\x\  =  0  der  Hauptazen,  so  kommt  z.  B. 

+  [(&V  —  &V)  jp  -  (&'c  -  bc)  r]  Zmiy'* , 
+  [(&"c  -  6c")  ?  —  (6'V  —  &'c")l>]  27m.^s, 
welcher  Ausdruck  aber  mit  Hülfe  der  Relationen  (B.  I,  S.  271) 

c    —  6  c  =»  a,      ca    —  c  a  =  ö,      ab    —  a  b  =-  c, 
c  —  bc    =a,      c  a  —  ca    —  6,      a   b  —  ab    =  c, 
bc    —  b  c  =  a  ,     ca    —  c  a  =  0  ,     ab    —  ab  =  c 
übergeht  in 

Zm  ("TfiT  ~  b  ^"  (a'2  +  a'V)  2?"i«*'i  +  (a"f  +  aj?)  £m'# 

+  («!>  +  «3)  2»<<ft 

oder  mit  Hülfe  der  üblichen  Bezeichnung  der  Hauptträgheitsmomente 

*»,  «*  +  <■)- -4,    *■•,(/,■  + *}■)-*,    Zm.  («J«  +  yfl  «  C, 
und  den  daraus  folgenden  Relationen: 
227wix;.8  —  £  +  (7  —  Ä,    22m.y'*  —  (7  +  A  —  i,    22;™.*;.«  =  .A  +  J?  -  C 

nebst  den  beiden  analogen  Ausdrücken  die  Form  annimmt: 
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2»i(w^  -  b  *$)  -  Ap*  +  Bqa  +  Cra", 

Zm  (b ^-*ilj)ssssÄph  +  1**h'  +  Crh"> 

Zmi(li^-nid-^}  =  Apc  +  Bqc'  +  Crc\ 

Man  erkennt  in  den  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  die  Projectionen  der  Com- 
ponenten  Ap,JBq,  Cr  des  resultirenden  Paares  G  der  Momentankräfte  auf  die  Axen 
der  x\  y,  z.  Mit  Hülfe  der  Derivirten  dieser  Ausdrücke  erhalten  wir  daher  für 
die  drei  letzten  Bewegungsgleichungen  zunächst: 

A  (Apa  +  Bqa  +  Cra)  -  2  (ijiZi  -  fr  F.), 
jj  (Apb  +  Bqbf  +  <7r&")  =»  Z  (&X  -  tiZt), 

jj  (Apc  +  Bqd  +  <7rc")  —  2  foYi  -  ij.'X). 

Vollzieht  man  die  Differentiationen  und  combinirt  die  sich  so  ergebenden  Glei- 
chungen, indem  man  sie  der  Reihe  nach  mit  a,  6,  c;  a,  6',  c';  a",  b'\  c"  multi- 
plicirt  und  addirt,  dabei  aber  die  Relationen  {**+&*+ c*=l,  aa+&&'+cc'  =  0»*-- 

da,   .  db'  de  da"    .   .  dl/'  de" 

(B.  I,  S.  273)  berücksichtigt,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  darauf,  dass  die  ent- 
stehenden rechten  Seiten  der  neuen  Gleichungsformen  die  Componenten  des  resul- 
tirenden Paares  der  continuirlichen  Kräfte  bezüglich  der  Hauptaxen  sind,  die  wir 

früher  G%\  G{*\  G^  nannten: 

A^  +  (C-B)qr  =  GM, 

B±f  +  (A-C)rp-Gy, 

Cddri  +  (B-A)pq  =  GW. 

Dies  sind  aber  die  Euler 'sehen  Gleichungen,  wie  S.  403. 

§.  13.  An  die  Reduction  der  continuirlichen  Kräfte  schliessen  wir 
einige  Sätze  an  über  den  Zusammenhang  dieser  Kräfte  mit  den  Momentan- 
kräften. 

1.  Das  System  der  Kräfte  mg),  welche  den  Systempunkten  M  ihre 
Beschleunigungen  cp  zu  verleihen  vermögen,  ist  äquivalent  dem  System  der 
Kräfte  P,  welche  am  Punktsystem  angreifen.  Reduciren  wir  daher  beide 
Kräftesysteme  für  denselben  Punkt  0,  so  stimmen  die  Reductionsresultanten 
und  die  resultirenden  Axenmomente  nach  Grösse,  Richtung  und  Sinn  über- 
ein und  haben  mithin  auch  gleiche  Componenten  oder  Projectionen  in 
Bezog  auf  irgend  welche  Axen.  Projiciren  wir  zunächst  die  Reductions- 
resultanten auf  irgend  eine  Axe  #,  so  erhalten  wir,  da  ihre  Projectionen 


IV.Th.,Cap.II,  §.18.  Sätze  üb.  d.  Zusammenhang  d.  contin.  Kräfte  m.  d.  Momentankr.  41 1 

die  Projectionssummen  ihrer  Componenten  sind,  die  Gleichung  Em<px  =  EPx, 

dvx 
wo  der  Index  x  die  Protection  bezeichnet.    Eb  ist  aber  g>x  =  — - ,    mithin 

dt 

erhält  man  weiter: 

d  •  2  (mvx)  =  2Pxdt 

und  indem  man  diese  Gleichung  über  ein  beliebiges  Zeitintervall   t  —  t0 

integrirt : 

t 

2mvx  —  2{mvx)  ==  2  I  Pxdt. 

o  t/ 

Es   stellt  hierin  aber  2m  vx  die  Projection  der  Beductionsresultanten   der 

Momentankräfte  auf  die  Axe  x  zur   Zeit  t  und  2  (mvx)  dieselbe   Grösse 

o 

für  die  Zeit  t0  dar  und  ist  Pxdt  der  Elementarantrieb  der  Projection  der 
Kraft  P  (vgl.  S.  12).    Daher: 

Die  Aenderung,  welche  die  Projection  der  Resultanten  der 
Momentankräfte  auf  irgend  eine  Axe  im  Laufe  der  Bewegung 
während  irgend  eines  Zeitintervalles  erleidet,  ist  gleich  dem 
Totalantrieb  aller  auf  diese  Axe  projicirten  Kräfte  während 
derselben  Zeit. 

Man  kann  das  System  selbst  auf  die  Axe  projicirt  denken,  jedem  Pro- 
jectionspunkte  die  Masse  des  Hauptpunktes  beilegen  und  den  Satz  als  einen 
Satz  für  das  lineare  veränderliche  System,  welches  die  Projection  des  ge- 
gebenen ist,  auffassen.  Die  Gleichung  d  •  2tnvx  =  2Pxdt  sagt  im  Grunde 
nichts  weiter  aus,  als  dass  [dBx]  =  [B^dt],  wenn  B,  i^1*  die  Resultanten 
der  Momentankräfte  und  der  continuirlichen  Kräfte  sind. 

Ist  2PX  =  Q,  so  bleibt  2m vx  constant,  d.  h.: 

Wird  das  System  nicht  von  continuirlichen  Kräften  oder 
nur  von  Paaren  afficirt,  so  bleibt  während  der  Bewegung  des- 
selben die  Projection  der  Resultanten  aller  Momentankräfte  auf 
eine  beliebige  Axe  und  mithin  diese  Resultante  selbst  constant 
nach  Grösse  und  Richtung. 

2.  Projiciren  wir  das  resultirende  Axenmoment  der  Kräfte  mcp  und 
das  der  Kräfte  P  auf  die  Axe  x.  Wir  erhalten  die  Projectionen  dieser 
Grössen,  indem  wir  m<p  und  P  auf  eine  Ebene  senkrecht  zu  x  projiciren 
und  die  Momente  ihrer  Projectionen  für  den  Schnittpunkt  dieser  Ebene  mit 
der  Axe  x  nehmen.  Sind  (pv  Q\  W,  q  die  Projectionen  von  ©  und  P  und 
ihre  Abstände  von  der  Axe  xy  so  besteht  demnach  die  Gleichung  2mq>{&—2Q q. 
Nun  ist  aber  nach  B.  I,  S.  330,  wenn  vlpl  das  Moment  der  Geschwindig- 
keit ist,  — -*— -  =  wx15 .  Daher  erhält  man: 
dt 

d  '  2mvlp1  =  2Qqdt 
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und  folglich  durch  Integration: 

t 

2mvlpl  —  Z  (inViPi)  =  2  I   Qqdt. 

o  J 

*0 

Hierin  stellt  tnvlpl  das  Axenmoment  der  Momentankraft  mvx  und  folglich 
Zmvipx  die  Projection  des  resultirenden  Axenmomentes  der  Momentan- 
kräfte auf  die  Axe  x  dar.    Daher: 

Die  Aenderung,  welche  die  Projection  des  resultirenden 
Axenmomentes  der  Momentankräfte  auf  irgend  eine  Axe  im  Laufe 
der  Bewegung  des  Systems  während  irgend  eines  Zeitintervalles 
erleidet,  ist  gleich  der  Summe  der  Momente  aller  Kraftantriebe 
in  Bezug  auf  dieselbe  Axe  während  derselben  Zeit. 

Man  kann  diesen  Satz  als  einen  Satz  über  die  Projection  des  Systems 
auf  die  zur  Axe  x  senkrechte  Ebene  auffassen,  wenn  man  den  Protections- 
punkten  die  Masse  der  Hauptpunkte  beilegt.  Das  Projectionssystem  ist 
während  der  Bewegung  veränderlich.  Die  zu  Grunde  liegende  Gleichung 
sagt  nichts  weiter  aus,  als  dass  [dGrx]  =  [G-^hlt],  wenn  G  und  6r(l)  die 
resultirenden  Axenmomente  der  Momentankräfte  und  der  continuirlichen' 
Kräfte  für  den  Punkt  0  bedeuten.  Ist  SQq  =  G^  =  0,  so  bleibt 
£mvlpl  «äs  Grx  constant  für  alle  Axen. 

3.  Man  kann  den  vorigen  Satz  etwas  anders  formuliren.  Zu  dem  Ende 
ziehen  wir  vom  Beductionspunkte  0  aus  nach  allen  Systempunkten  M  die 
Badienvectoren  OM  und  betrachten  die  Elementarsectoren  OMM  =  dSy 
welche  sie  im  Zeitelemente  dt  durchstreifen.  Da  die  Projection  des  Bogen  - 
elementes  MM'  gleich  vtdt  ist,  so  stellt  %vtdt  •  pt  den  Inhalt  der  Pro- 
jection dSx  von  dS  auf  die  zu  x  senkrechte  Ebene   dar   und  ist   mithin 

*2dS 
vip1  —  -"TT'    Hiermit  erhält  man  die  Ausdrücke  in  2.  unter  der  Form: 

(X  z 


a*s 


t 

d.  h.:  Zieht  man  von  irgend  einem  Punkte  0  nach  allen  Punkten 
des  in  Bewegung  begriffenen  Systems  Badienvectoren  und  pro- 
jicirt  das  System  sammt  ihnen  auf  eine  Ebene,  so  ist  die  Summe 
der  Produkte  aus  den  Sectorenbeschleunigungen  der  projicirten 
Badienvectoren  und  den  Massen  der  Systempunkte,  auf  welche 
sich  letztere  beziehen,  gleich  dem  halben  resultirenden  Axen- 
momente aller  Kräfte  für  den  Punkt  0  als  Reductionspunkt, 
projicirt   auf   die   zur   Ebene    senkrechte    Axe.    Die  Aenderung, 
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welche  die  Summe  der  Produkte  aus  den  Massen  und  den  See- 
torengeschwindigkeiten  der  projicirten  Badienvectoren  im  Laufe 
irgend  einer  Zeit  erleidet,  ist  die  halbe  Aenderung  der  Projection 
des  resultirenden  Axenmomentes  der  Momentankräfte  auf  die- 
selbe Axe,  über  denselben  Zeitraum  erstreckt. 

Ist  insbesondere  ff(1)  =  0,  so  bleibt  die  Grösse  2m  -rr  constant  und 

x  dt 

wird  ZmSx  der  Zeit  proportional.    Also: 

Ist  die  Projection  des  resultirenden  Axenmomentes  für  einen 
Reductionspunkt  0  auf  eine  Axe  während  der  Bewegung  Null, 
so  ist  die  Summe  der  Produkte  aus  den  Massen  der  System- 
punkte und  den  Sectoren,  welche  die  Projectionen  der  von  0 
nach  ihnen  gezogenen  Badienvectoren  auf  eine  zur  Axe  senk- 
rechte Ebene  während  irgend  einer  Zeit  beschreiben,  dieser 
Zeit  proportional.  (Princip  der  Flächen  für  die  zur  Axe  senk- 
rechte Ebene.) 

4.  Ist  ff (1)  =  0,  also  ff(1)  für  jede  Axe  Null,  d.  h.  reduciren  sich 
die  Kräfte  des  Systems  auf  eine  blose  Resultante  22(1),  so  gilt  der  vor- 
stehende Satz  für  alle  Ebenen.  Ist  aber  ff  W  =  0,  so  bleibt  das  resul- 
tirende  Paar  ff  der  Momentankräfte  nach  Grösse,  Bichtung  und  Sinn  un- 
veränderlich   und   gilt   dasselbe   für   seine   Projection   Gx  auf  irgend  eine 

Axe.     Da    nun    Zm-^-  =  \  Zmvvpx  =  £ff«,    also    in     diesem     Falle 

dt 

£mSx  —  2  (*»&0)  =  Em  (Sx  —  S^)  =  ^  ff*  (t  —  t0),  so  wird  die  Summe 
der  mit  den  Massen  mulüplicirten  Sectoren  mit  Gx  gleichzeitig  ein  Maxi- 
mum. Der  grösste  Werth,  den  ff*  annehmen  kann,  ist  aber  ff  selbst. 
Daher :    - 

Wenn  die  Kräfte  des  Systems  sich  auf  eine  blose  Resul- 
tante B(l)  reduciren,  so  gilt  das  Princip  der  Flächen  für  alle 
Ebenen  des  Baumes.  Für  die  zur  Axe  des  resultirenden  Paares 
der  Momentankräfte  senkrechte  Ebene  ist  die  Summe  der  mit 
den  Massen  multiplicirten  Sectoren  ein  Maximum.  Diese  Ebene, 
welche  sich  während  der  Bewegung  des  Systems  fortwährend  parallel  bleibt, 
heisst  die  invariabele  Ebene  des  Systems. 

dvx 

5.  Die  Gleichung  Zmcpx  =  SPX  in  Nr.  1  wollen  wir  durch  g>x  =  — - 

dt 

d  x 
und  vx  =  — ,  wenn  dx  die  Projection  des  Bogenelementes  auf  die  Axe  x 
dt 

ist,  welches  der  Systempunkt  M  im  Zeitelemente  beschreibt,   umgestalten. 

«       .,  vxdvx  d-Z^mvl 

Es  wird   q>x  =  — — ,  mithin  Zmwx  = -= und  weiter  also : 

*  dx    '  dx 
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d-2$mvl  =  2Px-dx. 

Wenden  wir  das  Projiciren  noch  auf  zwei  andere  Axen  der  y,  *  in  gleicher 
Weise  an,  so  kommt: 

d  •  £  £  mvy*  =  2Pydy,     d-2%  mvl  =  ZPMdz 

und  durch  Addition  aller  drei  Gleichungen  mit  Rücksicht  auf 
E\mvl  +  2\mi>l  +  2%mvl  —  %  Zmv* : 

d  •  £  £mv*  =  2  (Pxdx  +  Pydy  +  P,<J*). 

Die  rechte  Seite  stellt  nun  die  Summe  der  Elementararbeiten  der  Kraft- 
componenten  Pxy  Py,  Ps  von  P  dar.  Diese  Grösse  ist  die  Elementararbeit 
von  P,  welche  mit  Pdjp  bezeichnet  werden  möge,  längs  des  Weges  ds7 
den  der  Angriffspunkt  von  P  im  Zeitelemente  beschreibt.  Integriren  wir 
die  vorstehende  Gleichung  und  bezeichnen  die  den  Werthen  v0  entsprechen- 
den Werthe  oder  Bogenabstände  s  mit  s0,  so  erhalten  wir 

i  Zmv*  —  \  Zmv]  =  2  I  Pdp, 

d.  h.    die    Aenderung,    welche   die    halbe    lebendige    Kraft    beim 

Uebergange  des  Systems  aus  einer  ersten  in  eine  zweite  Lage 

erleidet,  ist  gleich  der  Totalarbeit  aller  Kräfte  längs  der  Wege 

ihrer  Angriffspunkte.    (Princip  der  lebendigen  Kraft) 

d?Sx 
6.    In   ähnlicher  Weise   kann  man   die   Gleichung  £tn  -—£  =  \  G^ 

umgestalten.    Setzt  man  nämlich,  wie  B.  I,  S.  331  die  Sectorengeschwindig- 

dSx  d*Sx        dr\x 

TT  =  Vn  °^ö  Sectorenbeschleunigung  — :-=-  =  -r-r 
dt  dt  dt 

d2Sx        dv\x        r)xdrlX    .    d-^r|  . 

— -TT-  =  —rr  =  — ,^ —  =  — 7^ —  und  indem  man  noch  zwei  andere  Axen 
dt*  dt  dSx  dSx 

der  t/,  0  hinzunimmt,  sodass  Qq  durch  yP8  —  ePy  dargestellt  werden  kann, 

so  geht  die  obige  Gleichung  über  in 

d  •  Zmril  =  2  (yPs  —  zPy)  dSx 

und  ebenso  erhält  man 

d •  Zmril  =  s  (zP*  —  xF*)  dSv>     d'  £mV**  —  z  (xPy  —  V?*)  *&■ 
Durch  Addition  dieser  drei  Gleichungen  folgt  dann,  wegen 

vi  +  vi  +  vi  =  V*, 

wo  t)  die  Sectorengesch windigkeit  des  Radius vectors  OM  darstellt: 

d  •  2mr?  =  £  [(yPM  —  sPy  )  dSx  +  {zPx  —  xPt)  dS¥  +  (xPy  —  y  Px)dSg]. 

Es  sei  nun  dS  der  Elementarsector,  den  der  Radiusvector  von  0  nach  dem 
Angriffspunkte  M  von  P  im   Zeitelemente  beschreibt,  dann  ist,   wenn  die 


keit  -jj-  =  tyr,  die  Sectorenbeschleunigung  -j-£  =  —jj  =  if>*,     so     wird 
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Normale  seiner  Ebene  die  Richtungswinkel  a,  ß,  y  besitzt: 

dSx  =  dS  •  cos  a,     dS9  =  dS  •  cos  ß>     dSs  =  dS  •  cos  y  \ 

ferner  wenn  das  Axenmoment  T  des  Paares  (P,  —  P)  die  Richtungswinkel 
a,  by' c  bat: 

yP,  —  zPy  =  r-  cos  a,    ^P«.  —  &P*  =r«  cos&,    a?Py  —  yPa.«=r-cos  c. 

Hiermit  wird,  wenn  X  den  Winkel  zwischen  jener  Normale  und  F  bezeichnet, 

der  Inhalt  der  Klammer  unter  dem  Summenzeichen  rechts  gleich  rdS*  cos  X 

und  folglich 

d  •  Zmrf  =  £r  cos  X  •  d£, 

sowie 

s 

2mrf  —  -Emijjl  —  £  f  Tcos  A  •  dS. 

Die  Grösse  Fcos  A-d£  kann  der  Analogie  mit  der  Arbeit  von  P  wegen 
die  Elementararbeit  des  Paares  -T  am  Sector  dS  genannt  werden.  Denkt 
man  dS  auf  der  Normalen,  wie  ein  Axenmoment  aufgetragen,  so  kann  die 
Elementararbeit  r  cos  X  •  dS  definirt  werden  als  das  Produkt .  aus  dem 
Elementarsecior  dS  und  der  Protection  des  Axenmomentes  P  auf  seine 
Ebene  oder  als  das  Produkt  von  P  und  der  Projection  von  dS  auf  die 
Ebene  dieses  Paares.  Die  Grösse  mrf  spielt  die  Bolle  einer  „lebendigen 
Sectorenkraftu,  doch  dürfte  der  Gebrauch  dieses  Ausdrucks  nicht  zu  em- 
pfehlen sein. 

§.  14.  Ist  das  System  nicht  frei,  sondern  gewissen  Bedingungen  unter- 
worfen, so  wird  man  dieselben  durch  Kräfte  ausdrücken  und  dem  gegebenen 
Kräftesystem  hinzufügen.  Die  Darstellung  der  Aequivalenz  der  Kräfte  mq> 
und  der  gegebenen  Kräfte  einschliesslich  der  zuzufügenden  Bedingungs- 
kräfte führt  zur  Ermittelung  der  Bewegung  des  Systems  und  der  Intensität 
und  Richtung  der  Beding ungskräfte.  Besitzt  das  System  einen  festen  Punkt 
oder  eine  feste  Axe,  so  können  diese  Bedingungen  auch  durch  unend- 
lich grosse  Massen  eingeführt  werden,  wie  Cap.  I,  §.  16.  Im  Uebrigen 
wird  man  je  nach  der  Beschaffenheit  der  Bedingungen  die  Bewegungs- 
gleichungen transformiren.  So  z.  B.  wird  man,  wenn  das  System  einen 
festen  Punkt  besitzt,  diesen  statt  des  Massenmittelpunktes  zum  Ursprung 
und  seine  Hauptaxen  zu  Axen  des  beweglichen  Coordinatensystems  wählen. 


HL  Capitel. 

Probleme  der  freien  Bewegung  des  unveränderlichen  Systems. 

§.  1.    Ein  ebenes  unveränderliches  System  bewegt  sich  unter  Ein- 
flußs  von    Kräften,  deren  Richtungslinien  in  seine  Ebene  fallen;  zur 
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Zeit  tQ  ist  der  Geschwindigkeitszustand  so  beschaffen,  dass  die  Ge- 
schwindigkeiten aller  Punkte  ebenfalls  in  die  Ebene  des  Systems 
hineinfallen.     Man    soll    die    Bewegung    des    Systems  bestimmen. 

Den  Massenmittelpunkt  S  wählen  wir  zum  Ursprung  und  seine  Hauptaxen  zu 
Axen  des  beweglichen  Coordinatensystems  der  x\  y ,  z  und  zwar  die  beiden  in 
die  Ebene  des  Systems  fallenden  Hauptaxen  zu  Axen  der  x\  y\  sodass  die  Axe 
der  e  zur  Ebene  senkrecht  ist.  Die  Lage,  welche  S  und  diese  Axen  zur  Zeit  t0 
einnehmen,  seien  der  Ursprung  und  die  Axen  des  festen  Coordinatensystems  der 
xy  y,  z.  Da  die  gegebenen  Kräfte  für  8  als  Reductionspunkt  eine  zu  allen  Zeiten 
in  die  xy  -Ebene  fallende  Resultante  B(l)  liefern,  so  kann  der  Massenmittelpunkt 
die  feste  xy -Ebene  nicht  verlassen.  Von  seinen  Coordinaten  xltyly  zt  ist  daher 
zt  zu  allen  Zeiten  Null.  Da  ferner  die  Kräfte  ein  Axenmoment  GM  liefern,  senk- 
recht zur  x'y- Ebene,  so  sind  von  den  drei  Componenten  G^,  G^\  G^  desselben 

die  beiden  ersten  stets  Null  und  ist  alßo  GW  stets  senkrecht  zu  dieser  Ebene. 
Da  endlich  GW  stets  mit  einer  Hauptaxe  zusammenfällt,  so  werden  2>,  E,  F 
fortwährend  Null,  reducirt  sich  das  aus  den  Beschleunigungen  dargestellte  Axen- 
moment auf  das  von  den  Tangentialkräften  herrührende  Axenmoment  N^  =  Cm 
(§.  6)  und  ist  die  WechselgeBchwindigkeit  rf>  Null.  Es  findet  daher  blos  Winkel- 
beschleunigung a  =  cc>  =  da*  :  dt  um  die  /-Axe  statt  und  kann  die  Momentanaxe, 
welche  zur  Zeit  t0  senkrecht  zur  Axe  der  x'y' -Ebene  ist,  sich  nicht  neigen.  Das 
System  bewegt  sich  daher  fortwährend  in  der  xy-  Ebene  und  ändert  sich  das 
Axenmoment  G  der  Momentankräfte  nur  nach  Grösse,  jeden  Augenblick  um  eine 
unendlichkleine  Grösse  GW  dt  =»  Cm  dt.  Für  die  Gleichungen  der  Bewegung  sind 
daher  für  alle  Zeiten  zt  =  0,  z% i  =»  0,  Zi  =  0,  p  «=»  q  =  0,  r  =  o>  und  sind  die- 
selben, wenn  C«  Jfxjj  gsetzet  wird,  wo  x0  den  Trägheitsradius  des  Systems  für 

die  zu  seiner  Ebene  senkrechte  Hauptaxe  von  S  bezeichnet,  die  drei  folgenden: 

^-^-    **£-«r.   *.;£-*«. 

Die  beiden  ersten  Gleichungen  bestimmen  die  Bewegung  des  Massenmittelpunktes 
und  führen  vier  Integrationsconstanten  ein,  welche  durch  die  Lage  dieses  Punktes 
zur  Zeit  t0  und  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  zu  derselben  Zeit  bestimmt 
werden  können;  die  dritte  Gleichung  liefert  die  Winkelgeschwindigkeit  und  den 
Winkel  #,  welchen  die  Hauptaxe  der  x  oder  auch  eine  beliebige  Gerade  des 
Massenmittelpunktes  in  der  Ebene  der  x\  y  mit  der  x-Axe  bildet.  Die  beiden 
durch  die  Integration  dieser  Gleichung  eingeführten  Constanten  ergeben  sich 
ebenso  durch  die  Lage  und  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systems  zur  Zeit  t  =  0. 
Die  Integration  der  Gleichungen  liefert  die  Coordinaten  xx ,  yx  und  die  Compo- 
nenten v{*\  v^  des   Punktes   S%   sowie   die   Winkelgeschwindigkeit   co   und   den 

Stellungswinkel  #  des  Systems  für  jede  Zeit  t,  abhängig  von  6  Constanten,  welche 
die  Specialwerthe  dieser  6  Grössen  zur  Zeit  t  =  t0  sind. 

Sobald  die  Gleichungen  integrirt  sind,  hat  man  für  die  absoluten  Coordinaten 
x^  y  eines  beliebigen  Systempunktes  (xy)  nach  bekannten  Formeln 

x  =»  xx  -f-  x  cos  &  —  y  Bin  #,       y  ==»  yt  +  x  sin  #  +  V  cos  4r 

und  hiermit  durch  Differentiation  mit  Rücksicht  auf  — /  =  t/J*»  -r1  =  t?(1)»  —  =  » 

dt  x      dt  y     dt 

für   die  Componenten  vx,  v     der  Geschwindigkeit  v  des  Punktes  (xy)   parallel 
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den  festen  Axen 

vx  =  »W  —  (x  sin  &  +  y  cos  9)  m,    v    —  v^]  +  (#  cos  &  —  y  sin  #)  ©. 

Für  das  Momentancentrnm  (C,  T)  sind  t^  und  v  Null  und  wenn  x'0y  y'0  dessen 
Coordinaten  im  System  sind,  so  folgt 

od  (x'0  sin  #  +  y^  cos  9)  =  v*p ,  a>x'0  =  t^  sin  #  —  «?*X)  cos  fr, 

a>Or'0co8fr—  t^sin^)«  —  ^1}    oder     «j^  —  t»^  cosfr  +  t;^  sin««. 

Eliminirt  man  aus  diesen  Gleichungen  t,  so  erhält  man  den  Ort  (T)  aller 
Momentancentra  im  System.  Setzt  man  die  Coordinatenwerthe  für  &'0)  y'0 
in  die  Gleichungen  für  x,  y  an  die  Stelle  von  x\  y  ein,  so  ergeben  sich  die 
Coordinaten  xoy  y0  der  Lage  C  des  Momentancentrums  in  der  festen  Ebene, 
nämlich : 

Eliminirt  man  hieraus  $,  so  erhält  man  den  Ort  (<7)  aller  Momentancentra 
in  der  festen  Ebene. 

Weiter  erhält  man  für  die  Componenten  der  Beschleunigung  des  System- 
punktes (xy)  parallel  den  festen  Axen: 

^* m=a  dt*  ö  *$**  ~~  ^X'  8*n  **  ~^~  y  cog  ^) n'  ~~  (*'  COfl  ^  ~~ *  y  ^n ^) ö>f» 

^y  =s"  ^7»  "**  ^^  ~^~  ^'  C08  ^  —  ^'  8*n  ^  m'  —  (x'  8*n  ^  ~J~  y  C0B^)  a>8* 

Für  den  Mittelpunkt  G  der  Beschleunigungen,  dessen  Coordinaten  x\y  y\  im 
System  seien,  verschwinden  <j>  ,  <p  ;  daher  hat  man  für  ihn 

(a>*  cos  lr  +  »'  sin  #)  ff'2  —  (w1  sin  lr  —  co'  cos  4r)  y'2  =—  ep^ , 

(co*  sin  #  —  w'  cos  #)  #'2  -f-  (cd*  cos  #  +  °>  8iQ  #)  y'2  =sa  9* } 
oder 

(«o4  +  *»'*)  #2  =*■  9i^  (w*  cos  ä"  +  »'  sin  tf)  +  qp*1*  (<a*  sin  4r  —  a/  cos  d), 

(o)4  +  »  ")  y'2  ■*■  ~~  «P**  fa*  8m  *^  —  a>'  cos  <r)  +  9^  (co*  cos  <r  +  »'  ßin  $•), 

dta 
wo  a>'  für  -—  geschrieben  ist. 

Die  Elimination  von  t  aus  diesen  Gleichungen  führt  zur  Eenntniss  des  Ortes 
aller  Beschleunigungsmittelpunkte  im  System.  Setzt  man  die  sich  er- 
gebenden Ausdrücke  für  x'2i  y\  in  die  obigen  Gleichungen  für  x,  y  ein,  so  er- 
geben sich  ebenso  die  absoluten  Coordinaten  £,,  y%  des  Mittelpunktes  der 
Beschleunigungen  zur  Zeit  t  und  nach  Elimination  von  t  der  Ort  aller  Be- 
schleunigungsmittelpunkte in  der  festen  Ebene. 

Noch  wollen  wir  erwähnen,  dass  durch  Quadriren  und  Addiren  der  Ausdrücke 
für  cox0,  (oy'0  sich  für  den  Abstand  des  Momentancentrums  vom  Massenmittel- 
punkt ergibt:  (a?'02  +  y^2) *  =-  vx  :  cd,  wo  ^  die  Geschwindigkeit  des  Massenmittel- 
punktes ist.  Dies  Resultat  ist  selbstverständlich,  denn  die  Winkelgeschwindigkeit 
multiplicirt  mit  dem  Abstände  eines  Punktes  vom  Momentancentrum  gibt  dessen 
Geschwindigkeit.  Ebenso  erhält  man  aus  den  Ausdrücken  für  (cd4  +  °>')  x\  una< 
(cd4  4-  o>'*)  v\    für  den   Abstand   des   Mittelpunktes    der   Beschleunigungen    vom 

Schall,  Mechanik.  IL  27 
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Massenmittelpunkte:    {x'f  +  y?)    =*  9i  :  i0**  +  <»'2)  •    Den»  auch  die  Beschleu- 
nigung eines  Systempunktes  ist  proportional  seinem  Abstände  vom  Mittelpunkte 
der  Beschleunigungen.    Ist  vt  :  a>  oder  9}  :  (g>4  +  a>'2)  constant,  so  ist  der  be- 
treffende Ort  ein  Kreis  um  S  vom  Radius  vl  :  00  oder  q>t :  (<a4  -f-  a'2)*. 
Wir  wollen  einige  specielle  hierher  gehörige  Aufgaben  behandeln. 

§.  2.   Es  sei  die  Bewegung  des  ebenen  Systems  zu  untersuchen  für 
den  Fall,  dass  auf  dasselbe  keine  continuirlichen  Kräfte  oder  nur  J 

solche  wirken,  welche  sich  fortwährend  Gleichgewicht  halten.  1 

Hierfür   ist   ZI  =  2;r»0,    GW  —  0    und   mithin    ^  —  0  ,  ^  —  0,  ; 

■j  ■ 

—  =  0,  woraus  x  =  at  -\-  a,  y  =  bt  +  ß,  a>  =  oo0,  &  =»  <o0t  +  #0  folgt    Der 

Massenmittelpunkt  beschreibt  eine  gerade  Linie  mit  constanter  Geschwindigkeit 
und  das  System  dreht  sich  mit  constanter  Winkelgeschwindigkeit  um  den  Massen- 
mittelpunkt zugleich  um.  Für  die  Anfangslage  des  Massenmittelpunktes  als  Ur- 
sprung und  eine  durch  ihn  hindurchgehenden  Geraden  als  x-Axe  ist  a  — ß=-#0=0, 
also  x  =  at,  v  —  bt,  &  =  a>0t.  Man  hat  für  einen  beliebigen  Systempunkt 
(x'y)  die  absoluten  Coordinaten  ; 

x  =  at  -\-  x  cos  ca0t  —  y  sin  a0t,     y  =»  bt  +  x  sin  ©0t  +  y  cos  a0t  j 

und  für  die  Componenten  seiner  Geschwindigkeit  parallel  den  festen  Azen:  ' 

vx  =a  a  —  (x  sin  eo0 1  +  y  cos  a0t)  <o0,      v    =»  6  +  (*'  o08  ^o *  —  #'  8^n  ÄoO  roo » 
sowie  für  die  seiner  Beschleunigung: 

9X  =  —  {x  cos  a>0£  —  y  sin  »0Q  roj,      9    =  —  (x  sin  o>0£  +  V  C08  ao0  mu  • 

Hiermit  ergibt  sich  für  das  Momentancentrum: 

&  a»  _i.  &»       /v  \* 

ß>o*'o  —  «  8in  «o*  —  h  C08  ®o*i     *o  =-  ai  —     ■*    *o2  +  j/02  -■  — ry—  —  lirJ  ' 


0  wü 


O  V2 

«oj/o  —  a  c°8  Mo*  + &  sin  ®o*i    &>  — &*  H — >  6a?o  —  °yo  +  -1-  —  °t 


«o  »0 


d.  h.  der  Ort  der  Momentancentra  im  beweglichen  System  ist  ein 
Kreis  um  den  Massenmittelpunkte  vom  Radius  vl:m0,  wenn  vt  die 
Geschwindigkeit  des  letzteren  ist;  der  Ort  der  Momentancentra  in 
der  Ebene  der  Bewegung  ist  eine  Gerade,  welche  von  S  um  diesen 
Radius  absteht.  Die  Bewegung  des  Systems  ist  demnach  äquivalent 
dem  Rollen  eines  Kreises  des  beweglichen  Systems  auf  einer  Ge- 
raden der  festen  Ebene,  welche  zur  geradlinigen  Bahn  des  Massen- 
mittelpunktes parallel  ist.  Sie  ist  also  eine  Cycloidenbewegung. 
Ohne  von  den  Gleichungen  Gebrauch  zu  machen,  kann  man  diese  Resultate  direct 
so  gewinnen.  Da  22U)  und  (70)  Null  sind,  so  ändert  die  Resultante  H  »  caMa 
der  Momentankräfte  weder  Grösse  noch  Richtung  und  bleibt  das  Paar  G  =  <oM%l 
der  Momentankräftereduction  für  S  constant  Daher  ist  co  und  die  Geschwindig- 
keit 00  a  des  Punktes  S  constant,  letztere  nach  Grösse  und  Richtung.  Der  Massen- 
mittelpunkt beschreibt  daher  eine  Gerade  gleichförmig.  Da.  aa  constant  ist,  so 
bleibt  auch  der  Abstand  a  des  Punktes  S  vom  Momentancentrum  constant  Daher 
ist  der  Ort  aller  Momentancentra  im  System  ein  Kreis.  Nach  der  Gleichung 
aa  =  xj  ist  auch  der  Abstand  der  Centralaze  der  Momentankräfte  von  S  con- 
stant und  da  diese  stets  die  Richtung  von  R  hat  und  diese  Richtung  die  der  Ge- 
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8chwindigkeit  von  S  ist,  so  folgt,  dass  der  Ort  des  Momentancentrums  in  der 
festen  Ebene  eine  Gerade  ist,  welche  mit  der  geradlinigen  Bahn  von  S  im  Ab- 
stände a  parallel  ist.  Demnach  besteht  die  Bewegung  des  Systems  in  dem  gleich- 
förmigen Bollen  des  Kreises  der  Momentancentra  auf  einer  Geraden  und  ist  also 
eine  Cycloidenbewegung. 

Für  den  Mittelpunkt  der  Beschleunigungen  hat  man,  da  cp^  =  0,  cp^  =  0 

sind:  x\  =»  0,  y\  «=*  0,  d.  h.  der  Mittelpunkt  der  Beschleunigungen  fällt 
fortwahrend  mit  dem  Massenmittelpunkte  zusammen. 

Ist  nicht  der  Geschwindigkeitszustand  d.  h.  Momentancentrum  und  Winkel- 
geschwindigkeit zur  Zeit  (  =  0,  sondern  ein  System  von  Momentankräften  ge- 
geben, welche  denselben  zur  Folge  haben,  so  dient  Cap.  I,  §.11,  S.  370  zur  Be- 
stimmung dieses  Zustandes. 

§.  3.  Das  System  erhalte  zur  Zeit  t  =  0  von  einer  Momentankraft 
Ky  welche  in  seine  Ebene  fällt,  einen  Impuls  und  sei  der  continuir- 
lichen  Einwirkung  eines  Paares  in  seiner  Ebene  von  constantem  Mo- 
mente GW  =■  N  unterworfen. 

Die  Bewegungsgleichungen 

UV'0'     -5?  =  °'     **«-" 

liefern,  wenn  die  Lage  von  8  zur  Zeit  t  =»  0  der  Ursprung  und  die  Richtung 
seiner  Geschwindigkeit  c  zu  dieser  Zeit  die  Axe  der  x,  die  mit  dieser  zusammen- 
fallende Gerade  des  Systems  die  Axe  der  x  ist, 

xl=cty       5^=0,       #  =  a>0t  +  \pt*. 

Der  Massenmittelpunkt  beschreibt  eine  Gerade  gleichförmig  und  das  System  rotirt 
zugleich  um  ihn  mit  gleichförmig  veränderlicher  Winkelgeschwindigkeit.  Haben  a»0 
und  N  gleichen  Sinn,  so  wird  a»  beschleunigt,  bei  entgegengesetztem  Sinne  verzögert. 
Zur  Zeit  t  =  —  <u0  :  p.  wechselt  im  letztern  Fall  cd  den  Sinn  und  wächst  von  da 
an  fortwährend.  Die  Constanten  c  und  a>0  bestimmen  sich  mit  Hülfe  der  Mo- 
mentankraft K,  deren  Abstand  von  S  gleich  a  sei,  nach  Cap.  I,  §.  11.  Es  wird 
nämlich  cM  =  Ky  0303fxj  =  Ka,  also  c  =»  K :  M,  m0  =»  Kai  M%1  und  stimmt 
c  nach  Richtung  und  Sinn  mit  K  überein.  Das  Momentancentrum  für  o0  ent- 
sprechend t  =*  0  liegt  auf  dem  kürzesten  Abstände  von  K  und  8  und  mit  K  auf 
entgegengesetzten  Seiten  von  S\  der  Sinn  von  a»0  ist  der  Sinn  des  Paares  Ka. 

Für  einen  beliebigen  Systempunkt  (x'y  y)  hat  man 

d& 
x  =  et  -\-  x  co%  &  —  y  sin  & ,  vx  —  c  —  {x  sin  4r  +  V  cos  &)-r:  t 

y«         x'  sin  &  +  y  cos  #,  vy  ~         (*'  cosä-  —  y  sin  &)  -jt  » 


g>x  «  —  (x  cos  4r  —  y  sin  9)  (  ,  j   —  (x  sin  &  +  y  cos  &) 


d*& 
dt2  ' 
d*& 


(d&\*  d2^ 

—  1   +  {x  cos  #  —  y'  sin  #)  -^ 

Für  das  Momentancentrum  («'0,  y'0)  zur  Zeit  t  im  System  erhält  man  hiermit,  in- 

27* 


dem  man  t?„  -»„»0  setzt : 
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(g>0  +  fit)  x'0  =  c  sin  (o>0*  +  t  f  **),         «o  s  et, 

»o  +  P* 

Die  Elimination  von  t  aus  #0  und  y0  liefert  für  den  Ort  der  Momentancentra  in 
der  festen  Ebene  nach  einer  Verschiebung  des  Ursprungs  im  Sinne  der  x  um 
<o0c  :  (i  die  gleichseitige  Hyperbel  px0y0  =  c*.  Behufs  Elimination  von  t 
aus  den  Gleichungen  für  x'0}  i/Q  ersetze  man  diese  durch  die  Combinationen 

(«<  +  fit)*  (atf  +  Vi)  -  cf,         $  -  tg  i(2a,0  +  pt)  i 

und  betrachte  S  als  Ursprung  eines  Polarcoordinatensystems  der  p,  ^,  für  welches 
die  Axe  der  y'  die  Polaraxe  ist.  Dann  wird  rr'02  +  t/'02  =  p8,  x'Q  :  y '0  ■—  tg  ^  und 
erhält  man  die  Gleichungen  (aj0  +  fit)  q  =  c,  2^>  =  (2a>0  +  I*')  *  UI*d  aus  diesen 

für  den  Ort  der  Momentancentra  im  System  die  Spirale  (— )  »cojj+Sp^. 

Verlegt  man  die  Polaraxe  um  den  Winkel  ^ ,    so    nimmt    ihre   Gleichung    die 

Form  an  g  Yip  =  a,  wo  a  =  c  :  y2p.  Die  Curve  heisst  der  Lituus  (Zinke). 
S.  Roger  Cotes,  Harmonia  mensurarum  (1722),  p.  86,  sowie  Magnus,  Samm- 
lung von  Aufgaben  und  Lehrsätzen  aus  der  analyt.  Geometrie,  Berlin  1833,  S.  315 
und  345.  Sie  hat  die  Polaraxe  zur  Asymptote  und  windet  sich  asymptotisch  dem 
Pole  zu.  Ihre  Gleichung  Q*ip  =  a*  drückt  die  Eigenschaft  aus,  dass  der  Sector 
eines  mit  dem  Radiusvector  q  um  den  Pol  beschriebenen  Kreises  zwischen  q  und 
der  Asymptote  constanten  Inhalt  hat. 

§.  4.  Ein  unveränderliches,  schweres,  in  einer  Verticalebene  be- 
wegliches ebenes  System  erhält  zur  Zeit  t  =  0  von  einer  Momentan- 
kraft B  im  Abstände  c  vom  Massenmittelpunkte  S  unter  der  Neigung 
a  gegen  die  Horizontale  einen  Impuls  in  seiner  Ebene  und  ist  wäh- 
rend seiner  Bewegung  continuirlich  von  einem  constanten  Paare  N, 
welches  in  Beine  Ebene  fällt,  afficirt;  man  soll  die  Bewegung  des 
Systems  bestimmen. 

Die  Bewegungsgleichungen  sind,  wenn  die  x-Axe  horizontal,  die  y-Axe  vertical, 
positiv  aufwärts  gerechnet  wird, 

-  —  0t 


d*xl 
dt% 

« 

o, 

d*yx 

dt2 

sie 

liefern 

dxl 
dt   = 

=  a, 

dt 

V 

M*l 

da> 
~di 

~N; 

CD  = 

=  «0 

=  b  —  gt,      cd  —  co0  +  --=—  =*a>0  +  nt 

und  xx  =»  at,  yl  =  bt  —  \gt*,  &  =  a>0t  +  \nt*,  wenn  die  Anfangslage  von  S 
Ursprung  der  x,  y  ist  und  #  für  t  =  0  verschwindet.  Die  Constanten  a,  6,  to0  folgen 
aus  der  Momentankraft  K,  deren  Abstand  c  von  S  und  ihrer  Neigung  a  gegen 
die  Horizontale  mit  Hülfe  der  Gleichungen: 

Ma  =  K  cos  a,     Äfft  =  JST  sin  <x,     M%l(o0  =  Kc.  * 

Der  Massenmittelpunkt  beschreibt  eine  Parabel  mit  vertikaler 
Hauptaxe  und  die  Winkelgeschwindigkeit  nimmt  gleichförmig  zu 
oder  ab,  je  nach  dem  Sinne  von  N. 

Für  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  folgt: 
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vx=> a  —  (x  sin#-|-y'  cos#)a) ,        <px  =  —  (x'sinfr+y'cosfr)«.)'  —  (acostf—y sin-fr)©8, 

»y= 6  —  £* + (tf'cos-fr  —  y'sinfr)» ,  9  =  —  g-\- (tf'cosft—y'sinfrjw'— (a'sinfl'+y'cOB'Ö')©*, 

und  hiermit  für  das  Momentancentrum: 

mx'0  *=*  a  sin  &  —  (b  —  gt)  cos  fr,    a  =  m0  +  **,     a?0  =  at ZLiL 

00 

«y'o  —  «  cos  Ö-  +  (6  —  gt)«m&,    d  =  a>0t+ Jntl,    y0  =  &t  —  {gt*  +  — • 

CD 

Indem  man  #'02  +  yjj  =*  eg ,  y'0  :  x'0  ■=■  US  V  setzt,  erhält  man  für  die  Polarcoor- 
dinaten  des  Momentancentrums  im  System  als  Functionen  der  Zeit, 

*°  "K  +  nO*     '         g^°       atg{a>0t  +  ±nt*)-{b-gt)' 

Für  den  Mittelpunkt  der  Beschleunigungen  wird  ebenso 

(co4  +  «'*)  ^2  —      <7  (*>'  sin  fr  —  a>'  cos  fr) ,     e2  = 


9  _  9 


(a>*  +  o>'»)i       (fi>0  +  nt)4+nä" 

Die  Curven  beider  Centra  im  System  sind  transcendente  Spiralen,  welche  sich 
dem  Punkte  S  asymptotisch  nähern;  die  entsprechenden  Curven  in  der  festen 
Ebene  sind  algebraische  Curven  dritter  Ordnung. 

§.  5.  Das  System  sei  schwer  und  der  Einwirkung  eines  Paares 
G(i)  =  —  x*fr  unterworfep,  proportional  dem  Rotationswinkel  fr,  so- 
dasB  die  Gleichungen  der  Bewegungen  sind 

d%x.        Ä         d8w.  dm    .        Je*       . 

U.   8.    W. 

§.  6.  Ein  körperliches,  unveränderliches  System  bewegt  sich 
ohne  Einwirkung  von  continnirlichen  Kräften,  man  soll  die  Bewegung 
desselben  ermitteln. 

1.  Da  keine  Reductionsresultante  J2(i)  vorhanden  ist,  so  beschreibt  der  Massen- 
mittelpunkt S  eine  Gerade  mit  constanter  Geschwindigkeit  und  bleibt  die  Resul- 
tante B  der  Momentankräfte  nach  Grösse  und  Richtung  coustant.  Weil  das  resul- 
tirende  Paar  GW  der  continnirlichen  Kräfte  Null  ist,  so  ^st  auch  das  Axenmoment 
G  des  resultirenden  Paares  der  Momentankräfte  nach  Grösse  und  Richtung  con- 
stant  (invariabele  Axe)  und  besitzt  das  System  eine  invariabele  Ebene,  die  Ebene 
des  Paares  G,  die  wir  uns  durch  den  Massenmittelpunkt  gelegt  denken  wollen. 
Der  Diameter  des  Centralellipsoids,  welcher  zu  der  mit  der  invariabelen  Ebene 
zusammenfallenden  Diametralebene  desselben  conjugirt  ist,  ist  die  Momentanste 
(S.  362).  Da  dieselbe  im  Allgemeinen  schief  geneigt  ist  gegen  die  Diametral- 
ebene, so  tritt  diese  in  Folge  der  Elementarrotation  um  die  Momentanaxe  aus  der 
invariabelen  Ebene  heraus  und  gelangt  eine  andere,  ihr  unendlich  nahe  Diametral- 
ebene in  dieselbe,  deren  conjugirter  Diameter  dadurch  zur  Momentanaxe  für  den 
folgenden  Zeitmoment  wird  u.  ».  f.  Obgleich  also  G  nach  Grösse  und  Richtung 
unveränderlich  bleibt,  so  wechselt  die  Momentanaxe  doch  von  Moment  zu  Mo- 
ment. Bios  im  Falle,  dass  sie  eine  Hauptaxe  und  mithin  zu  der  ihr  conjugirten 
Diametralebene  senkrecht  ist,  bleibt  sie  fortwährend  dieselbe.  Sollte  also  einmal 
im  Laufe  der  Bewegung  eine  Hauptaxe  senkrecht  zur  invariabelen  Ebene  werden, 


-w- 
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so  mÜ8ste  das  System  sich  alsdann  fortwährend  um  diese  umdrehen  und  würde 
die  Rotationsaxe  im  Systeme,  wie  im  absoluten  Räume  constante  Richtung  be- 
halten, während  im  Allgemeinen  die  Momentanaxe  sowohl  im  System  als  im  ab- 
soluten Räume  fortwährend  wechselt. 

Da  keine  continuirlichen  Kräfte  wirken,  so  ist  die  lebendige  Kraft  2T 
während  der  Bewegung  constant  (Cap.  II,  §.  13,  S.  414)  und  zwar  mit  Rück- 
sicht auf  Cap.  I,  §.  7,  S.  367,  sowohl  der  Bestandteil  2  TQ ,  welcher  aus  der  con- 
stanten  Geschwindigkeit  des  Massenmittelpunktes  S  entspringt,  als  auch  der  Be- 
standteil 27,=  ü)aZtnr8,  welcher  von  der  Rotation  um  die  Momentanaxe  des 
Massenmittelpunktes  herrührt,  jeder  für  sich.  Sind  jp,  g,  r  die  Componenten  der 
Winkelgeschwindigkeit  cd  in  Bezug  auf  die  Hauptaxen  von  5,  so  wird  nach  S.  369 

2  2',  «  Ap*  +  Bq*  +  Cr* 

und  kann,  wenn  l  den  Semidiameter  SJ  des  Cauchy-Poinsot'schen  Centralellipsoids 
bezeichnet,  welcher  in  die  Richtung  der  Momentanaxe  fällt,  unter  der  Form 

dargestellt  werden.  Daher  bleibt  während  der  Bewegung  die  Grösse  m  :  l 
constant  und  co  proportional  dem  Semidiameter  Z,  nämlich 

M 

Aus  der  Gleichung  a>  G  cos  ty  «=  2  Tt  (S.  369)  folgt  ferner,  dass  a>  cos  y  =  2  Tx  :  G , 
d.  h.  dass   die   Componente   der  Winkelgeschwindigkeit  um   die  Axe 
des  resultirenden  Paares  der  Momentankräfte  constant  bleibt. 
Es  ist  ferner  nach  S.  361  wegen  Gx  =  Ap,  Gy  «=-  Bq,  G*  =»  Cr 

G*  =  A*p*  +  J5  V  +  Cr* 
und  kann  G  unter  der  Form  „        __  .  a 

lo 
dargestellt  werden,  wo  d  den  Abstand  der  Tangentenebene  des  Centralellipsoids 
im  Schnittpunkte  J  desselben  mit  der  Momentanaxe  vom  Massenmittelpunkte  be- 
deutet. Hiermit  folgt  weiter,  da  cd:  J  constant  ist,  dass  auch  d  conßtant  ist.  Daher 
behält  die  Tangentenebene  des  Centralellipsoids  im  Punkte  J,  welche 
mit  der  zu  l  conjugirten  Diametralebene,  also  auch  mit  der  invaria- 
belen  Ebene  parallel  und  senkrecht  zu  G  ist,  während  der  Bewegung 
constanten  Abstand  vom  Massenmittelpunkte.  Legt  man  also  im  Abstände 

von  S  eine  Ebene  senkrecht  zur  Axe  des  resultirenden  Paares  der  Momentan- 
kräfte, so  wird  dieselbe  während  der  Bewegung  vom  Centralellipsoid  in  immer 
anderen  und  anderen  Punkten  berührt.  Das  Parallelepiped  conjugirter  Diameter 
des  Ellipsoids  ist  constant.  Da  &  die  Höhe  eines  aolchen  ist,  so  folgt,  dass  der 
Flächeninhalt  der  Schnittellipse  der  invariabelen  Ebene  mit  dem 
Centralellipsoid  während  der  Bewegung  constant  bleibt  (Poinsot). 

Hierdurch  ist  die  Bewegung  des  Centralellipsoids  ,und  damit  die  Bewegung 
des  Systems  selbst  vollständig  klar  und  hat  man  den  Satz: 

Ein  freies  unveränderliches  System,  welches  nicht  von  conti- 
nuirlichen Kräften  afficirt  wird,  bewegt  sich  so,  dass  Bein  Massen- 
mittelpunkt eine  Gerade   gleichförmig   beschreibt  und  das  Cauohy- 
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Poinsot'sche  Centralellipsoid  auf  einer  invariabelen  Ebene,  welche 
in  constantem  Abstände  S  vom  Massenmittelpunkte  parallel  mit  sich 
fortrückt,  hinrollt.  Während  der  Bewegung  bleibt  die  Resultante  22, 
wie  das  resultirende  Axenmoment  G  der  Momentankräfte  geometrisch 
constant.  Erstere  bestimmt  die  Geschwindigkeit  des  Massenmittel- 
punktes, jenes  die  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Momentanaxe 
dieses  Punktes;  die  invariabele  Ebene  ist  senkrecht  zu  G.  Die  leben- 
dige Kraft  des  Systems  bleibt  während  der  Bewegung  constant  und 
zwar  sowohl  der  von  der  Bewegung  des  Massenmittelpunktes,  als 
auch  der  von  der  Rotation  um  diesen  Punkt  herrührende  Bestand- 
teil derselben,  jeder  für  sich.  Das  System  dreht  sich  jeden 
Augenblick  um  einen  anderen  Diameter  21  des  Centralellipsoids, 
nämlich  um  denjenigen,  welcher  durch  den  Berührungspunkt  J 
mit  der  invariabelen  Ebene  geht,  auf  welcher  es  rollt;  die  Winkel- 
geschwindigkeit <o  ist  l  proportional,  sodass  etil  constant  bleibt. 
Die  Componente  der  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Axe^  des  resul- 
tirenden  Paares  G  bleibt  constant. 

In  dem  besonderen  Falle,  dass  zu  irgend  einer  Zeit  das  System  um  eine 
Hauptaxe  des  Centralellipsoids  rotirt,  bleibt  diese  Axe  fortwährend  Rotationsaxe 
und  die  Winkelgeschwindigkeit  constant.  Die  Hauptaxen  des  Centralellipsoids 
heissen  daher  auch  permanente  Rotationsaxen  des  Systems.  Die  Existenz 
solcher  Axen  wurde  zuerst  von  Segner  (Programma  sistens  speeimen  theoriae 
turbinum.    Halae  1755,  4°)  nachgewiesen. 

Nach  Cap.  I  bestimmt  man  leicht  den  anfanglichen  Geschwindigkeitszustand 
des  Systems  aus  den  Momentankräften,  welche  dasselbe  in  Bewegung  setzten. 

2.  Nach  B.  I,  S.  284  ist  die  Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems  äqui- 
valent dem  Rollen  eines  gewissen,  dem  beweglichen  System  angehörigen  Kegels, 
zu  dessen  Mittelpunkt  ein  beliebiger  Systempunkt  gewählt  werden  kann,  auf  einem 
anderen  Kegel  mit  demselben  Mittelpunkte,  welcher  eine  Translationsbewegung 
besitzt,  wie  sie  durch  die  Bewegung  des  Systempunktes,  welcher  gemeinschaft- 
licher Mittelpunkt  beider  Kegel  ist,  bestimmt  wird.  Der  erste  Kegel  ist  der  Ort 
(F)  aller  Momentanaxen  für  die  Rotation  um  den  Systempunkt  im  System,  der 
zweite  der  Ort  (C)  aller  mit  den  Momentanaxen  parallelen,  sich  in  jenem  Mittel- 
punkte schneidender  Geraden.  In  unserem  Falle  ist  der  Mittelpunkt  beider  Kegel 
der  Massenmittelpunkt  Der  Kegel  (I7)  scheidet  das  Cauchy-Poinsot'sche  Central- 
ellipsoid in  einer  Curve,  welche  die  Berüh- 
rungspunkte/desselben  mit  der  invariabelen 
Tangentenebene  enthält,  der  zweite  schneidet 
diese  Ebene  in  der  Curve  aller  Punkte  /, 
in  welchen  dieselbe  im  Laufe  der  Bewegung 
von  dem  Centralellipsoid  berührt  wird.  Die 
)a  Curve  auf  dem  Ellipsoid  nennt  Poinsot 
die  Polodie  (von  noXog  und  odog,  Weg 
des  Poles  J  der  Momentanaxe,  nicht  „Po- 
loide", wie  man  zuweilen  findet),  die 
andere  ebene  Curve,  auf  welcher  während 
der  Bewegung  die  erste  berührend  hinrollt, 
ihrer  schlangenartigen  Windungen  wegen  die  Herpolodie  (von  BQneiv,  kriechen, 
schleichen)  (Fig.  121).    Durch  beide  Curven  wird  die  Bewegung  des  Systems  in 


Fig.  ist. 
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ausgezeichneter  Weise  charakterisiri  Sie  hängen  von  den  Hauptaxen  des  Central- 
ellipsoids  und  von  dem  Abstände  des  Massenmittelpunktes  von  der  invariabelen 
Tangentenebene  ab. 

Um  die  Polodie  zu  bestimmen,  hat  man  auf  dem  Centralellipsoid  den  Ort 
aller  Punkte  zu  suchen,  deren  Tangentenebene  vom  Mittelpunkte  denselben  Ab* 
stand  8  besitzt.  Sind  er,  ß,  y  die  Halbaxen  dieses  Ellipsoids,  so  bestehen  mitbin 
für  diese  Curve  die  Gleichungen: 

5!  +  £  +  £!_i_o     ^4-^-4-f!-i-  =  o 
a.  -r  ß>  -r  y%      1=-ü>    a*+ß*-ty*       ^-ü- 

Sie  ist  daher  die  Schnittearve  des  Centralellipsoids  mit  einem  anderen  concen- 
trischen  und  coaxialen  Ellipsoide,  dessen  Halbaxen  et2  i  8,  ß*  :  8,  y* :  8  Bind. 
Multiplicirt  man  die  zweite  Gleichung  mit  d*  und  subtrahirt  sie  hierauf  von  der 
ersten,  so  ergibt  sich  die  Gleichung: 

welche  die  Kegelfläche  (r)  der  Momentanaxen  darstellt.  Die  Polodie  ist  demnach 
der  Schnitt  eines  Ellipsoids  mit  einer  concentrischen  Kegelfläche  zweiter  Ordnung. 
Diese  Baumcurve  vierter  Ordnung  zerfällt  in  zwei  getrennte  Theile,  von  denen  jeder 
für  sich  auf  einer  invariabelen  Ebene  rollend  angenommen  werden  kann,  um  die  Be- 
wegung vollkommen  zu  charakterisiren.  Jeder  dieser  Theile  hat  zwei  Paar  Scheitel, 
welche  durch  die  Hauptebenen  des  Ellipsoids  bestimmt  werden.  Der  Abstand  8  der 
Tangentenebene  ist  nun  nicht  kleiner  als  die  kleinste  und  nicht  grösser  als  die 
grösste  Halbaxe  des  Ellipsoids.  Es  sei  a  >  ß  >  y.  Für  8  =  a  reducirt  sich  der 
Kegel  auf  die  Gerade,  welche  die  Axe  a  enthält  und  die  Polodie  auf  zwei  Punkte. 
Für  d  ==y  reducirt  sich  der  Kegel  auf  die  Axe  y.  In  diesen  Fällen  rotirt  das  System 
fortwährend  um  die  längste  oder  kürzeste  Axe  des  Centralellipsoid b.  Ist  a  >  8  >  ß , 
so  enthält  die  yz- Ebene  keine  reellen  Geraden  des  Kegels  (T)  und  umgibt  der- 
selbe also  die  a;- Axe,  d.  h.  die  grOsste  Axe  a  des  Ellipsoids.  Für  ß  >  8  >  y 
schneidet  der  Kegel  die  xy-  Ebene  nicht  in  reellen  Geraden,  also  umgibt  derselbe 
die  kürzeste  Axe  y.    Für  8  =  ß  zerfällt  der  Kegel  in  zwei  Ebenen 

S(-5)+?(-@-. 

welche  durch  die  mittlere  Axe  ß  hindurchgehen  und  gleich  geneigt  gegen  die 

Ebene  (aß)  sind.     Die  Tangente  dieser  Neigung  ist  Hh  —2  1/  ~ -=,.  Sie  schnei - 

den  das  Centralellipsoid  in  zwei  Ellipsen,  von  denen  jede  als  Polodie  gelten  kann 
und  welche  beide  sich  selbst  in  den  Scheiteln  der  mittleren  Axe  treffen. 

In  allen  Fällen  ist  die  Polodie  eine  geschlossene  Curve,  welcher  Umstand 
sich  in  der  Periodicität  der  Bewegung  des  Systems  ausspricht. 

Die  Polodie  kann  nach  Obigem  als  der  Ort  der  Berührungspunkte  einer  Ebene 
mit  dem  Centralellipsoid  definirt  werden,  welche  zugleich  die  Kugel  #s+y2+  z*=*8* 
berührt.    Der  Ort  der  Berührungspunkte  mit  der  Kugel  ist  der  Schnitt  dieser  mit 

dem   Kegel    (l  —  -^J  xx  +  ML  —  &J  2/2  +  i1  —  p)  t%  wm  °»    eine    sphärische 

Ellipse.  Denn  sind  die  Coordinaten  des  Berührungspunktes  mit  der  Kugel  und 
dem  Ellipsoid  resp.  x,  y,  z\  x,  y,  *',  so  werden  die  Gleichungen  der  Tangenten- 

ebene  ^,  (ajj  -f  V*l  +  zt)  ==■  * »   — r  +  ^i  ~\ £  =  1  identisch,  wenn  man  setzt 


X 

X 

y  _ 

2 

7 

«■  1 

d*  x 

y8  + 

«a*. 

Di. 
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woraus    mit    Hülfe     des    Ellipsoids    folgt: 

£*.    Diese  Gleichung  führt  in  Verbindung  mit  der  Glei- 
chung der  Kugel  zu  dem  genannten  Kegel. 

Fällt  man  vom  Massenmittelpunkte  S  auf  die  invariabele  Ebene  das  Perpen- 
dikel SP,  so  ist  PJ  die  Protection  des  Semidiameters  SJ,  welcher  nach  dem 
Berührungspunkte  der  Polodie  mit  der  Herpol odie  hinführt.  Nun  hat  SJ  ein 
Maximum  und  ein  Minimum,  entsprechend  den  Scheiteln  der  Polodie,  daher  hat 

auch  der  Radinsvector  der  Herpol  odie  ein  Maximum  und 
Minimum  und  sieht  man  leicht,  dass  diese  Curye  sich 
wellenförmig  zwischen  zwei  um  P  in  der  invariabelen 
Ebene  mit  dem  Maximum  und  dem  Minimum  von  PJ 
beschriebenen  Kreisen  hinwindet  (Fig.  122).  Der  Kegel 
((7),  auf  welchem  der  Kegel  (r)  rollt,  zeigt  daher  Can- 
nelirungen  und  ist  zwischen  zwei  concentrischen  Kreis- 
kegeln enthalten.  Derselbe  ist  im  Allgemeinen  transcen- 
dent  und  kehrt  nur  in  besonderen  Fällen  in  sich  selbst 
zurück. 

In  dem  Falle  8  —  ß  ist  die  Herpolodie  eine  Doppelspirale,  welche  in  un- 
endlich vielen  Windungen  von  beiden  Seiten  sich  dem  Punkte  P  asymptotisch 
nähert. 

Ist  das  Centralellipsoid  ein  Rotationsellipsoid,  so  werden  beide  Curven  Kreise; 
ist  es  eine  Kugel,  so  fällt  die  Momentanaxe  mit  der  Axe  des  resultirenden  Paares 
der  Momentankräfte  zusammen,  beide  Curven  sind  Punkte,  welche  fortwährend 
vereinigt  bleiben. 

Die  beiden  Ellipsen,  welche  dem  Falle  8  =*  ß  als  Polodie  entsprechen,  zer- 
legen die  Oberfläche  des  Ellipsoids  in  zwei  Paar  Scheitelräume,  welche  in  den 
beiden  Scheiteln  der  mittleren  Axe  zusammenstossen  und  von  denen  das  eine  die 
Scheitel  der  kleinsten,  das  andere  die  der  grössten  Axe  enthält  Die  Ellipsen 
trennen  die  Schaar  Polodien,  welche  um  die  Scheitel  der  kleinsten  Axe  herum- 
laufen, von  denen,  welche  die  Scheitel  der  grössten  Axe  umschliessen.  Wird 
eine  der  beiden  Axen,  die  grösste  oder  die  kleinste,  der  mittleren  nahezu  gleich, 
bo  wird  der  Scheitelraum,  der  ihr  zugehört,  sehr  eng,  der  andere  sehr  weit. 

Die  Rotation  um  eine  Hauptaxe  ist  permanent;  indessen  haben  die  drei  Haupt- 
axen  nicht  gleiche  Stabilität  in  Bezug  hierauf.  Wird  die  Bewegung  ein  wenig 
gestört,  so  tritt  die  Momentanaxe  auf  eine  benachbarte  Polodie  über.  Umläuft 
diese  Polodie  eine  Hauptaxe  in  einem  engen  Umring,  so  entfernt  sich  die  Mo- 
mentanaxe niemals  weit  von  ihr  und  ist  auch  die  Herpolodie  auf  einen  engen 
Raum  eingeschränkt,  sodass  diese  Axe  nicht  viel  von  einer  festen  Richtung  im 
Räume  abweicht.  In  diesem  Falle  bezeichnet  man  die  Rotation  als  stabil.  Um- 
gibt aber  die  Polodie  die  Hauptaxe  nicht  sehr  eingeengt,  so  kann  die  Momentan- 
axe in  Folge  einer  kleinen  Strörung  sehr  weit  von  der  Hauptaxe  abweichen;  in 
diesem  Falle  ist  die  Rotation  labil.  Rotirt  das  System  um  die  Hauptaxe 
des  mittleren  Trägheitsmomentes  B,  so  laufen  die  benachbarten  Polodien  nicht 
um  sie  herum,  sondern  kehren  ihr  alle  ihre  Convexität  zu.  Daher  ist  die  Rotation 
um  diese  Axe  labil.  Nur  in  einem  Falle  kehrt  die  Momentanaxe  nach  der  Störung 
in  die  Hauptaxe  zurück;  wenn  nämlich  die  Störung  längs  der  Polodie  stattfindet, 
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welche  aus  den  beiden   sich  auf  der  mittleren  Hauptaxe   schneidenden  Ellipsen 
besteht.    In  diesem  speoiellen  Falle  kann  man  die  Rotation  stabil  nennen. 

Die  meisten  der  bis  jetzt  durchgeführten  Betrachtungen,  insbesondere  den 
Satz  über  die  Bewegung  des  Centralellipsoids  auf  der  invariabelen  Ebene  verdankt 
man  Poinsot  (Theorie  nouvelle  de  la  rotation  des  corps;  pres.  ä  V Institut  le 
19.  mai  1834;  auch  als  Anhang  zu  den  früheren  Auflagen  der  Elements  de  Statt- 
que  des  Verfassers;  in  erweiterter  Form  in  Liouville,  Journal  de  Maihem. 
T.  XVII  [1851]  und  Additüms  ä  la  Connaissance  des  temps  p.  1852). 

3.    Die  beiden  Centralellipsoide  — ,  +  ^»  H — *  =*  *  i     ä  +  rä  H — j  =  l»  vo 

aa«=6ß  =  cy  «  c*  ist,  sind  in  Bezug  auf  die  mit  dem  Radius  e  um  ihren  gemein- 
samen Mittelpunkt  beschriebene  Kugel  reciprok  und  zwar  speciell  nach  der  Verwandt- 
schaft der  reciproken  Radienvectoren.  Sie  sind  für  alle  correspondirenden  Lagen  wäh- 
rend der  Bewegung  des  Systems  homologe  Flächen  zweier  involutorisch  liegender  räum- 
licher reciproker  Systeme,  dem  Räume  angehörig,  welcher  in  Translationsbewegung 
begriffen  ist,  wie  sie  durch  die  Bewegung  des  Massenmittelpunktes  bestimmt 
wird.  In  diesen  Systemen  entspricht  jedem  Funkte  M  des  einen  eine  Ebene  (i 
des  andern,  welche  senkrecht  zu  dem  Radius vector  SM  ist  und  diesen  in  einem 
Punkte  M'  schneidet,  sodass  SM  •  SM'  =  e*  wird.  Ebenso  entspricht  jeder 
Ebene  (i  des  ersten  ein  Punkt  M'  des  zweiten,  auf  dem  zu  p  senkrechten  Strale 
von  S  so  gelegen,  dass  wenn  M'  sein  Schnittpunkt  mit  p  ist,  ebenfalls 
SM  •  SM'  =  **  wird.  Allen  Punkten  M  einer  Ebene  «  entsprechen  Ebenen  (i\ 
welche  durch  den  der  Ebene  homologen  Punkt  A  gehen  und  umgekehrt.  Jeder 
Geraden  als  einer  Punktreihe  entspricht  eine  Gerade  als  Axe  eines  Ebenenbüschels, 
den  Punkten  einer  Fläche  sind  die  Tangentenebenen  einer  anderen,  der  reciproken 
Fläche,  homolog  und  umgekehrt;  dem  Berührungspunkte  der  Tangentenebene 
einer  Fläche  ist  homolog  der  Schnittpunkt  des  zur  Tangentenebene  senkrechten 
Strales  von  S  mit  der  reciproken  Fläche  u.  s.  w. 

Der  invariabelen  Ebene,  welche  von  dem  Cauchy - Poinsot'schen  Ellipsoid  be- 
rührt wird,  entspricht  ein  Punkt,  welcher  auf  deren  Normalen,  nämlich  der  Axe 
des  Paares  G  der  Momentankräfte  liegt.  So  oft  eine  Tangentenebene  dieses 
Ellipsoids  in  die  invariabele  Ebene  eintritt,  fällt  der  ihr  homologe  Punkt  des  re- 
ciproken Ellipsoids  mit  jenem  Punkt  auf  der  Axe  von  G  zusammen  und  bo  oft 
ein  Punkt  der  Polodie  mit  einem  Punkte  der  Herpolo  die  zusammentrifft,  geht  die 
ihm  homologe  Tangentenebene  des  reciproken  Ellipsoids  durch  denselben  Punkt 
hindurch.  Das  reciproke  Centralellipsoid  bewegt  sich  daher  so,  dasB 
es  fortwährend  durch  einen  bestimmten  Punkt  auf  der  Axe  des  Paares 
G  der  Momentankräfte  hindurchgeht.  Der  constante  Abstand  V  die- 
ses Punktes  von  S  genügt  der  Bedingung  V d  =  c*.  Wir  nennen  ihn  den 
invariabelen  Punkt. 

Nach  S.  363  hat  die  Momentanaxe  die  Richtung  der  Normalen  <*',  welche 
von  S  auf  die  Tangentenebene  des  reciproken  Ellipsoids  gefällt  werden  kann, 
welche  dasselbe  in  seinem  Schnittpunkte  mit  der  Axe  von  G  berührt  und  ist  die 
Winkelgeschwindigkeit  <o  der  Länge  9'  dieser  Normalen  umgekehrt  proportional. 
Da  V  constant  bleibt,  so  ist  das  Produkt  # &  =  G  :  MV  constant.  Die 
Momentansten  bilden  im  System  einen  Kegel  zweiten  Grades  mit  S  als  Mittel- 
punkt. Da  die  Tangentenebenen  des  reciproken  Ellipsoids  im  invariabelen  Punkt 
auf  den  entsprechenden  Momentanaxen  senkrecht  stehen,  so  umhüllen  sie  gleich- 
falls einen  Kegel  zweiten  Grades,  welcher  zum  Kegel  der  Momentanaxen  supple- 
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mentär  ist.  Diese  Ebenen  bewegen  sich  momentan  in  sich  selbst;  wir  nennen  sie 
Momentanebenen  der  Bewegung  und  sagen  aus:  Die  Momentanebenen  der 
Bewegung,  welche  durch  den  invariabelen  Punkt  hindurchgehen, 
umhüllen  einen  Kegel  zweiten  Grades,  dessen  Mittelpunkt  der  in- 
variabele  Punkt  ist.  Die  Parallelebenen  zu  diesen  Ebenen  in  S  sind  gleich- 
falls Momentanebenen  der  Bewegung  und  bilden  einen  Kegel  zweiten  Grades  con- 
gruent  mit  dem  eben  genannten. 

Die  Momentanaxen  von  S  bilden  im  Baume  einen  transcendenten  Kegel,  wel- 
cher die  invariabele  Ebene  in  der  Herpolodie  schneidet.  Die  zu  ihnen  senkrechten 
Momentanebenen  des  invariabelen  Punktes  (oder  auch  die  des  Punktes  S)  um- 
hüllen daher  gleichfalls  einen  transcendenten  Kegel  und  da  ihr  Abstand  tf  von 
S  (oder  vom  invariabelen  Punkt)  zwischen  den  Grenzen  a  und  c  variirt,  so  ist 
der  Kegel  ähnlich  cannelirt,  wie  der  der  Momentanaxen.  Dieser  Kegel  wird  von 
dem  Kegel  der  Momentanebenen  im  System  fortwährend  berührt.  Daher:  Wäh- 
rend der  Bewegung  des  Systems  berührt  der  Kegel  zweiten  Grades 
der  Momentanebenen  des  invariabelen  Punktes  im  System  einen  ge- 
wissen transcendenten  Kegel,  weloher  von  den  Lagen  der  Momentan- 
ebenen im  Räume  umhüllt  wird.  Dieser  Kegel  entspricht  der  Herpolodie, 
wie  der  Kegel  zweiten  Grades,  der  ihn  berührt,  das  Analogon  zur  Polodie  ist 

Während  der  Bewegung  gehen  immer  andere  und  andere  Punkte  des  reci- 
proken  Centralellipsoids  durch  den  invariabelen  Punkt  hindurch.  Da  alle  gleichen  Ab- 
stand <*'  von  S  haben  müssen,  so  liegen  sie  ausser  auf  dem  Ellipsoid  auch  noch  auf 
der  um  S  mit  dem  Abstände  V  des  invariabelen  Punktes  von  S  beschriebenen 
Kugel.  Sie  bilden  daher  einen  sphärischen  Kegelschnitt  auf  dem'  reciproken 
Ellipsoid,  der  in  gewissem  Sinne  ein  Analogon  zur  Polodie  ist.  Ist  V  gleich  der 
mittleren  Axe  b  des  Centralellipsoids,  so  geht  der  Kegelschnitt  in  das  System  der 
beiden  Kreisschnitte  über. 

Die  Behandlung  der  Bewegung  des  freien  Systems  ohne  Einwirkung  von 
Kräften  mit  Hülfe  des  reciproken  Centralellipsoids  wurde  zuerst  gegeben  von 
MacCullagh  (On  the  rotation  of  a  solid  body.  Proceed.  of  the  Irish  Academy, 
Vol.  II  [1840—44],  pp.  520-526,  542—644;  Vol.  III  [1845-47],  pp.  370— 371).  — 
On  the  rotation  of  a  solid  body  round  a  fixed  point;  being  an  account  of  the  lote 
Professor  MacCullagh' 8  lectures  on  that  subject.  Oompiled  by  the  Bev.  Samuel 
Haughton.  Transaet.  of  the  Irish  Academy,  Vol.  XXII  (1855,  read  the  23.  Apr. 
1849),  p.  139  —  154.  MacCullagh  hat  überhaupt  zuerst  das  reciproke  Central- 
ellipsoid  angewandt.  Die  Hauptsätze  der  vorliegenden  Theorie  finden  sich  auch 
bei  ClebBch,  Zur  Theorie  der  Trägheitsmomente  und  der  Drehnng  um  einen 
Punkt  (Crelle  Journ.  B.  67  [1860],  8.  73-77). 

4.  Die  invariabele  Axe  des  Paares  G  beschreibt  im  System  eine  Kegel- 
fläche. Es  war  Ap*  -f  Bq*  +  Cr*  =-  2l\  und  A*p*  +  B*q*  +  C*r*  —  G*  oder, 
wenn  man  A  =»  Me*  :  «*,  B  =  M *4  :  ßf,  C  =  M e *  :  y8  setzt, 

"  <£  +  £  +  f)  = 2r-  <*•*  (5  +  £  +  £) - Gt> 

Mb4  «2T 
woraus  mit  Hülfe  von   -^ — -  =  d%  (s.  Nr.  1)  folgt 

i(-3'+i(-S)*+£(-?)'- • 
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Für  die  Punkte  (xyz)  der  invariabelen  Aze  ist  aber 

xyz      d  h    *%x  __  ß*y  __  y** 


Ap       Bq        Cr  '  p  q  r 

Daher  wird  die  Gleichung  des  Kegels  der  invariabelen  Axe  nach  Elimination 
von  p,  q,  r: 

«•(»- *i)  **+ F  (i -£)»•  + r*  (i-£)*'»o 

oder 

(a8  -  8*)  *8  +  (Pa  -  6*)  y*  +  (y8  —  tf8)  z*  _  0. 

Diese  Gleichung  ist  identisch  mit  der  unter  Nr.  2  angeführten  Kegelfläche,  welche 
die  Berührungspunkte  der  Tangentenebenen  des  Centralellipsoids  längs  der  Polodie 
mit  der  Kugelfläche  <r8  +  y*  +  z%  =»  d*  enthält.  Dies  ist  selbstverständlich;  denn 
die  beiden  Linien,  welche  in  die  Lagen  der  Momentanaxe  und  der  invariabelen 
Axe  zusammen  eintreten,  treffen  das  Ellipsoid  und  die  Kugelfläche  in  zwei  Punkten, 
deren  Tangentenebenen  in  der  invariabelen  Ebene  zusammenfallen. 

In  ähnlicher  Weise  hätte  oben  Nr.  2  der  Kegel  der  Momentanaxen  entwickelt 
werden   können,    indem   man    behufs   Elimination   von  jp,   qy  r   die   Proportion 

—  =  -£-  =  —  f  welche  die  Richtungscosinusse  der  Momentanaxe  bestimmt,  be- 
nutzt hätte. 

Beschreibt  man  um  S  mit  den  Radien  <*,  ß,  y  drei  Kugeln,  zieht  durch  5 
einen  Stral  SPQR^  welcher  diese  Kugeln  in  den  Punkten  P,  Qy  B  schneidet 
und  legt  durch  diese  Punkte  Ebenen  resp.  senkrecht  zu  den  Hauptaxen,  so  schnei- 
den diese  Ebenen  sich  in  einem  Punkte  {xyz)  des  Centralellipsoids.  Denn  die 
Richtungscosinusse   des    Strals   gegen  die   Axen   sind   x :  a,   y  :  ßt  z:yt  sodass 

«*         p"         y" 

Auf  diese  Weise  entspricht  jedem  Punkte  des  EUipsoids  ein  bestimmter  Stral, 
den  man  den  excentrischen  Stral  dieses  Punktes  nennen  kann.  Den  sämmtlichen 
Punkten  der  Polodie  entsprechen  Stralen,  welche  einen  Kegel,  den  excentrischen 
Kegel  der  Polodie,  bilden.  Sind  Xy  Y%  Z  die  Coordinaten  eines  Punktes  auf 
dem  excentrischen  Strale  des  Punktes  x,  y,  z  der  Polodie,  so  ist 

«  ß  y 

oder  x  :  aX  =*  y  :  ßY  =  z  :  yZ. 

Nun  genügen  x,  y,  z  der  Gleichung  (s.  Nr.  2)  des  Polodienkegels.  Setzt  man 
daher  in  dessen  Gleichung  aX,  ßY,  yZ  für  x,  yy  5,  so  erhält  man  für  den  ex- 
centrischen Kegel  der  Polodie,  wenn  man  wieder  x,  yy  z  statt  X,  Y,  Z  schreibt, 
die  Gleichung: 

('-;.)"+(-£)»•  +  (■-£)•—• 

Wir  wollen  die  Coefficienten  in  den  Gleichungen  der  drei  Kegel, 
des  Polodienkegels  (SJ): 

i(-S)-+*('-?W(-?)'- . 

des  Kegels  der  invariabelen  Axe  {SP): 
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nnd  des  ezcentrischen  Kegels  (SE) : 

(>-swm:wk.>=° 

darch  die  beiden  Constanten  2Tl  und  G  ausdrücken.    Wir  fanden 
27\         3»  Mj^  Ms*  JfV 

hiermit  werden 

**      ZT,A       1  /        <**\      ji(G*  — 27^) 


,* 


-1- (!-*■)- 


a-  G*    '      a*  \         oV  M**G* 


-  (■  -  s> 


AG*  '  a8  =  G8      "   '    eUS* 

und  Bind  also  die  Gleichungen  der  drei  Kegel,  nämlich 

die  des  Polodienkegels  (SJ): 

A  (G%  —  ZT^A)  x*  +  B  (G*  —  2T,B)y%  +  <7  (G8  —  2  2\  <7)  z*  —  0, 

die  des  Kegels  der  invariabelen  Axe  (SP): 

-Ä  (G*  -%TXA)  x*  +  ±  (ß*  -2^3)  y'  +  ^r  (ff1  -  2  7\  C)  «*  -  0 

und  die  des  excentrischen  Kegels  (SE): 

(G*  —  *TXA)  x3  +  (G*  —  2TX B)  y*  +  ((?•  —  2T,  C)  z*  —  0. 

Wenn  man  will,  kann  man  diesen  Kegeln  einen  weiteren  hinzufügen,  den 
excentrischen  Kegel  der  invariabelen  Axe,  dessen  Gleichung  man  erhält,  indem 
man  axy  ßy,  yz  für  x,  yt  z  in  der  Gleichung  des  Kegels  der  invariabelen  Axe 
Betzt.  Er  ist  übrigens  nicht  im  Gebrauch.  Dagegen  ist  ein  anderer  Kegel  von 
Bedeutung.  Nach  Nr.  1  ist  die  Componente  der  Winkelgeschwindigkeit  m  um 
die  Momentanaxe  in  Bezug  auf  die  invariabele  Axe  SP  constant,  nämlich 
m  cos  i  =»  2TX  :  ff,  wenn  i  die  Neigung  von  SJ  gegen  SP  bezeichnet.  Legen 
wir  durch  die  invariabele  Axe  und  die  Momentanaxe  eine  Ebene,  so  schneidet 
dieselbe  die  invariabele  Ebene  des  Punktes  S  in  einer  Geraden  SH,  sodass  die 
Winkelgeschwindigkeit  co  zerfällt  in  die  genannte  constante  Componente  um  SP 
und  eine  andere  variabele  Componente  m  sin  t  um  SH.  Durch  die  Elementar- 
rotation um  SH  tritt  eine  Linie  des  Systems  aus  SP  heraus  und  beschreibt  das 
Flächenelement  des  Kegels  der  invariabelen  Axe.  SH  ist  zu  demselben  senk- 
recht. Während  der  Bewegung  des  Systems  wechselt  die  Linie  SH  im  System; 
der  Ort  derselben  ist  eine  Kegelfläche,  deren  Erzeugungslinien  zu  den  Tangenten- 
ebenen des  Kegels  der  invariabelen  Axe  senkrecht'  sind.  Diese  beiden  Kegel  sind 
daher  reciprok  zu  einander.  Um  die  Gleichung  dieser  Fläche  zu  finden,  hat  man 
blos  die  Gleichung  der  Tangentenebene  des  Kegels  der  invariabelen  Axe  zu  bilden, 
die  Richtungscosinusse  von  SH  sind  den  Coefficienten  derselben  proportional. 
Sind  daher  X,  Y,  Z  die  Coordinaten  eines  Punktes  von  SH,  so  folgt 

und  indem  man  hieraus  die  den  x,  yf  e  proportionelen  Grössen  in  die  Gleichung 
jenes  Kegels  einsetzt  und  wieder  x,  y,  z  statt  X,  Y,  Z  schreibt,  wird  die  ge- 
suchte Gleichung  des  Kegels  (SH): 

x*  v*  z 


«•(-:.)>(■-?)  '■('-» 
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Während  der  Bewegung  des  Systems  geht  der  Kegel  (SP)  durch  die  invariabele 
Axe  SP  hindurch  und  da  SP  normal  zur  Kegelfläche  (SH)  und  senkrecht  zur 
invariabelen  Ebene  des  Punktes  S  ist,  so  ist  letztere  stets  Tangentenebene  des 
Kegels  (SH).  Daher  bleibt  während  der  Bewegung  der  Kegel  (SH) 
dauernd  in  Berührung  mit  der  invariabelen  Ebene  des  Punktes  Sm 
Die  Bewegung  des  Systems  um  S  ist  daher  äquivalent  dem  Rollen 
des  Kegels  (SH)  auf  der  invariabelen  Ebene  des  Punktes  S  in  Ver- 
bindung mit  einer  gleichförmigen  Rotation  um  die  invariabele 
Axe  SP. 

In  dem  Falle,  dass  der  Kegel  (SP)  in  zwei  Ebenen  zerfallt,  reducirt  sich  der 
Kegel  (SH)  auf  die  eine  von  zwei  zu  diesen  Ebenen  senkrechten  Geraden. 

5.    Die  drei  Kegel  (SJ),  (SP),  (SJE)  liegen  symmetrisch  gegen  die  Haupt- 
axen  des  Punktes  S  und  schneiden  eine  um   S  mit  der  Einheit  als  Radius  be- 
schriebener Kugel  in  drei  sphä- 

«7"_| risohen  Kegelschnitten  (J"),  (P), 

(E)  (Fig.  123),  welche  gemein- 
schaftlichen Mittelpunkt  und 
gemeinschaftliche  Hauptaxen 
haben. 

Bezeichnen  wir  die  mittlere 
Axe  des  Centralellipsoids  mit 
ßy  die  grösste  mit  a  und  die 
kleinste  mit  y,  sodass  also 
A  <  -B  <  C  ist,  und  nehmen 
wir  an,  es  liege  8  zwischen  cc 
und  ß,  so  umgeben  die  drei  Kegel  die  Axe  a,  welche  in  obigen  Gleichungen  zur 
rc-Axe  gewählt  ist.  Die  Lagen  grÖBster  Kreise,  welche  in  die  Ebenen  der  xz  und 
yz  fallen,  enthalten  die  sphärischen  Halbaxen  (a,-,  bi),  (ap,  bp),  (a«,  be)  der  drei 
Kegelschnitte  (J"),  (P),  (E).  Setzen  wir  z  =  0,  resp.  y  =»  0,  so  stellen  y  :  x  und 
z  :  x  die  Grössen  tg  a  und  tg  b  dar  und  werden 


Fig.  123. 


oder 


tg  a. 

tgdp       tga* 

tg&, 

_  *g  h  =  tg  be 

y" 

a8            ay 

tga« 

tgOp        ^  °*   __ 

B 

A     ^  VAB 

tgfe« 

tg  bP       tg  be  _ 

1    *i /a»  —  d» 

a|j  r  ä*  —  p* 
1  i/«*  £[ä* 

ay   F    ^  —  y* 


1„  -jATtA -G* 
}/AB   V  G*  —  lT\By 


C     ~     A  YAC 

Aehnliches  gilt  für  die  übrigen  Fälle. 

6.  Indem  das  8ystem  sich  um  die  Momentanaxe  SJ  dreht,  rückt  die  mit 
der  invariabelen  Axe  SP  zusammenfallende  Axe  des  Systems  aus  dieser  Axe 
heraus  und  tritt  eine  andere  in  sie  ein.  Sind  wieder  J,  P  die  Schnittpunkte  von 
SJ  und  SP  mit  der  Kugel  vom  Radius  Eins  im  System,  so  ist  das  Bogenelement, 
welches  P  beschreibt,  senkrecht  zum  Bogen  JP  und  die  Geschwindigkeit  v  des 
Punktes  P  wird  v  ■=  co  sin  t.    Es  ist  aber  (s.  Nr.  1)  die  Componente  von  a>  nach 


der  Axe  SG  constant,  nämlich 


2TX 
G 


cd  cos  t.    Hiermit  wird  v 


2Tj 


,}  tg  t. 
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Die  Normale  JP  des  sphärischen  Kegelschnitts  (P)  schneide  die  Hauptaxe 
dieses,  welche  die  Brennpunkte  enthält,  in  N;  wir  wollen  den  Bogen  PN  Buchen. 
In  Bezug  auf  die  Hauptazen  sind  die  Richtungscosinusse  von  SJ  und  SP  pro- 
portional p,  q,  r  und  Apy  Bq,  Cr;  daher  sind  die  Eichtungscosinusse  der  Nor- 
malen der  Ebene  JSP  proportional  (B  —  G)  qr,  (C  —  A)  rp,  (A  —  B)pq  und 
ist  die  Gleichung  dieser  Ebene  {B  —  C)  qrx  -f  (C  —  A)  rpy  +  {A  —  B)  pqz  —  0. 
Sie  schneidet  die  xy- Ebene  in  der  Geraden  SN.  Setzt  man  daher  s  «-  0,  so 
sind  die  Richtungscosinusse  von  SN  proportional  (A  —  typ,  (B  —  C)  q,  0.  Hier- 
mit erhält  man 

cos  (PN)  =  MA-Q)**  +  B  (*-  GW^  m 

Der  Zähler  dieses  Ausdruckes  ist  gleich 

A*p*  +  ß*q*  +  C*r*  -  C  (Ap*  +  Bq*  +  Cr»)  —  G*  —  2  ^C. 
Im  Nenner  aber  ist  der  Inhalt  der  Klammer  gleich 

A*p*+B*q*+C*r*— ZC(Ap*+Bqt+Grt)+C*(p*+q*  +  r*)*=G*--4:TlC+Gimt. 
Hiermit  wird 

cos  (P-tf)  =* ? r   und  tg (PJV^)  —  — 7^ o7Tr^       • 

Da  cos  (JP)  =  cos  t  —  2TX  :  Gm ,  so  wird  tg  t  —  (tf««8  —  4T*)i  :  2l\  und 
folglich 

sodass  das  Verhältniss  der  Tangenten  der  Winkel  JSP  und  PSN  während  der 
Bewegung  constant  bleibt.  Jn  ähnlicher  Weise  ergibt  sich  die  Bedeutung  der 
Grössen  G%i*TxA,  G%i%TxB. 

Indem  man  dies  Resultat  mit  dem  vorhin  gefundenen  Ausdrucke  für  die  Ge- 
schwindigkeit  v  des  Punktes  P  verbindet,  folgt  noch,  wenn  PN  =  n  gesetzt  wird, 

G8  — 27^ 

v CG^*n- 

7.  Nach  Nr.  4  ist  die  Bewegung  des  Systems  äquivalent  dem  Rollen  des 
Kegels  (SH)  auf  der  invariabelen  Ebene  des  Punktes  S  in  Verbindung  mit  einer 
gleichförmigen  Rotation  um  die  invariabele  Aze  SP,  in  Folge  deren  der  Kegel 
auf  dieser  Ebene  auch  gleitet.  Durch  die  Rotation  um  SH  tritt  eine  folgende 
Erzeugungslinie  SH  des  Kegels  in  die  invariabele  Ebene  ein ;  beide  Erzeugungs- 
linien bilden  mit  einander  einen  Winkel  HSH'  =  dz,  den  wir  nachher  bestimmen 
wollen.  Durch  die  Rotation  um  SP  wird  SH'  in  der  invariabelen  Ebene  um 
den  Winkel  H' SH"  ==»  dtp  gedreht.  Die  Summe  beider  Winkel  bildet  die  Ge- 
sammtdrehung  HSH"  =»  dtp,  welche  SH  erleidet,  sodass  dtp  «■  dy  -f  d%  ist. 
Da  SP  senkrecht  zur  invariabelen  Ebene  ist,  so  hat  man  dtft  =»  cd  cos  i  .  dt  und 

2T 
da  to  cos  i  =■  2Tt  :  G  ist,  so  wird  dy  —  —~  dt,  woraus  der  Winkel  rf>  gefunden 

werden  kann,  um  welchen  sich  der  Kegel  SH  auf  der  invariabelen  Ebene  G  fort- 
gewälzt hat.  dtp  ist  der  Winkel,  um  welchen  sich  die  Protection  der  Momentan- 
axe  SJ  auf  die  invariabele  Ebene  um  die  invariabele  Axe  umdreht,  d.  h.  der 
Winkel,  welchen  zwei  auf  einander  folgende  Radienvectoren  der  Herpolodie  mit 
einander  bilden,  welche  von  dem  Mittelpunkte  dieser  Curve  nach  den  Berührungs- 
punkten des  Centrale] lipsoids  gezogen  werden.    Sobald  dieser  Winkel  gefunden. 
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ist  auch  d%  bekannt.  Der  Winkel  dtp  ist  aber,  wie  man  leieht  sieht,  auch  der 
Winkel,  welchen  zwei  successive  Normalen  JP,  J'  P'  der  sphärischen  Curve  (P) 
mit  einander  bilden.  Denn  die  Ebenen,  welche  durch  SH  und  SP,  sowie  durch 
SH"  und  SP  gehen,  sind  zwei  aufeinander  folgende  Normalebenen  von  (P),  von 
denen  die  zweite  durch  die  Rotation  um  SH  an  die  Stelle  der  ersten  tritt,  um 
sodann  durch  Rotation  um  SP  die  Lage  SPH"  anzunehmen,  wozu  erfordert 
wird,  dasß  sie  sich  um  den  Winkel  drehe,  welchen  beide  Normalebenen  mit  ein- 
ander bilden.  Die  beiden  Normalebenen  von  (P)  schneiden  sich  in  der  Krüm- 
mungsaxe  SK  dieser  Curve  (s.  Fig.  123),  welche  auf  der  Kugelfläche  den  Punkt  K 
bestimmt,  welchen  man  als  den  Durchschnitt  der  sphärischen  Normalen  PK, 
P'K  den  sphärischen  Krümmungsmittelpunkt  nennen  kann,  wozu  der  Bogen  PK 
als  sphärischer  Krümmungshalbmesser  gehört.  Bedeutet  q  diesen  Bogen  PK, 
n  den  Normalbogen  PN  zwischen  P  und  der  Hauptaze  der  Brennpunkte,  sowie 
2 1  den  Parameter  des  Kegelschnitts  (P),  d.  h.  die  spärische  Sehne  im  Brennpunkt, 
senkrecht  zu  dieser  Axe,  endlich  2a,  25  die  Längen  der  Hauptazen,  so  bestehen 
naoh  den  Lehren  der  Sphärik  die  Gleichungen 

tg8n  .    _       tg*6 

(8.  Gudermann,  Grundriss  der  analytischen  Sphärik,  Köln,  1830,  S.  78). 

Nun  ist  die  Componente  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  J  in  Folge  der 

Rotation  um  SP  gleich  —j  sin  t .    Sie  ergibt  sich  auch,  wenn  man  das  Element 

JJ'  der  Curve  J  geometrisch  zerlegt  nach  JP  und  senkrecht  hierzu  und  letztere 

Componente  durch  dt  dividirt.    Ist  JJ"  diese  Componente,  so  gibt  die  Aehnlich- 

221 
keit  der  Figuren :  JJ" :  PP'  =  sin  (q  +  *) :  sin  q  und  daher,  weil  PPf :  dt  ■—  —^r  •  tg  * 

und  JJ"  :  dt  =     ^  sin  t  ist, 

dy       2Tt(         tg  A 
dt  G    \    "•"  tg?/' 

/  G*  \ 

oder  weil  tg  t  —  I    „,  n  —  1 )  tg  n  ist  (Nr.  6),  wenn  man  <f  und  «'  eliminirt 

d<p       2  T,       (2  TXA  -  <?•)  (2  T, B  -  ö»)  (2  2'  C  -  G*)  . 

dtam-G+  iÄBCGT\ COtg   '• 

Hiermit  erhält  man  endlich 

dt  —  dt         G    ^  '  AÄBCGf*  C°*   *" 

8.    Behufs  der  rein  analytischen  Behandlungsweise  unseres  Problems  gehen 

wir  von  den  Eul er' sehen  Gleichungen  aus,  in  welchen  G^  =  G^  =»  G^  =*  0 
ist,  sodass  sie  lauten: 

A  äf  + {C  ~  B)  qr  =  0> 

B  If  +  {A  -  C)  rp  -  0, 
C~  +  {B-  A)pq  =.0. 
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a)  Man  erhält  sofort  zwei  Integrale  derselben,  indem  man  sie  das  eine  mal 
mit  Ap,  Bq,  Cr,  das  andere  mal  mit  p,  q,  r  multiplicirt  und  addirt,  nämlich: 

A*p*  +  B*q*  +  C*r*  —  G», 

Ap*  +  Bq*  +  Cr*  —  2Tl9 

wo  G%,  2Tt  die  Integrationsconstanten  bezeichnen.  Die  Bedeutung  derselben  er- 
hellt aus  Cap.  I,  §.  9,  S.  369;  nämlich  G  stellt  das  Axenmoment  der  Momentan- 
kräfte, 2  7\  die  lebendige  Kraft  der  Bewegung  um  den  Massenmittelpunkt  dar. 
Aus  §.  8,  S.  369,  folgt  zugleich,  dass  2T,  :G  =  ä  die  Componente  der  Winkel- 
geschwindigkeit um  die  Axe  von  G  darstellt,  welche  statt  2  Tj  als  Constante  ein- 
geführt werden  kann. 

b)  Behandelt  man  die  Hauptaxen,  deren  Trägheitsmomente  A,  B,  C  sind,  als 
Axen  der  x,  y,  z,  so  erhält  man  aus  diesen  beiden  Integralen  die  Gleichung  des 
Polodienkegels,    indem   man   bedenkt,   dass   für   die   Punkte    der    Momentanaxe 


*       y_  =  *_ 
x  y  z 


ist   und  p,  ff.  r  eliminirt.    Ebenso  ergibt  sich   mit  Hülfe   von 
p         q         r 

der  Kegel  der  inyariabelen  Axe  durch  Elimination  derselben 


Ap       Bq        Cr 

Grössen.    Die  Gleichungen  der  Kegel  sind  bereits  in  Nr.  4  angegeben. 

c)  Ist  %  der  Neigungswinkel  der  Momentanaxe  gegen  die  Axe  des  Paares  Cr, 
so  ist  h  =»  m  cos  i  und  wenn  wir  die  andere  Componente  der  Winkelgeschwindig- 
keit, nämlich  cd  sin  t  =»  0  setzen,  sodass  a>*  =»  ä*  -f-  0*  wird,  so  werden  die  drei 
Strecken  SJ  =»  J,  SP*=>  d,  PJ  =»  v  (Fig.  121)  den  Grössen  ob,  ä,  ö  proportional. 

d)  Da  die  Axe  SP  des  Paares  G  unveränderliche  Richtung  hat,  so  wollen 
wir  sie  zur  Axe  £  eines  beweglichen  Hülfscoordinatensystems  mit  dem  Ursprünge  S 
wählen,  dessen  rj -Axe  wir  parallel  dem  Badiusvector  PJ  der  Herpolodie  wählen, 
während  die  (-Axe  senkrecht  zur  Ebene  SPJ  sein  soll.  Zunächst  wollen  wir 
nun  die  Lage  der  Hauptaxen  a,  ß,  y  gegen  die  Axen  der  {,  17,  £  kennen  lernen. 
Da  Gx  =  Ap,  Gy  =  Bq,  Gm  =»  Cr  ist,  so  wird 

ABC 
cos  (Ja)  =*-qP*      cos  (Iß)  =•  -g-  «,      cos  (£y)  =-  -^  r . 

Um  cos  (17a),  cos  (nß),  cos  (17 y)  zu  finden,  genügt  es  0  auf  die  Hauptaxen 

a,  ß,  y   zu  projiciren  und  die  Projectionen  durch  0  zu  dividiren.    Es  ist  aber 

[©]  a  [cd]  —  [A],    mithin    ist   die    Projection    von   0    auf   die    Axe   a    gleich 

,        /fc  v             Ah          G  —  Ah          G*  —  2T.A        __.  ..  „„, 

p  —  h  cos  (|  a)  =  p ~  p  = p; —  p  = ^,^  — —  p .   Hiermit  und  mit  Hülfe 

cyclischer  Buchstabenyertausohung  werden: 

,     .        Gi^2TlA     p  ,  m      £«-2^5     ff 

,     v        G*-2rtC     r 
cosfoy) ö* a' 

Da  endlich  die  Axe  der  £  senkrecht  zu  G  und  ©ist,  so  bildet  sie  mit  der 
Axe  a  denselben  Winkel,  welchen  die  Ebene  des  Dreiecks  \hB  mit  der  Ebene 
(ßy)  bildet.  Daher  ist  die  Projection  dieses  Dreiecks  auf  diese  Ebene  ^/»O  cos  (Ja); 
indem  man  dieselbe  aber  durch  die  Coordinaten  der  Ecken  darstellt,  wird 

hBq     hCr 

h  0  cos  (fa)  —      0  ff 

q  r 

BontLii,  Mechanik,    n.  28 
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woraus  mit  Hülfe  cyclischer  Vertauschung  sich  die  Formeln  ergeben: 

ftm  .       B  —  Cqr  /fcm       C—A    rp  ..  N       A  —  B    pq 

e)  Wir  wollen  jetzt  die  Componenten  p,  g,  r  der  Winkelgeschwindigkeit  co 
um  die  Momentanaxe  als  Functionen  von  a>  darstellen.  Hierzu  sind  die  Glei- 
chungen 

V%  +  2*  +  r%  ssa  ®f • 
4p8  +  JBg8  +  Cr»  —  arif 

aufzulösen.    Die  Auflösung  gibt 


wo 


2^(3+0)- ff8         ,       27^(0+4)-- tf8         ,       2Tl(A  +  B)-G* 


"   ~  BC  '     *   ~  CA  '     v  AB 

Indem  man  die  Ausdrücke  für  p8,  g8,  r8  in  die  vorstehenden  Gleichungen  ein- 
setzt, ergeben  sich  zugleich  die  Identitäten: 

BC  .       „  BCX* 

0, 


(A-B){A  —  C)  '        (A  —  B)(A— C) 

! =0      S l± 1?*- 

(4  —  2Q(4  —  (7)         '  (4-JB)(il— C)           ^BC1 

A              o,  *          ^'                  ö§ 


*  * 


(4  — £)(4  — C)         '         (A—JB)(4  —  C)  ABC 

wobei  die  Glieder  der  Summen  durch  cyclische  Vertauschung  von  A,  U,  C  aus 
einander  hervorgehen. 

Aus  den  Formeln  für  p8,  g8,  r8,  X1,  p8,  v8  folgt 

*«  —  1»  _  (C  —  4)  (2  TXB  —  tf8)  :  4  J3(7, 
unter  der  Annahme  4<B<Cist  mithin  *8  —  X8>0,  *8-~;i8<0,  v8  —  Z8  =  0, 
je  nachdem  G8  <  2  2\  JB,  6?8  >  2  7^  oder  G%  —  2^-0  ist.  Für  a>  =-  p  wird 
jaO  und  für  co  >  p  wird  g  imaginär,  daher  ist  p  das  Maximum,  welches 
co  erreichen  kann.  Ist  *  >  X,  so  kann  co  nicht  kleiner  als  v  werden,  weil 
Bonst  r  imaginär  werden  würde;  ist  X  >  v,  so  kann  co  nicht  unter  X  herabsinken, 
weil  dasselbe  sonst  mit  p  sich  ereignen  würde.  Daher  ist  das  Minimum, 
welches  co  erreichen  kann,  die  grösste  von  den  beiden  Grössen  X,  v. 

Da  der  Radius vector  PJ*=*l  der  Polodie  proportional  co  ist,  so  folgt,  dass 
derselbe  zwischen  zwei  Grenzen  variirt.  Dieselben  ergeben  sich  aus  der  Gleichung 
2Tt  =-  MeA  (co:Z)8;  für  co  =■  p  erhält  man  das  Maximum,  für  co  gleich  der 
grössten  der  beiden  Grössen  X,  v  das  Minimum  von  l. 

Da  der  Radiusvector  PJ=*v  der  Herpolodie  der  Gleichung  v8=»J8 — 6*  genügt, 
so  folgt,  dass  auch  er  zwischen  zwei  Grenzen  enthalten  ist  und  dass  seine  Maxima 
und  Minima  gleichzeitig  mit  den  Maximis  und  Minimia  von  l  eintreten. 

f)  Aus  der  Formel  für  p8  erhält  man 

dp  BC  dm 

P '  5F  —  (Ä~—B)  (A^C)  m  dt ' 
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Indem  man  dies  mit  dem  aas  der  ersten  Ealer'schen  Gleichung  folgenden  Werthe 

—  =  — ~r —  qr  combinirt,  folgt 

da,            (C  -  A)  (A  -  B)  (B  -  C)  nnr 
"  57 ABC Pqr 

oder  nach  Einsetzung  der  Werthe  von  p,  g,  r: 

dm 


»  Jj  -  ±   VV  -  V)  0»»  -  CD«)  (CD»  -  »«), 

wobei  das  Zeichen  (-{-)  oder  (— )  gilt,  je  nachdem  cd  wächst  oder  abnimmt.  Es 
ist  dtoidt  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  der  Endpunkt  der  Strecke  cd 
vom  Punkte  S  entfernt  oder  sich  ihm  annähert.  Aus  den  Gleichungen  2Tl  l*=aMe4a>* 
und  Z2  =  t?a -f- <**  ergeben  sich  hierzu  2Ttldl  «=•  Me'mdm  und  ldl  =  vdv  die 
entsprechenden  Geschwindigkeiten  für  die  Entfernung  des  Poles  J  und  des  Punktes 
der  Herpolodie  von  S  und  P. 

g)  Es  sei  ds  das  Bogenelement,  welches  der  Endpunkt  der  Strecke  cd,  welche 
die  Winkelgeschwindigkeit  darstellt,  im  Räume  oder  auch  im  System  beschreibt 
(beides  ist  gleich,  wie  aus  der  Bewegung  des  Poles  J  auf  der  Polodie  und  der 
Herpolodie  sich  ergibt,  deren  Bogenelemente  gleich  sind).  Es  ist  ds  das  geo- 
metrische Differential  von  cd  und  folglich 

m  -  m + m + m 

~  {A-B)(A-C) 

Indem  man  bemerkt,  dass  man  setzen  kann: 

pt  +  ,!  —  (X1  +  p1  +  *•)  —  *»,   n*v*=*(l*n*  +  ii2v*  +  vn*)-X*(!L*  +  ii*  +  v*)  +  X\ 

1*       ,.  [(*  +  *  +  <*)-  Ä]  2TX  -  G« 

und  die  oben  erwähnten  Identitäten  berücksichtigt,  erhält  man  für  das  Quadrat 
der  Geschwindigkeit  des  Endpunktes  der  Winkelgeschwindigkeit  cd: 


©■ — 


m4  +  (x«  +  pi  +  „i)  *•  _  (xt^f  _|_  ^«y«  +  „ix«) 
4T?  (jl  +  £  +  C)        AQ%TX 


Die  Differentiation  dieses  Ausdruckes  gibt: 

ds  d*8  ,  c2co 

Da  nun  l%+n*+v*  —  2a*>l*+p*+9*  —  2p\  d.h.  X8+^2+v2-2o)5l>i*+v2-c*» 
und  diese  letztere  Grösse,  wie  wir  sogleich  zeigen  wollen,  positiv  ist,  so  folgt, 

(j     v    a 
-) 

stets  positiv  ist.  Daher:  Die  Geschwindigkeit  des  Endpunktes  von  cd 
und  folglich  auch  die  des  Poles  als  des  Endpunktes  des  Radius- 
vectors  l  erreicht  ihr  Maximum  und  ihr  Minimum  zugleich  mit  der 
Länge  der  Strecke  cd  und  des  Radiusvectors  h    Dass  \* -\- v*  —  p*  positiv 

28* 
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ist,  ersieht  man  so.    Man  findet 

ABC(X*+v*—  ii'^^AC—iA+C— JJ)ö2=.(22t1C—  G*)A+2TlAC+(B—A)G*. 
Aus  den  Gleichungen  Ap%  +  Bq*  +  Cr*  —  2^  und  A*p*  +  B*q*  +•&'*  —  &* 
folgt  2TXG  —  G*  >  0  und  wefcen  -l<J5<CristB  —  il  positiv. 

h)  Zwei  auf  einander  folgende  Momentanaxen  SJ,  SJ'  des  Punktes  S  mit 
den  Winkelgeschwindigkeiten  a>  (p,  g,  r)  und  »  +  dff,  (p  +  dpf  2  +  dj.  r  +  dr) 
bilden  mit  einander  einen  unendlichkleinen  Winkel  da  und  schliessen  die  Strecken 
öd,  cd  -f-  da  mit  einander  einen  unendlichkleinen  Sector  \oa*do  ein,  dessen  Pro- 
jectionen  auf  die  Coordinatenebenen  der  Hauptaxen  doppelt  genommen  sind: 

qdr  —  rdq,    rdp  —  pdr,    pdq  —  qdp. 

Die  Protection  dieses  Sectors  auf  die  invariabele  Ebene  wird  von  den  beiden 
auf  einander  folgenden  Badienvectoren  der  Herpolodie  eingeschlossen  und  ist 
^aidu1  wenn  du  den  unendlichkleinen  Winkel  zwischen  diesen  Badienvectoren 
bedeutet.  Das  Doppelte  dieser  Protection  ist  die  Summe  der  Projectionen  von 
qdr  —  rdq%  rdp  —  pdf,  pdq  —  qdp  auf  die  invariabele  Ebene  und  daher 

a*du  —  (qdr  —  rdq)  cos  (Ja)  +  (rdp  —  pdr)  cos  (iß)  +  (pdq  —  qdp)  cos  (Jy) 
—  [r  cos  (iß)  —  q  cos  (Jy)]  dp  +  [p  cos  (|y)  —  r  cos  ({«)]  dg 
-f  [q  cos  (Ja)  —  p  cos  (6p)]  dr. 

Substituirt  man  die  in  d)  gefundenen  Werthe  för  cos  (Ja),  cos  (£ß)t  cos  (Jy),  so 
ergibt  sich  mit  Hülfe  der  Euler'schen  Gleichungen: 

,  du       B  —  C       dp    ,    C  —  A       dq   ,   A  —  B        dr 
* '    dJ^-^qrdt+—G-rpdt+—G^pqdt 

GA^qr  +       GB"rp  +        GC~-pq- 

Hieraus  folgt,  indem  man  die  Werthe  von  p8,  3",  r*  einsetzt, 

Da  ca*  =  h2  +  °*>  erhält  man  für  den  Zähler  unter  dem  Summenzeichen 
(a>*-V)  (»*-  v  «)—  (Ä*+ßa— fO  (V+O*— *  V»  04+(2Ä*-fi*-  **)©«+  (A*-  p«)  (Ä»~ r») 

—  (©»+2A»—  i«— p»_ »>)a«4.Aa«4.(Ä*— p«)(A»—,*). 

Nun  ergeben  sich  aber  leicht  mit  Hülfe  der  unter  e)  gefundenen  Werthe  und  mit 
Rücksicht  auf  h  =  22\  :  G  die  folgenden  Relationen: 

(G*—2T1B)(G*  —  2TlC)  (G*-2TXA)  (<?»- 2rifl)(ff»-  2TXC) 

BCG*  '  ABCG>  * 

*■  _  ^> _ <g'-2  r,cf)(g'-  2 1  rt^)  ^ 

(*•  -  ^  (*»  -  o  =  -^  (e»  -  2  r,^> ,   *•-*>•-  ^=|  (fl»  -  2  r,^), 
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Indem  man  hieraus  (A*  —  p*)  (X*  —  v *)  entnimmt,  ergibt  sich 

(coa  -  p8)  (cd8  —  v*)  =  («3«  +  2/*8  —  *8  —  p8  —  fr«)  O8  + 1* ö8  +  A  (^  —  h)  , 

Daher  wird  jetzt  unter  Zuhilfenahme  der  Identitäten  unter  e) 

_  1*0«  _  *  Q 

,    ,  du         ,  «^  _  A 


Ga*  ,-7  —  ^JJCZ 


-  ^Co'*(Z=iy£=c)  -gA-s(^-|(^-c)°8r'g,,-gA 

und  hiermit 

du        .  A 

ffierin  ist   A  >  0,   A  =  0,   A<0  je  nachdem    ö8  -a2TlB<0f    —  0,    >  0 

ist.    Die  Grösse  3—   ist    die  Winkelgeschwindigkeit,    mit   welcher   0    und    der 

at 

Radiusvector  v  der  Herpolodie   um  SP   rotiren;    sie    wächst,    nimmt    ab  oder 

bleibt  constant,  je  nachdem  G*  <  2TXB,  G8  >*TXB  oder  G*  —  8  2V»  ist. 

Um  -vT ,  nämlich  die  Geschwindigkeit  zu  finden,  mit  welcher  sich  der  Radius- 
vector SJ  um  S  dreht,  denke  man  sich  das  unendlich  schmale  Dreieck,  dessen 
Seiten  co,  ds  und  a>  -\-  da>  sind  und  fälle  vom  Endpunkte  von  co  auf  die  Seite 
co  -\-  dia  ein  PerpendikeL  Man  erhält  dann  ein  unendlichkleines  rechtwinkliges 
Dreieck,  dessen  Hypotenuse  ds  und  dessen  Katheten  cd  dl  und  da  sind,  sodass 
co8dtF8  +  d»'«  cf«8  und  mithin 


\d*7   ~~co8  \\dt)        \dt)  J 


wird.    Setzt  man  hierin  die  für  —  und  -_—  gefundenen  Werthe  ein.  so  erhält  man 

dt  dt 


da 
dt 


i^^+h«-,,-^] 


i)  Wir  wollen  jetzt  die  Componenten  j>,  3,  r  der  Winkelgeschwindigkeit  o> 
als  Functionen  der  Zeit  t  darstellen.  Wir  werden  dies  dadurch  erreichen,  dass 
wir  j>,  g,  r,  t  durch  einen  gewissen  Winkel  <p  ausdrücken  und  die  Gleichung 
zwischen  9  und  $  umkehren.  Dieser  Winkel  9  ist  wohl  zu  unterscheiden  von 
dem  in  Nr.  7  mit  9  bezeichneten  Winkel.  Dabei  genügt  es,  den  Fall  G*<£m2TlB 
auszufuhren  und  dabei  A  <  B  <  G  vorauszusetzen,  denn  für  den  Fall  6r*  >  2  Tj  2* 
gelten  dieselben  Gleichungen,  wenn  man  nur  die  Benennungen  der  Azen  des 
grössten  und  kleinsten  Trägheitsmomentes  vertauscht,  d.  h.  A>  B>  C  vor- 
aussetzt 

Da  der  Radiusvector  SJ  und  die  Winkelgeschwindigkeit  00  einander  propor- 
tional sind,  so  beschreibt  der  Endpunkt  von  cd  eine  der  Polodie  ähnliche  Curve 
auf  einem  dem  angenommenen  Centrajellipsoide  ähnlichen  Centralellipsoide,  zu 
welchem  man  gleichfalls  eine  variabele  Ebene  durch  den  Endpunkt  von  h  legen 
kann,  auf  welcher  dies  Ellipsoid  rollt.  Für  den  Endpunkt  von  co  sind  p,  q>  r  die 
Coordinaten    und    bestehen    die   Gleichungen    Ap*  +  Bq*  -\-  Gr%  =»  2l\    und 

m 

A*p*  +  B*q*  +  C*r%  «■  Cr8.    Die  Curve  der  Endpunkte  von  cd  umgibt  unter  der 
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Annahme  A  <  B  <  C  die  Axe  cc  und  ihre  Protection  auf  die  Ebene  ßy  wird 
durch  Elimination  von  p  aus  diesen  beiden  Gleichungen  erhalten.  Sie  wird  daher 
dargestellt  durch  die  Gleichung 

B  (B  —  %A)  q*+C(C—  A)r*~G>  —  2T,  A, 
oder 

^       r^  i  _  G^-JJ\A         2  _  G*  —  *TXA 

22i       r?  '      3l  ~"  B(2?-.l)  '     f|  "^   G1  (P  — -A)  ' 

Die  Projection  ist  daher  eine  Ellipse  mit  der  grossen  Halbaxe  qx  und  der  kleinen 
Halbaxe  r,  in  den  Richtungen  der  Axen  ß  und  y.  Während  der  Endpunkt  von  co  die 
der  Polodie  ähnliche  Curve  auf  dem  Ellipsoid  beschreibt,  durchläuft  seine  Pro- 
jection die  Ellipse  in  demselben  Sinne.  Nehmen  wir  an,  diese  Bewegung  beginne 
im  Punkte  <2  =  0,  r  =  rx'  und  erfolge  im  Sinne  des  Ueberganges  von  der  posi- 
tiven g -Axe  zur  positiven  r-Axe.  Dann  kann  man  q  und  r  durch  das  Comple- 
ment  qp  der  excentrischen  Anomalie  ausdrücken,  d.  h. 

q  =»  qx  sin  q>,       r-r,  cos  qp 

setzen.     Indem  man  in  die  Formel  q*  =  -« — r-b   ^       den  Werth  3  =  ^  sinqp 

{J*  —  L)(Jj  —  A) 

einführt,  ergibt  sich 

.._,«  +  (-—%%  -  Ä)  3?  sin»?  =  ,■  -  ^  J  (G»  -  22^)  Bin'9 

oder  nach  den  Relationen  in  h) 

a>2  ss»  ft2 .—  (f*8  —  *2)  sin2<p, 

da  der  Coefficient  von  sin2  qp  gleich  p*  —  va  wird.  Man  erkennt  hieraus ,  dass 
während  qp  von  qp  =  0  bis  qp  =  ^«  wächst,  cd  von  dem  Maximum  p  zum 
Minimum  v  herabsinkt.    Führt  man  den  gefundenen  Ausdruck  für  w2  in  die 

BG 

Formel  jp2  =  7-7 =srrk 7n  (w*  ""  **)  em»  80  ernalt  man 

(A  —  /J)iA  —  o; 

*8  -  (4  — ÄHT=rö)  V1  "  fi5"— 1* 8ln  V  ' 

B  C  (u* X*) 

Ist  px  der  Werth  von  jp,  welcher  qp  =*  0  entspricht,  so  wird  p?  =  - — £- — - — }— 

\A  ~B)(A  —  C) 

...                     .      t       i>*-v*       C-B    G*-2l\A      .. 
und  indem  man  noch  x"  =  -5 ^  =»  x>^T  ^  •  ^-7..  fl ^1  setzt,   gewinnt  man 

p  unter  der  Form 

p  =  ^,  ]/l  —  x*  sin*  qp , 

wobei  zu  bemerken  ist,  dass  p  immer  positiv  ist,  da  die  Polodie  die  Axe  der  a 
umgibt  und  also  p  stets  auf  die  positive  Axe  fällt. 

Bildet  man  nun  mit  Ilülfe  von  a>*  =  p2  —  (/**  —  v*)  sin*  qp  und  mit  Rücksicht 
auf  die  Bedeutung  von  x*  die  Grössen  a>2  —  X*  =  (f*2* —  X9)  (1  —  x2  sin*  qp), 
p*  —  ob2  =  (f*2  —  v1)  sin2  qp,   ob2     -  v2  *=  (p*  —  y2)  cos2  qp,  so  wird 

o,  ^  «  V(G>^X2J(p*—^*y(m'i—v*)  —  (^—Ol/^^^.sin^cosyK^1^ 810*9 

und  da  die  Differentiation  des  Ausdruckes  für  a>2 

dco  ,  ,        ,     .  dtp 

m  dt  =  ~  ^      * >  8in  v  C08 »  57 
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liefert,  so  ergibt  die  Vergleichung,  wenn  man  noch 

^  -  v  -  ts£-  <2  r«c  ~  G,)  -  n' 

setzt, 

1  dtp 


dt=*  — 


wo  das  Zeichen  (— )  anzeigt,  dass^p  mit  wachsendem  t  abnimmt.    Ist  tp0  der 
der  Zeit  t  =  0  entsprechende  Winkel  qp,  so  hat  man 

(p0 


t-t0    -  ■     dv 


»Jyt= 


x2  sin2  tp 
<P 
und  wenn  tx  die  Zeit  bedeutet,  welche  verfliesst,  bis  tp  =  0  wird,  bo  dass 

<f>o 

f    .     -  r     dq> 


-.-ij\ 


Yl  —  x2  sin51  tp 
o 
ist,  so  erhält  man 

f 

*  J  \\  —  x*  sin*  9        w 
o 

für  die  Zeit,  in  welcher  der  Winkel  tp0  —  tp  beschrieben  wird.  Hieraus  folgt 
dann  tp  als  Function  von  ty  nämlich 

Die  Zeit,  welche  erfordert  wird,  bis  der  Pol  J  ein  Viertel  der  Polodie  von  Scheitel 
zu  Scheitel  beschreibt,  entspricht  der  Winkeldifferenz  \n  und  wenn  man  sie  mit 
T  bezeichnet,  so  wird 

T=SL    l\ d?_ ^iK^nnd«. 

"  J  Vi  -  x2  sin*  9        * 
o 

Diese  Zeit  ist  für  alle  Viertel  dieselbe. 


k)  Es  ist  0  =»  y»2  —  Äa.    Indem  man  den  Werth  «o2  =»  p2  —  Qi*  —  v*)  sin2  tp 
einsetzt,  wird 

0  =  V(/*2  —  Ä2)  —  (p2  -  v2)  sin2?!  =  Vft2  —  Ä2  •  l/l  —  **!Zft»  "nt V' 

Man  sieht  hieraus,  dass  das  Maximum  von  0  gleich  }/p2  —  ä2  und  das  Minimum 

Yv*  —  h*  ist  und  dass  dem  Maximum  die  Werthe  9  =  0,  n>  2»,  3«r,  4»,  .  .  . 
dem  Minimum  die  Werthe  <p  —  \ity  %it,  \n%  \ny  ...  entsprechen.  Da  der 
ßadiusvector  v  der  Herpolodie  0  proportional  ist,  so  folgt t  hieraus  die,  Fig.  122 
angegebene  wellenförmige  Beschaffenheit  dieser  Curve,  vermöge  welcher  sie 
zwischen  zwei  concentrischen  Kreisen  um  den  Punkt  P  eingeschlossen  ist.  Je 
nachdem  der,  einer  Welle  entsprechende  Centriwinkel  mit  2  n  commensurabel  oder 
incommensurabel  ist,  wird  die  Herpolodie  in  sich  zurückkehren  oder  nicht  zurück- 
kehren, d.  h.  algebraisch  oder  transcendent  sein. 
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Setzt  man 

«,*  =  ,.'     h,_(g,-2r,^)(2r1c-tf»)     ._&' -*•_<?'      c-b 


cmö»  '  *     *»  — v      £    2r1c-G8' 

a a^ c^i  (G8  -  2  rt  £)8 

'      (p*  —  *•)  (p*  —  V)»     ^  (i  -  ^)  g8  (2i\  c  -  c?») ' 

so  hat  man  mit  Hülfe  der  unter  h)  entwickelten  Formel  -j-  «  ä r 

dt  ö* 

dqp 


13  =  ffl1  ]/l  —  <j2  sin8  <p,    du  =  ÄdJ  —  f  — 


(1  —  02  sin*  qp)  l/l  —  *a  sin1  qfT 

sodass  also  der  Winkel  u  durch  ein   elliptisches  Integral   dritter  Gattung  dar- 
gestellt werden  kann.   Entspricht  dem  Winkel  qp  =  qp0  der  Werth  p  »  p0 ,  so  wird 


u  —  w0 


(t-g  +  f   /_ ^Jg ..._     - 

J  (1  —  g*  sin8  qp)  yT —  x8  sin*  <p 


9 
und  wenn  u  =  Wj  wird  für  £  =  t, ,  qp  =  0 ,  so  folgt 

JPo 


«/  (1  —  g*  sin8  9)  y  1  —  x8  sin*  9 


0 
und  hiermit 


x 


U  -  l*t    =  h  (t  -  tj  -  f    ( d^ _=• 

J  (1  —  g*  sin8  qp)  y  1  —  x8  sin8  qp 
0 

1)  Es  bleibt  noch  der  besondere  Fall  zu  erörtern  übrig,  dass  G*  —  2  TXB  =  0 

ist.    Hierfür  hat  man,  wie  sich  aus  den  Formeln  h)  ergibt, 


«       aI/*"0^2*     «       h     r  -hl/W   B~A      rs        hl/(C-B)(B-Ä) 

Hiermit  wird 

,  d<p         cos  qp  dqp         d  ■  aincp  1  -f-  sin  qp 

cos  9  cos2  9         1  —  sin8qp        3         1  —  sin  qp 

und  wenn  man  integrirt  und  qp  =  0  der  Zeit  t  =»  0  entsprechen  läset, 


e*"'  -  1  2 


sln  V  *"    *„,  1    ,   »      COa  V 


0*"<+l  '  en'  +  e-n' 

Ferner  wird 

p  =  pt  cos  qp ,     q  =  A  sin  qp ,     f  =  rt  cos  9 

und  wenn  man  2>2  +  r8  =  pj  -f  rj  =  u8  setzt 

A»  ^   |38 

welche  Gleichung  sich  leicht  in  eine  Gleichung  für  die  beiden  Ellipsen  umsetzen 
lässt,  in  welche  sich  die  Folodie  in  dem  Falle  G*  —  2TtB  =  0  auflöst.  Man 
erhält  weiter  du  =  hdt,  ö  =*  n  cos  9,  also 

u  = /u,     cj  =  — . 


( 
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Es  rotirt  mithin  der  Radiusvector  der  Herpolodie  mit  constanter  Winkelgeschwindig- 
keit um  den  Punkt  P  und  seine  Länge,  welche  ©  proportional  ist,  nähert  sich 
fortwährend  der  Null.  Die  Herpolodie  ist  daher  eine  Spirale,  welche  sich  dem 
Pole  P  asymptotisch  annähert. 

m)    Wir  wollen  die  Resultate  der  vorstehenden  Untersuchung  nebst  leichten 
Folgerungen  übersichtlich  zusammenstellen: 

I.    G*  —  2T1B<0I    A<B<C 

2T,C  —  G*       A.  1  dtp 


,  »  Sl  Bin  „,  a|  _  *'  'IM  ,     „•  =  ^  (2  Tfi  -  <?*), 

g*  —  2  r.^i       .     c  —  b  g*  —  2  r.^ 


©  =0,  yi  -  0*  sin»  cp,  du-hdt ;"y --=-=,  h=2Tx:G, 

(1  —  </*sin*g>)  Vi  —  xasin*qp 

((?»- 27'^)  (27^(7-6?»)  CM  (fl'-^ff)»       ,      G«.     C-B. 

l~  (mg*  • '  ^(b-^ö^^c-ö1/  g  —  i"  2r1"c-ött 

In  dem  Specialfalle  B  =  C,  d.  h.  wenn  das  Centralellipsoid  ein  Rotationsellipsoid 
um  die  Axe  cc  ist: 

h  =3  0,    «dt  =»  dfqp, 

g  =  0,    dp  =  7*d*  —  /VJ<p  =  (/i  —  fn)  dt, 

2TlB-G^  G*-2l\A  {Qi-HTtAytTJ-Q*) 

Pl=  A(B-A)'    2l  "    i=~  B{B-A)'       1_  ÄBG* 

II.  Cr2  —  2  2',  2?  >  0.  Dieser  Fall  reducirt  sich  auf  I. ,  indem  man  die  Be- 
zeichnung ändert,  d.  h.  das  kleinste  Hauptträgheitsmoment  mit  C  bezeichnet,  so- 
dass A  >  B  >  C  vorausgesetzt  wird. 

III.  G»-22\B=-0. 

,       19B(C  —  B)        ,  2n 

*-ffl.in,pf       *-*  J  ndt  =  ^>' 

r-r,  cosqp,      r?-*--0_ _, 

n)  Es  bleibt  nun  noch  der  letzte  Theil  unserer  Aufgabe  übrig,  die  Bestim- 
mung der  Lage  des  beweglichen  Systems  gegen  das  feste  Coordinatensysfem  der 
xy  y>  2  zur  Zeit  t.  Dies  kann  geschehen,  indem  wir  die  Cosinusse  a,  6,  c; 
a',  6',  c  ;  a",  6",  c"  der  Richtungswinkel  der  Hauptaxen  des  Centralellipsoids 
oder  indem  wir  die  Euler1  sehen  Winkel  9,  t/>,  &  (s.  B.  I,  S.  278)  als  Functionen 
der  Zeit  darstellen.  Wir  wählen  die  constante  Richtung  der  Axe  des  Paares  G 
zur  z -Axe,  also  die  xy- Ebene  parallel  der  invariabelen  Ebene.  Dann  erhalten 
wir,  da  die  Richtungscosinusse  c,  c ,  c"  dieser  Axe  gegen  die  beweglichen  Haupt- 
axen  die  Werthe  haben: 

c  =  sin  qp  sin  &,     c  =  cos  9  sin  -fr,     c"  =  cos  fr 

und  -4p,  Bq,  Cr  die  Componenten  von  6?  sind: 

-4jp  — ■  6r  sin  tp  sin  fr,     Bj  —  (7  cos  9  sin  0-,     Cr  •**  G  cos  0, 
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sodass  also  sogleich  angegeben  werden  kann: 

A       Cr         .  Ap 

cos»--^,       tgcp-^. 

Um  ip  zu  finden,  geben  die  beiden  ersten  der  drei  Gleichungen  am  Ende  von 
B.  I,  S.  279 

p  sin  tp  -\-  q  cos  tp  a=a  und'  -— 

GL  X 

und  folglich  mit  Rücksicht  auf  die  vorstehenden  Gleichungen,  wenn  man  mit  sin  & 
beiderseits  multiplicirt : 

G(Ap*  +  Bq*)^{G*-C*r*)^t 


d* -^—-nvii-dt. 


oder  mit  Hülfe  der  Gleichung  Ap*  +  Bq*  +  Cr*  —  2T, 

GpT\_--Cr*) 
G*  —  C*r' 

Es  ist  2  T,  —  Cr*  =  Ap*  +  Bq*  stets  positiv,  ebenso  G*  —  C*r*  =  4*p*  +  B*q2; 
mithin  wächst  ^  mit  t  gleichzeitig.  Dies  heisst  soviel,  als  die  Knotenlinie  der 
beweglichen  Hauptebene  (aß)  des  Centralellipsoids  mit  der  invariabelen  Ebene 
dreht  sich  fortwährend  in  demselben  Sinne  um  die  Axe  des  Paares  G.  Nach 
Substitution  des  Werthes  von  r*  aus  e),  wodurch 

2 Tx  —  Cr*       (A  —  C)(B  —  C)2Tl  —  ABC(to*  —  v*)         H  -  <o* 
G*  _  c*r*  —  {A  -C)(B  —  C)  G*  -  ABC*  (o>*  -  v*)  ™  C  (J-  oj*) * 

wird,  wenn  man  abkürzend 

(A  —  C)  (B  —  G)  h  —  ABC .  v*  =  ^BC .  1/, 

(A  -  C)  (B  —  C)  ö8  —  4£C2  •  v*  —  -4J5C7  •  / 
setzt,  kommt: 

-  G     jff-a>*  G     H-to*  todto 


C     J  —  a>*  C    J  —  m*    y(»«_  l*)  (p*  —  (o*)  (<o*  —  v*)' 

wodurch  tp  mit  Hülfe  eines  elliptischen  Integrales  erster  und  eines  solchen  dritter 
Gattung  dargestellt  werden  kann. 

o)  Den  speciellen  Fall  B  =  A  kann  man  leicht  direct  behandeln.  Die 
E  u  1  e  r '  sehen  Gleichungen  werden  hierfür,  wenn  man  (A  —  C) :  A = (A  —  C) :  B = p 
setzt: 

dp  dq   ,  rfr 

Es  bleibt  also  die  Componente  r  der  Winkelgeschwindigkeit  in  Bezug  auf  die 
Rotationsaxe  y  des  Centralellipsoids  constant:  f  =  r0.   Aus  den  ersten  beiden  Gl  ei- 

chungen  erhält  man  P^t+J^t^O  und  mithin p*~\-q*  =  «3,  wo  t*o  eine  weitere 

ConBtante  bezeichnet,  nämlich  die  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Projection  der 
Momentanaxe  auf  die  Ebene  des  Aequators  des  Centralellipsoids.  Demnach  ist 
die  Winkelgeschwindigkeit  od  selbst  constant ,  <a*  =  p*  +  2*  +  r*  ■*  M2  +  rl  • 
Mit  den  Axen  a,  ß  bildet  die  Momentanste  veränderliche  Winkel,  ihr  Winkel 
mit  y  aber  ist  constant  und  sein  Cosinus  r0  :  o.  Demnach  ist  der  Kegel  der  Mo- 
mentanaxen  im  System  ein  gerader  Kegel  um  die  Axe  y  und  die  Polodie  ein  Kreis; 
in  Folge  dessen  behält  der  Semidiameter  l  des  Centralellipsoids,  welcher  in  die 
Momentanaxe  fallt,  constante  Länge  und  ist  die  Herpolodie  gleichfalls  ein  Kreis 
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in  der  invariabelen  Ebene  um  den  Fusspunkt  P  der  Axe  des  Paares  G  mit  einem 
Radius  gleich  der  Protection  von  l  auf  diese  Ebene;  der  Kegel  der  Momentan- 
axen  im  Baume  ist  mithin  ebenfalls  ein  gerader  Kreiskegel  um  die  Axe  von  G. 
Da  beide  Kegel  sich  berühren,  so  folgt,  dass  die  Momentanaxe  fortwährend  in 

die  Ebene  der  Axe  y  und  der  Axe  des  Paares  G  fällt 

da 
Differentiirt  man  die  erste  E  nie r' sehe  Gleichung  und  eliminirt  ~  mit  Hülfe 

der  zweiten,  so  kommt: 

d%P   i9,^  1    dp 

üi  +  frlp-O,    wwn«-.-r-är 

Demnach  werden 

p  =  a  cos  ur0t  +  b  sin  ftr0*>    g  =»  —  a  sin  ur0t  +  b  cos  ur0t. 

Die  Constanten  werden  durch  die  Anfangswerthe  p0 ,  q0  von  p ,  q  bestimmt  und 
wenn  *  den  Winkel  bezeichnet,  den  die  Axe  u0  für  t  =  0  mit  der  Axe  ß  bildet, 
so  ist  p0  =  u0  sin  s ,  q0  =  u0  cos  s.  Daher  wird  a  =*pQ  =»  u0  sin  s ,  6  =  g0  =  w0  cos  € 
und  folglich: 

p  —  u0  sin  (pr0<  +  f) ,     <?  =»  u 0  cos  (f*r0*  +  *). 

Weiter  hat  man: 

cos*- §»,       tgf-JL-tgfrr.«-»..),     di-OVl^rWit. 
Hieraus   ergibt   sich,   wenn   man   den   Anfangswerth   von  <p    mit  <p0    bezeichnet, 

C   (h  —  C  r*} 

9>  =  9>o  +  f*ro*»  sowie  ^  =  -yTi /fF~f"  *  +  V\>-     Es   bewegt  sich   mithin  die 

Knotenlinie  des  Aequators  und  der  invariabelen  Ebene  in  letzterer  mit  constanter 
Winkelgeschwindigkeit  und  entfernt  sich  ein  beliebiger  Radius  des  Aequators  von 
dieser  Knotenlinie  gleichförmig.  Die  Neigung  der  A  equatorebene  gegen  die  in 
variabele  Ebene  bleibt  constant. 


Von  Schriften,  welche  für  die  Entwickelung  des  Problems  der  Rotation  ohne 
Einfluss  von  continuirlichen  Kräften  von  Bedeutung  sind,  führen  wir  folgende  an : 

Eni  er,  L.,  Du  mouvement  de  rotation  des  corps  solides  autour  (Tun  axe 
variable.  Me'm.  de  VAcad.  de  Berlin  1758,  pp.  164  —  193  (1765  gedruckt).  — 
Desgl.  eine  Abhandlung,  ebendas.  1760.  —  TJieoria  motus  corporum  solidorum. 
Rostock  1865. 

Cayley,  Reproduction  of  Euler 's  Memoir  of  1758  on  the  rotation  ofa  solid 
body.  Quarterly  Journal  of  pure  and  appl.  Mathein.  Vol.  IX  (1868),  pp.  361—373.  — 
On  tJie  geometrical  representation  of  the  motion  of  a  solid  body,  Cambridge  and 
Dublin  matliem.  Journal,  Vo).  X  (1846),  pp.  164  —  167.  —  On  the  rotation  of  a 
solid  body  round  a  fixed  point.     Ibid.  pp.  167—173  und  264—274. 

Poinsot,  Theorie  de  nouvelle  de  la  rotation  des  corps  1834  u.  1851.  S.  8.  426. 

MacCullagh.  S.  8.  427  woselbst  sämmtliche  Arbeiten  dieses  Autors  über 
die  Rotation  angeführt  sind. 

Rueb,  A.  8.,  Rotterdamens.,  Specitnen  inaugurale  de  motu  gyratorio  corporis 
rigidi  nulla  vi  acceleratice  sollicitati.  Trajecti  ad  Rhenum  1834.  Erste  Darstellung 
der  Coefßcienten  a,  6,  c,  ...  als  Functionen  der  Zeit. 

Legendre,  Traite  des  foncHons  elliptiques.    Paris  1825—28,  T.  I,  p.  366— 410. 

Jacobi,  Sur  la  rotation  d'un  corps ,  lettre  adressee  ä  VAcad.  des  Sciences. 
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Crelle's  Journ.  B.  89  (1850),  S.  239  —  360.  Die  Abhandlung  stammt  aus  dem 
J.  1849. 

Sylvester,  On  the  motion  of  a  rigid  body  acted  on  by  no  externcd  forces. 
Philosoph.  Transact.  Vol.  156  (1866),  pp.  767-779. 

Weierstrass'  Methode  ist  im  Auszuge  mitgetheilt  von  Natani  im  Artikel 
„Rotation44  in  Hoffmann's  mathem.  Wörterbuch. 

Schellbach,  die  Lehre  von  den  elliptischen  Integralen  und  den  Theta- 
functionen.    Berlin  1864,  S.'  404—440. 

Brill,  Sul  problema  della  rotazione  dei  corpi.  Cremona,  Annali  di  matem. 
pura  ed  appl    Serie  II,  T.  III  (1869),  p.  83. 

Ghelini,  Determinazione  andlitica  della  rotazione  de%  corpi  liberi  secondo  i 
concetti  del  Signor  Poinsot  Memorie  delV  Accad.  di  Bologna,  T.  X  (1859), 
pp.  583  —  620*.  Dieser  Arbeit  folgt  neben  der  Abhandlung  von  Poinsot  vorzugs- 
weise unsere  Darstellung  des  Problems  der  Rotation. 

Kirchhoff,  Vorlesungen  über  mathematische  Physik.  Leipzig,  Teubner  1876. 
S.  62—77. 

Greenhill,  Solution  of  tlve  equations  of  motion  of  a  rigid  body  moveable 
about  a  fixed  point  under  the  action  of  no  forces.  Quarterly  Journ.  of  pure  and 
appl.  Mathem.  Vol.  XIV  (1877),  p.  182.  Im  Anschlags  an  KirchhofFs  Vorlesungen. 
—  Solution  of  Euler's  equations  of  motion  by  means  of  elliptic  functions.  Ibid. 
pp.  265—271. 

Siacci,  Della  rotazione  dei  corpi  liberi.  Memoria  I»  e  IIA\  Napoli  1877. 
(Mem.  della  Societa  dei  XL,  Serie  III,  T.  IV.) 

Hoppe,  Ueber  die  freie  Bewegung  eines  Körpers  ohne  Einwirkung  eines 
Kräftepaars.  Grunert- Hoppe,  Archiv  für  Mathem.  und  Physik  B.  64  (1879), 
S.  868  —  872. 

Bour,  Cour 8  de  mecanique  et  machines.  Paris  1865—74.  Fase.  III,  p.  147—166. 

Routh,  An  elementary  treatise  on  the  Dynamics  of  a  System  of  rigid  bodies. 
3fch  edit  London  1877,  p.  404  —  443. 

Battaglini,  Trattato  elementare  sulla  meccanica  razionaU.  Napoli  1873. 
Vol.  II,  p.  317  —  864. 


§.  7.  Freie  Bewegung  eines  unveränderlichen  schweren  Systems. 
Wenn  Kräfte  das  System  afficiren,  welche  einer  Einzelkraft  fortwährend  äqui- 
valent sind,  die  durch  den  Massenmittelpunkt  hindurchgeht,  so  bestimmt  diese  die 
Bewegung  des  Massenmittelpunktes  und  damit  die  Translationsbewegung  des 
Systems,  hat  aber  keinen  Einfluss  auf  die  Rotation  desselben  um  eine  durch  diesen 
Punkt  gehende  Axe.  Das  Centralellipsoid  rollt  zugleich  auf  der  invariabelen  Ebene, 
wie  bei  dem  Falle,  dass  gar  keine  continuirlichen  Kräfte  wirken.  Ist  das  System 
z.  B.  schwer  und  wird  demselben  ein  Anfangsgeschwindigkeitszustand  ertheilt, 
indem  es  z.  B.  einen  Stoss  erhält,  so  beschreibt  der  Massenmittelpunkt  eine  Pa- 
rabel, welche  die  Richtung  des  Stosses  zur  Tangente  hat  und  dreht  sich  nach 
den  Sätzen  des  §.  6  um  diesen  Massenmittelpunkt.  Erfolgt  der  Stoss  z.  B.  in 
einer  Hauptebene  des  Massenmittelpunktes,  so  ist  das  Paar  G  der  Momentankräfte 
senkrecht  zu  der  dritten,  zu  dieser  Hauptebene  senkrechten  Hauptaxe  und  dreht 
sich  das  System  fortwährend  um  diese.  Ist  es  eine  homogene  Kugel,  so  ist  jede 
Ebene  des  Massenmittelpunktes  Hauptebene  und  dreht  sich  die  Kugel  fortwährend 
um  den  Durchmesser  senkrecht  zu  der  Ebene  des  Massenmittelpunktes,  welche 


-_i 
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die  Stossrichtung  enthält.  Anziehungen  der  Kugel  durch  andere  Massen  andern 
nichts  an  dieser  Bewegung,  da  sie  immer  einer  Einzelkraft  äquivalent  sind,  welche 
durch  den  Massenmittelpunkt  geht.  Ist  das  System'  eine  schwere  Linie  (dünner 
Stab),  so  dreht  sie  sich  um  ihren  Massenmittelpunkt  und  bleibt  dabei  stets  in 
einer  durch  diesen  Punkt  gehenden  Ebene.  Wird  das  schwere  System  von  einem 
momentanen  Stosspaare  afficirt,  so  sinkt  der  Massenmittelpunkt  in  einer  Verti- 
kalen und  dreht  sich  das  System  um  ihn  um,  wie  in  §.  6. 

§.  8.  Ein  unveränderliches  System,  dessen  Centralellipsoid  ein 
Rotationsellipsoid  ist,  bewegt  sich  unter  Einwirkung  eines  conti- 
nuirlichen  Kräftepaares  vom  Axenmomente  £r(i);  man  soll  die  Be- 
wegung desselben  um  den  Massenmittelpunkt  S  bestimmen. 

1.  Es  sei  (Fig.  124)  SC  die  Rotationsaxe  des  Centralellipsoids ,  O  das  Träg- 
heitsmoment um  sie  und  A  =  B  das  gemeinschaftliche  Trägheitsmoment  um  alle 


Fig.  124. 

zu.  SC  senkrechten,  die  Aequatorebene  erfüllende  Axen;  es  sei  ferner  SG  die  Axe 
des  Axenmomentes  G  der  Momentankräfte  zur  Zeit  t  und  werde  senkrecht  zu  ihr 
die  Tangentenebene  an  das  Ellipsoid  gelegt,  welche  im  Punkte  J  berührt  und 
die  Momentanaxe  SJ  bestimmt  Da  die  Normale  des  Ellipsoids  in  J  parallel  SG 
ist  und  die  Rotationsaxe  SC  schneidet,  so  fallen  SC,  SGt  SJ  in  eine  Ebene. 
Ist  das  Ellipsoid  ein  Sphäroid  (abgeplattetes  Rotationsellipsoid),  so  fällt  SG 
zwischen  SC  und  SJ  und  ist  C  >  A ;  ist  es  ein  verlängertes,  so  liegt  SJ  zwischen 
SC  und  SG  und  ist  C<  A.  Bezeichnet  i  den  Winkel  (SG,  SJ),  «  den  Winkel 
(SG,  SC)  und  o  den  Winkel  (SC,  SJ),  so  wird  für  das  Sphäroid  o=*u  +  i, 
für  das  verlängerte  Ellipsoid  o  =-»  u  —  »;  man  kann  aber  o  =»  u  —  i  für  beide 
Fälle  gelten  lassen,  indem  man  i  als  negativ  ansieht  im  Falle  des  Sphäroids. 

Das  Trägheitsmoment  S  um  die  Momentanaxe  SJ  ist  H**~A  sin*  o  -f  Ccob*o; 
nach  der  Theorie  der  Momentankräfte  ist,  wenn  00  die  Winkelgeschwindigkeit 
des  Systems  bedeutet,  die  Componente  von  G  um  die  Momentanaxe  aH*=-Gcoai 
und  sind  od  und  G  von  gleichem  Zeichen,  da  i  stets  <  \n  ist.  Zerlegt  man  die 
Winkelgeschwindigkeit  in  die  Componenten  co  cos  0  und  co  sin  0  um  die  Haupt- 
axen  SC  und  SA  und  ebenso  das  Axenmoment  G  in  die  Componenten  G  cos  u 
und  G  sin  1«  nach  denselben  Axen,  so  hat  man  nach  Cap.  I,  §.  9,  S.  869 

G  cos  1«  ■—  Cm  cos  0,     G  sin  u  =■  A  co  sin  0, 
aus  welchen  Gleichungen  man  weiter  zieht 

Ctgu  —  ^ttgo,    G  =  a>0<i»Bin*o  +  (7*coB»o)i,    co  =  G (*^y  +  ^^)   • 
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Da  die  Elementarbewegung  des  Systems  durch  w  und  o  oder  auch  durch  G  und 
u  bestimmt  ist,  so  sind  von  den  sechs  Grössen  G,  a>,  ZT,  u,  t,  o  nur  zwei  von 
einander  unabhängig;  daher  bestehen  zwischen  ihnen  vier  von  einander  unab- 
hängige Gleichungen. 

2.  Wirken  keine  continuirlichen  Kräfte,  so  bleibt  G  geometrisch  constant 
und  behält  die  Tangentenebene  des  Ellipsoids  constanten  Abstand  von  S.  Daher 
liegen  alle  Punkte  J,  welche  im  Laufe  der  Bewegung  Pole  werden,  auf  einem 
Parallelkreise,  d.  h.  die  Polodie  ist  ein  Parallelkreis  und  der  Polodienkegel  ein 
Rotationskegel  um  die  Axe  SC.  Ebenso  ist,  weil  SJ  constant  bleibt,  die  Her  po- 
lodie ein  Kreis  und  der  Herpolodienkegel  ein  gerader  Kegel  um  die  invariabele 
Axe  SG  ah  Rotationsaxe  (Fig.  125).  Während  der  Polodienkegel  auf  dem  Her- 
polodienkegel  rollt,   liegen  <S>(7,  SJ,  SG   stets   in   einer   Ebene.     Die   Winkel- 


\ 


\ 


Fig.  125. 


geschwindigkeit  m,  welche  vermöge  der  constanten  Beschaffenheit  von  SJ  con- 
stant bleibt,  kann  in  zwei  Componenten  n,  S*  um  SC  und  SG  zerlegt  werden 
(Fig.  124).    Dieselben  sind  mit  a  durch  die  Doppelproportion,  verbunden: 


n 


sint 


8ÜI0 


CO 


sint* 


u  —  o. 


Indem  man  diese  Componenten  die  Winkelgeschwindigkeit  m  vertreten  lässt, 
substituirt  man  dem  Bollen  des  Kegels  SJ  auf  dem  Kegel  SG  als  äquivalent  die 
Rotation  des  Systems  um  die  Axe  SC  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  n  in  Ver- 
bindung mit  der  Rotation  der  Ebene  CSJ  um  die  feste  Axe  SG  des  Raumes  mit 
der  Winkelgeschwindigkeit  W.    Beide  Componenten  sind  constant 

Durch  die  Componente   *P  wird  die  Axe  SC  um  SG  herumgeführt    Denkt 

man  sich  die  invariabele  Ebene  durch  S  ge- 
legt,   so   schneidet    die    Aequatorebene    des 
Systems  sie  in  einer  Geraden  SKy  der  Knoten- 
linie  der  Bewegung  und   diese    Knotenlinie 
schreitet  auf  der  invariabelen  Ebene  fort.   Mit 
Rücksicht  hierauf  nennt  man  die  Componente 
*P  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Prä- 
r     cession  oder  auch  kurz  die  Präcession  des 
Systems  oder  die  Präcession  der  Knotenlinie. 
Die  Lage  der  Systemaxe  SC  gegen  die 
invariabele  Axe  SG,  die  wir  als  eine  Axe  der 
pig*  l26#  z  ansehen  wollen  (Fig.  126),   welcher  wir  in 

der  invariabelen  Ebene  des  Punktes  S  irgend  zwei  andere  zu  einander  rechtwinklige 
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Axen  als  Axen  der  x  nnd  y  hinzufügen,  kann  bestimmt  werden  durch  den  Winkel  0, 
welchen  SC  mit  der  a-Axe  und  den  Winkel  (SC,  x)  =»  \f>  — -  %  n,  welchen  die  Pro- 
tection SC  von  SC  auf  die  xy- Ebene  mit  der  x-Axe  bildet,  wenn  man  mit  if>  den 
Winkel  bezeichnet,  den  die  Knotenlinie  SK  mit  derselben  Axe  bildet.  Die  Präcession 

wird  dann  W  =  -~  .  Der  Winkel  4r  ist  hier  constant  gleich  u.  Im  allgemeineren 

at 

Falle,  in  welchem  der  feste  Kegel  kein  Rotationskegel  ist  und  die  Axe  SG  nicht 

mit  einer  festen  Axe  z  des  Raumes  zusammenfallen  wird,  ist  derselbe  veränderlich 

und  nennt  man  die  Winkelgeschwindigkeit  ö  =  -r-,   mit  welcher   SC  sich   um 

d  t 

die  Knotenlinie  S  E  umdreht,  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Nutation  oder 

auch  die  Nutation  der  Axe  SC  gegen  die  feste  Axe  SZ.    In  unserem  Falle  ist 

die  Nutation  gleich  Null. 

Aus  den  Gleichungen 


sin  % 
n  =  <o  —. —  =  oi 
Binu 

ergibt  sich 


G  cosw  =  Cm  coso, 
G  sin  u  =3  A  co  sin  o, 

Bin  (t*  —  o) 


y 


CO 


ein  o 
sintt 


sin  u 


co  cos  o  — 


co  cos  u  sin  o 
sin  u 


co  cos  o  —  W  cos  u 


G  =  Aa> 


sin  o 
sin  u 


AW,  Cn=*C<ocono—C1Pcosu'=*(G  —  C1P)co8U=(A-—C)WcQ8u. 


Aus  G  =•  A*P  folgt,  dass  die  Präcession  gleiches  Zeichen  mit  G>  also  auch  mit 

sin  i 


co  hat,  aus  n  =  to 


sinu 


) 


dass  n  mit  i  das  Zeichen  wechselt,  also  negativ  wird 


für  das  Sphäroid. 

3.  Ist  das  System  zur  Zeit  t  der  Einwirkung  des  continuirlichen  Paares  vom 
Axenmomente  GW  unterworfen,  so  fügt  dieses  dem  Axenmomente  G  der  Momentan- 
kräfte das  Elementaraxenmoment  GG'=  GWdt  hinzu  (Fig.  127),  welches  sich  mit  G  zu 

dem  Axenmomente  G'  der  Momentankräfte 
für  die  Zeit  t  -\-  dt  geometrisch  verbindet. 
Indem  man  senkrecht  zur  Axe  von  G'  eine 
Tangentenebene  an  das  Centralellipsoid  legt, 
findet  man  den  dieser  Zeit  entsprechenden 
Pol  J'  und  die  zugehörige  Momentanste  SJ'. 
Dieselbe  fallt  in  den  Meridian  CSG'  des 
Ellipsoids,  welcher  SG'  enthält.  Je  nach 
dem  Gesetze,  nach  welchem  G0-)  geometrisch 
variirt,  kann  durch  Fortsetzung  dieser  Con- 
struction  die  Curve  (J),  der  Kegel  (SJ),  sowie 
der  feste  Kegel,  auf  welchem  dieser  rollt, 
die  Winkelgeschwindigkeit  co,  überhaupt  die 
ganze  Bewegung  infinitesimaliter  bestimmt 
werden. 

Für  die  analytische  Behandlung  empfiehlt  es  sich  in  unserem  Falle,  wo  A «—  B 
ist,  nicht  die  Euler'schen  Gleichungen  zu  gebrauchen,  sondern  drei  andere,  deren 
Benutzung  zuerst  Resal  (Givtfmatique  pure  p.  849)  gezeigt  hat    Es  seien  Sx, 


Fig.  187. 


448  Freie  Beweg,  e.  unv.  Syst.  unter  Einfluaa  e.  Paares,  wenn  A  =»  B.  IV.Th.,Cap.  III,  §.  8. 


Sy,  Sz  (Fig.  128)  drei  feste  rechtwinklige   Coordinatenaxen ,  ££,   Sri,  St  aber 
drei  andere,  dem  System  angehörige  und  mit  ihm  bewegliche  Axen,  welche  wir 

folgendermassen  wählen.  Zur  Axe  S£  nehmen 
wir  die  Rotationsaxe  SC  des  Centralellipsoids, 
zur  Axe  Srj  die  Enotenlinie  S K,  in  welcher  die 
Aequatörebene  desselben  die  feste  xy-  Ebene 
schneidet,  zur  Axe  St  aber  die  zu  beiden  senk- 
rechte Protection  der  Axe  SC  auf  die  Aequatör- 
ebene. Diese  drei  Axen  sind  Hauptaxen;  die 
erste  bleibt  während  der  Bewegung,  aber  die 
beiden  letzteren  wechseln  von  Moment  zu  Mo* 
ment.  Der  Winkel,  welchen  die  Axe  S£  mit 
der   festen    «-Axe   bildet,    sei  4r   und    folglich 

d& 

gegen 


Fig.  188. 


9 


dt 


die    Nutation    von    SC 


die 


*-Axe,  der  Winkel  KSX  sei  ^  und  also  y  —  \n  der  Winkel  CSX,  welchen  die 

Ebene  eCC  mit  der  *#- Ebene  bildet,  sodass  3*  ==»  -=■?  die  Präcession  derEnoten- 

dt 

linie  SK  darstellt.  Wir  zerlegen  nun  zunächst  die  Winkelgeschwindigkeit  o>  um 
die  Momentanaxe  SJ  in  drei  Componenten  um  die  Axen  SC,  Se  und  SK.  Die 
Componente  um  SC  sei  n,  die  um  die  «-Axe  wird  W  und  die  um  die  Enoten- 
linie SK  wird  9  sein.  Wir  zerlegen  hierauf  weiter  3y  in  zwei  Componenten 
3*  cos  #  und  V?  sin  #  um  SC  und  St.  Hierdurch  erhalten  wir  überhaupt  als 
Componenten  von  co  um  die  drei  beweglichen  Axen  SC,  SK,  St: 

n  +  W  cos  #  um  SC,     9  um  SK,     3*  sin  0-  um  St . 

Da  diese  drei  Axen  Hauptaxen  sind,  so  werden  die  Componenten  Gx,  G%,  Gz  des 
Axenmomentes  G  der  Momentankräfte  um  sie  erhalten,  indem  man  die  Träg- 
heitsmomente dieser  Axen  mit  den  Componenten  der  Winkelgeschwindigkeit  multi- 
plicirt,  nämlich 

Gx  =»  C(n  +  grcostf),    G%=A9,     G8  —  43*  sin  0. 

Um  nun  zu  den  drei  Bewegungsgleichungen  zu  gelangen,  welche  an  die  Stelle 
der  Euler'schen  Gleichungen  treten  sollen,  bemerken  wir,  dass  Gx,  G2,  G3  die 
Coordinaten  des  Punktes  J  im  System  der  Axen  der  {,  rj,  t  darstellen,  dass  also 

dGx     dG*     dGz 


dt  '     dt  '    dt 
die  Componenten  der  relativen  Geschwindigkeit  von  J,  dass  aber  nach  B.  1,  S.  275 


9    3*8in# 


ff. 


G« 


3*  sin  0    3*  cos  0 


G< 


<*i 


W  cos  0    9 
Gx        Gt 


die  der  Geschwindigkeit  des  mit  J  zusammenfallenden  Systempunktes  in  Bezug 
auf  dieselben  Axen  sind.  Die  Summen  der  beiderlei  Componenten  bezüglich  der- 
selben Axe  5£,  Sri,  St  stellen  aber  die  absoluten  Geschwindigkeitscomponenten 
von  J  dar,  welche,  mit  den  Trägheitsmomenten  A,  C  multiplicirt,  den  Compo- 
nenten des  Axenmomentes  £(*)  der  continuirlichen  Kräfte  äquivalent  sein  müssen, 

die  wir  mit  G^ ,  G^\  Gil>i  bezeichnen  wollen.    Hierdurch  erhalten  wir  als  die 

*  V  » 

gesuchten  drei  Bewegungsgleichungen: 

C  ^(n  +  3*  cos  0)  *=  G^, 
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A  ~  +  (C—  A)  9"  sin  fr  cosfr  +  CnW  Bin  fr  —  G^, 
dt  * 

A  sin  fr  ^  +  (2A  —  C)  GW  coBfr  —  CnB  =  GJP  • 

§.  9.  Als  speciellen  Fall  wollen  wir  die  Aufgabe  behandeln,  das  Paar  G(l) 
80  zn  bestimmen,  dass  die  Pr&cession  W  und  die  Componente  n  nm 
die  Rotationsaxe  SC  constant  nnd  die  Nntation  G  Null  seien. 

1.  Wegen  der  constanten  Componente  n  ist  der  Kegel  der  Momentanaxen  im 
System  ein  Rotationskegel  um  S  C  und  wegen  der  verschwindenden  Nntation  (des 
constanten  Winkels  fr)  beschreibt  die  Momentanaxe  im  absoluten  Räume  gleich- 
falls einen  Rotationskegel  um  die  feste  Axe  SZ.  Die  Bewegung  ist  äquivalent 
dem  Rollen  eines  Rotationskegels  im  System  auf  einen  Rotationskegel  im  ab- 
soluten Räume  von  gegebener  Axe  und  Oeffnung.  Dieselbe  unterscheidet  sich 
von  der  Bewegung  des  §.  8  darin,  dass  die  Axe  des  Paaret  G  der  Momentankräfte 
nicht  mit  der  festen  Axe  zusammenfallt,  sondern  eine  Kegelfläche  beschreibt. 

dW       1    dn 


Aus  den  Bedingungen  0  =  0,  -a~t  =  0,  -=--  =»  0   folgt   mit   Hülfe    der   Be- 

dt  dt 

wegungsgleichungen  §.  8,  Nr.  3  G^  =  G&  =  0,  sodass 

G(i)  —  G^  =-  (C  —  A)  9"  sin  fr  cos  fr  +  Cn¥  sin  fr 


wird. 


Das  continuirliche  Eräftepaar  GW  hat  daher  die  Knotenlinie  SK 
zur  Axe.    Da  &  «=■  0^  ist,  so  ist  w  die  Resultante  von  n  und  *P  und  fallt  die 


y 


/K 


Fig.  129. 

Momentanaxe  in  die  Ebene  CSZ.    Wenn  r  den  Winkel  bezeichnet,  den  SJ  mit 
SZ  bildet,  so  hat  man  daher  (Fig.  129) 

Co  sin  r  =  n  sin  fr ,    co  cos  r  =  VF  +  n  cos  fr. 

2.    Man  kann  dem  Axenmomente  (7(0  verschiedene  Formen  geben.    Ist  ins- 
besondere g  der  Winkel  zwischen  SG  und  SZ,  so  hat  man 

G  cos  (fr  —  g)  =»  Ca  cos  (fr  —  r)  —  C  (n  -f  3*  cos  fr), 

G  sin  (fr  —  0)  =  Ata  sin  (fr  —  r)  =  ^4^  sin  fr, 


woraus 


G  sin  £  —  (C  —  A)  W  sin  fr  cos  fr  +  0n  sin  fr, 

ScniLL,  Mechanik.  IL 
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G  cos  g  =»  (4  sin8 fr  +  C  cos*fr)  W  +  Cn  cos  fr 

folgen.    Die  Vergleichung  von  G  sin  g  mit  dem  obigen  Ausdrucke  für  GW  ergibt 

Gd)  —  GW  sing. 

Dies  Resultat  interpretirt  sich  leicht,  wenn  man  bedenkt,  dass  GW  die  Ge- 
schwindigkeit des  Endpunktes  von  G  darstellt.  Da  G  um  die  Axe  z  rotirt,  so 
ist  die  Geschwindigkeit  seines  Endpunktes  gleich  dem  Abstände  G  sin  g  des- 
selben von  der  2 -Axe  multiplicirt  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  W  um  diese 
Axe.  Da  diese  Geschwindigkeit  senkrecht  zur  Ebene  CSZ  ist,  so  folgt,  dass  G(l) 
in  die  Knotenlinie  SK  fallt. 

Da  a>  sin  (fr  —  r)  =»  W  sin  fr  ist,  so  erhält  man  weiter  durch  Elimination  von 

W  die  Form 

G(o  Bing  sin  (fr  —  r) 

sm  fr 
welche  ursprünglich  von  Poinsot  gegeben  wurde  (Theorie  des  cönes  circulaires 
roulants.  Liouville,  Journ.  de  math.  T.  XVUI  [1863],  pp.  41  —  70).  Man  gelangt 
zu  derselben  direct  auf  folgende  Weise.  Vermöge  der  Eigenschaften  des  Central- 
ellipBoids  bleiben  SC,  SG,  SJ  und  vermöge  der  Berührung  der  beiden  Kegel 
SC,  SJ,  SZ  fortwährend  in  einer  Ebene.  Es  fallen  daher  die  vier  Geraden  SC, 
SJ,  SG,  SZ  in  eine  Ebene,  welche  um  S Z  als  feste  Axe  rotirt,  wobei  SC  gleich- 
falls einen  geraden  Kegel  um  SZ  beschreibt.  Sind  nun  SC,  SG'  die  Lagen, 
welche  SC,  SG  nach  Verfluss  des  Zeitelementes  dt  annehmen,  so  haben  die 
Pyramidenräume  SZCCf  und  SZGG'  an  der  Kante  SZ  denselben  unendlichkleinen 
Winkel  und  besitzen  SC  und  SG  gleiche  Winkelgeschwindigkeit  um  SZ.  Zer- 
legt man  also  die  Winkelgeschwindigkeit  cd  um  die  Momentanaxe  SJ  in  zwei 
Componenten  3P  und  n  um  SZ  und  SC,  so  sind  diese,  wenn  wieder  r  und  fr  die 
Winkel  bezeichnen,  welche  SJ  und  SC  mit  SZ  bilden 

sin  (fr  —  r)  sin  r 

sin  ein  fr 

Die  letztere  ertheilt  OC  keine  Winkelgeschwindigkeit,  diese  Gerade  dreht  sich 
vielmehr  mit  *F  allein  um  SZ.  Um  die  Winkelgeschwindigkeit  von  SG  zu  finden, 
bedenken  wir,  dass  das  Axenmoment  G  weder  seine  Grösse  noch  seine  Neigung 
gegen  die  Axe  SC  oder  SZ  ändern  darf,  wenn  die  Winkelgeschwindigkeit,  mit 
welcher  der  Kegel  der  Momentanaxen  auf  dem  festen  Kegel  um  SZ  rollt  und  die 
Winkel  fr  —  r  und  r  constant  bleiben  sollen.  Daher  muss  die  unendlichkleine 
Componente  GW  dt  vom  Axenmoment,  welche  sich  als  die  unendlichkleine  Linie 
GG'  am  Endpunkte  des  Axenmomentes  G  mit  diesem  zu  dem  geänderten  Axen- 
momente  G'  verbindet,  senkrecht  zur  Ebene  CSZ  sein  und  folglich  GW,  von  S 
aus  aufgetragen,  in  die  Schnittlinie  der  Tangentenebene  der  beiden  Kegel  längs 
SJ  mit  der  auf  SZ  senkrechten  Ebene,  oder,  was  dasselbe  ist,  in  die  Knotenlinie 
des  Aequators  des  Gentralellipsoids  mit  dieser  Ebene  fallen.  Dividiren  wir  daher 
GG'  —  GWdt  durch  den  Abstand  G  sin  g  =»  G  sin  (fr  —  u),  wo  GSZ  —  g, 
GSC  =  u  ist  und  durch  dt,  so  erhalten  wir  die  gesuchte  Winkelgeschwindigkeit 
GW  :  G  sin  g.   Daher  besteht  nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe  die  Gleichung: 

sin  (fr  —  r)  GW  _„.       Gm  sin g  sin  (fr  —  r) 

cd V- -  —  =»  jj—. —  ,    woraus    GW  =* -. — ^ -'  • 

sin  fr  G  sin  g  sin  fr 

Man  ersieht  hieraus  zugleich,  da  in  diesem  Ausdrucke  blos  das  Produkt  Gm  vor- 
kommt und  cd  mit  G  gleichzeitig  den  Sinn  wechselt,  das  GbW  den  Sinn  mit  cd 
nicht  wechselt. 
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3.  Die  Zahl  der  Specialfälle,  welche  in  Frage  kommen  können,  ist  gross. 
Wir  wollen  annehmen,  es  sei  fr  <  \  n.  Sind  fr ,  3*  n  gegeben  (Fig.  129),  so  liefert 
das  Parallelogramm  der  Winkelgeschwindigkeiten  die  Momentanaxe  SJ,a>  und 
die  beiden  Kegel.  Sobald  J  bekannt  ist,  gibt  die  Tangente  in  J  an  den  Meridian 
des  Centralellipsoids  die  Aze  SG,  indem  diese  senkrecht  zu  ihr  ist  Das  Vor- 
zeichen von  *P  oder  der  Sinn  der  Präcession  bestimmt  die  gegenseitige  Lage  der 
beiden  Kegel,  ob  sie  nämlich  sich  gleichartig  oder  entgegengesetzt  berühren,  d.  h. 
auf  derselben  oder  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  gemeinschaftlichen  Tangenten- 
ebene liegen.  Im  letzteren  Falle  stimmt  der  Sinn  des  Rollens  mit  dem  Sinne 
der  Rotation  W  überein  und  hat  die  Knotenlinie,  wie  man  sagt,  eine  directe 
Präcession.  Fallen  die  Kegel  auf  dieselbe  Seite  der  Tangentenebene  und  ist 
der  bewegliche  Kegel  stärker  gekrümmt  als  der  feste,  so  tritt  das  Umgekehrte 
ein,  die  Präcession  wird  retrograd,  ist  er  flacher,  als  jener,  so  wird  sie  direct 
Aus  dem  Sinne  der  Geschwindigkeit  des  Endpunktes  von  G  ergibt  sich  der  Sinn 
des  Paares  GW;  er  wechselt,  wenn  SG  aus  dem  Winkel  fr  in  den  Nebenwinkel 
übertritt. 

a)  Es  sei  9r>0,  n  >  0.  Die  Momentanaxe  SJ  fällt  in  den  Winkel  fr 
hinein;  die  Kegel  berühren  eich  entgegengesetzt.  Im  Falle  des  Sphäroids  (C>  A) 
fällt  SG  zwischen  SJ  und  SC  und  ist  GW  positiv;  im  Falle  deB  verlängerten 
Ellipsoids  (C  <  A)  fällt  SG  in  den  Nebenwinkel  und  ist  GW  negativ.  Im  einen 
Falle  drückt  GW  die  Kegel  an  einander  an,  im  anderen  Falle  ist  die  Wirkung 
von  GW  eine  die  Kegel  aus  einander  haltende,  das  Eindringen  in  den  festen  Kegel 
hindernde.  Fällt  S G  in  den  Nebenwinkel  von  fr,  so  würde  ohne  Hinzutritt  von 
GW  der  bewegliche  Kegel  auf  einem  Kegel  um  SG  als  Axe  rollen  und  dieser 
Kegel  umschliesst  den  Kegel  mit  der  Axe  SZ\  soll  also  der  bewegliche  Kegel 
nicht  auf  jenem,  sondern  auf  dem  letzteren  rollen,  so  muss  das  Paar  GW  ihn  an 
ihn  andrücken.  Poinsot  glaubte,  dass  GW  die  Kegel  stets  von  einander  zu  trennen 
strebe.  Bour  (Cammuniccttion  ä  la  Sociite  philomathematique  de  Paris  sur  les 
canes  roulants.  V Institut ,  1865,  p.  404)  hat  diese  Ansicht  berichtigt. 

Fällt  SG  mit  SZ  zusammen,  so  wird  GW  =  0;  die  Bewegung  ist  die  des 
§.-6.  Fällt  SJmnd  folglich  auch  SG  mit  SC  zusammen,  so  ist  GW  eben- 
falls Null  und  zugleich  W  =  0.  Die  Rotation  findet  permanent  um  die  Haupt- 
axe  SC  statt. 

b)    Es    sei    *P  <  0 ,    n  >  0    (Fig.  130).     Die   Momentanaxe   tritt  aus   dem 

Winkel  fr  in  den  Nebenwinkel  über.  Ist  r  <  ^  w, 
so  rollt  der  bewegliche  Kegel  gleichartig 
auf  dem  festen  (im  Innern),  SG  fällt  gleich- 
falls ausserhalb  des  Winkele  fr;  GW  ist  negativ 
und  sucht  die  Kegel  zu  trennen.  Wird  r  =  ^w, 
so  geht  der  feste  Kegel  in  eine  Ebene  über,  dar- 
über hinaus  kehrt  er  sich  um,  die  Kegel  be- 
rühren sich  ungleichartig,  GW  bleibt  negativ. 
Wird  r  —  {  n  +  fr,  bo  geht  der  bewegliche  Ke'gel 
in  eine  Ebene  über  und  darüber  hinaus  umgibt 
er  den  festen  Kegel.  GW  bleibt  negativ,  wie 
sehr  auch  immer  r  sioh  n  nähern  möge,  wenn 
das  Centralellipsoid  ein  verlängertes  ist;  beim 
Sphäroid  kann  GW  positiv  werden  und  die  Kegel 
an  einander  pressen. 

29* 
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c)  n  ==  0.  Die  Momentanaxe  fällt  mit  BZ  zusammen  und  bleibt  dieselbe, 
obgleich  sie  keine  Hauptaxe  ist;  es  wird  r=-0,  W  =»  ©,  GW  =  G  m  -^-J[- 

d)  n  <  0.  Diese  Fälle  bedürfen  keiner  besonderen  UnterBuchung;  sie  er- 
geben sich  aus  den  Fällen  n  >  0  durch  Zeichenwechsel  von  G  und  W;  GW  be- 
hält das  Zeichen,  wenn  W  und  G  beide  wechseln. 

3.  Man  kann  zu  einem  Ausdrucke  für  das  Paar  GO)  auch  auf  folgendem 
Wege  gelangen.  Es  seien  o  und  r  die  halben  Oeffnungen  der  Kegel  JSC  und  JSZ, 
wie  früher.  Beschreibt  man  um  8  mit  dem  Radius  1  eine  Engel,  so  erhält  man 
auf  dieser  durch  die  beiden  Kegel  zwei  Kreise  8  und  <r,  von  denen  der  erstere 
auf  dem  letzteren  rollt.  Der  Schnittpunkt  J  der  Momentanaxe  mit  der  Kugel 
rückt  im  System  auf  8  und  im  absoluten  Baume  auf  a  fort,  indem  8  auf  a  hin- 
rollt. In  dem  Zeitelemente  dt  dreht  sich  nun  der  bewegliche  Kegel  um  die 
Summe  der  Contingenzwinkel  de  +  ds  beider  Kegelflächen  um,  wenn  diese  auf 
verschiedenen  Seiten  der  gemeinschaftlichen  Tangentenebene  liegen  (um  die  Dif- 
ferenz, wenn  sie  auf  dieselbe  Seite  fallen,  welcher  Fall  aber  in  dem  der  Summe 
inbegriffen  gedacht  werden  kann,  wenn  die  Vorzeichen  der  Contingenzwinkel  ge- 
hörig gewahrt  werden),  und  da  dieser  Winkel  auch  tadt  ist,  so  besteht  die  Glei- 
chung co dt  =»  de  +  de.  Sind  nun  ds  und  de  die  beiden  sich  deckenden  Bogen- 
elemente  von  8  und  <r,  über  welche  der  Pol  J  während  dt  hinrückt  und  sind 
9,  q'  die  Krümmungshalbmesser  der  Normalschnitte  der  Kegel  senkrecht  zu  OJ, 
so    werden    de  ■=»  ds  :  q  ,    ds  =*  da  :  q    und    da    ds  =  de    ist,    erhält    man 

ndt  =*  da  ( 1 — r) .    Hierzu  kommt  q  =  tg  o,  q  =-tg  r  und  hiermit  wird: 

da  tgo  tgr 

—  a  ° 


dt  tgo  +  tgr 

Andererseits  aber  ertheilt  das  Paar  G(l)  dem  System  um  die  Knotenlinie  SK,  in 
welche  es  fällt,  da  diese  eine  Hauptaxe  ist,  eine  unendlichkleine  Winkelgeschwindig- 
keit ss dt,  welche  sich  mit  a>  zu  der  Winkelgeschwindigkeit  a>'  um  die  Momentan- 
axe SJ'  des  folgenden  Momentes  nach  dem  Parallelogramm  der  Winkelgeschwin- 
digkeiten zusammensetzt,  sodass  m   dessen  Diagonale  wird.    Daher  ist 

tadt :  m  =»  sin  J'  SJ  :  sin  J'SK  ==»  da  :  1, 

sodass  -tt  =■  —  und  folglich: 
dt        <o 

a  =  a»  JßJL*l- 

tg  o  +  tg  r 

wird.  Dies  ist  der  Ausdruck  für  die  Winkelbeschleunigung  O,  welche  um  die 
Knotenlinie  zur  Winkelgeschwindigkeit  co  um  die  Momentanaxe  hinzutreten  muss, 
damit  der  bewegliche  Kegel  auf  dem  festen  Kegel  rolle. 

Es  besteht  nun  aber  das  Paar  G^\  welches  die  Bewegung  der  Kegel  auf 
einander  erhält,  aus  zwei  Componenten,  dem  Paare  der  Centripetalkräfte  und  dem 
Paare,  welches  von  den  Kräften  der  Winkelbeschleunigung  herrührt.  Ersteres  ist 
die  Geschwindigkeit  des  Endpunktes  des  Axenmomentes  G  der  Momentankräfte, 
hat  also  das  Axenmoment  Gm  sin  t,  wenn  i  den  Winkel  GSJ  bezeichnet  und 
dieses  fällt  in  die  Knotenlinie.  Wenn  dasselbe  nun  um  diese  Linie,  welche  eine 
Hauptaxe  ist,  die  unendlich  kleine  Winkelgeschwindigkeit  ydt  erzeugt,  so  fügt  es 
dem  Paare  der  Momentankräfte  das  Elementaraxenmoment  Aydt  =  Gm  sin  idt 
hinzu,  woraus  folgt,   dass  die  Winkelbeschleunigung  desselben  um  die  Knoten- 
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Gm 
linie  y  *=  —j-  sin  i  ist.    Da  nun  das  'gesuchte  Paar  mit  seinem  Axenmomente  in 

die  Snotenlinie  fallt  und  der  von  den  Centripetalkräften  herrührende  Theil  bereits 
in  dieser  Linie  liegt,  so  muss  auch  der  Theil ,  welcher  von  den  Winkelbeschleu- 
nigungskräften gegeben  wird,  in  diese  Linie  fallen.  Ist  a  die  Winkelbeschleuni- 
gung, welche  ihm  entspricht,  so  ist  sein  Axenmoment  Aa.  Es  bilden  aber  y 
und  cc  zusammen  das  obige  0,  sodass  0  =  y  -f-  a  ^-    Daher  hat  man 

tg  o  tg  r          Gm  sin  i 
a  =  Ott"  t ; — t 1 • 

Nun  ist  aber 

G  cos  i  =■  co  (A  sin*  o  +  C  cos*  o)    und    G  «—  co  {A%  sin8  o  +  &  c<>fl*  <>) 
(s.  §.  8,  Nr.  1),  woraus  folgt 

G  sin  t  =  ( A  —  C)  sin  o  cos  o, 

sodass  nach  einer  leichten  Beduction 

a  =  üo2  sin  o  cos  o    — r  —  tg  o  cotg  (r  +  o) 

und  also  das  gesuchte  Paar  wird: 

G{1)  —  Aa  =  cd*  sin  o  cos  o  [C  —  A  tg  o  cotg  (r  -f  ©)]• 

Man  kann  diese  und  die  Poinsot'sche  Form  leicht  in  einander  überführen,  indem 
man  o,  (7,  A  durch  <&>,  <?  und  G  ausdrückt. 

4.  Man  kann  dieselbe  Methode  anwenden  für  den  Fall,  dass  die  beiden  Kegel 
nicht  Kreiskegel,  sondern  Kegel  von  beliebigen  Basen  *,  a  sind.    Man  wird  näm- 
lich die  beiden  sie  längs  der  Momentenaxe  osculirenden  Kegel,  deren  Radien  q  ,  q 
seien,  construiren  und  in  der  gemeinsamen  Tangentenebene  auf  SJ  ein  Perpen- 
dikel 577  errichten,  um  welches  als  Axe  die  Winkelbeschleunigung 

CO* 

0  = 


^  +  4 

wie  früher,  sich  ergibt.  Dieselbe  zerfallt  wieder  in  zwei  Componenten,  von  denen 
die  eine,  y,  von  den  Centripetalkräften,  die  andere,  er,  von  den  Winkelbeschleuni- 
gung8kräfben  herrührt,  y  und  a  fallen  aber  nicht  in  die  Gerade  Sil.  Vielmehr 
hat  man  in  dem  Centralellipsoid  zur  Ebene  GSJ  den  conjugirten  Diameter  zu 
suchen;  um  ihn  erfolgt  y.  Bildet  die  Axe  von  y  mit  Sil  den  Winkel  g>,  so  folgt 
a*  =■  y*  +  0*  —  2  0y  cos  9.  Das  Paar,  welches  a  gibt,  ist  so  zu  bestimmen,  dass 
es  mit  dem  Paare  Gto  sin  i  der  Centripetalkräfte  zusammen  die  Winkelbeschleuni- 
gung 0  um  Sil  hervorruft. 

,  5.  Man  verdankt  die  Entwickelungen  dieses  und  des  vorhergehenden  Para- 
graphen grösstenteils  Poinsot  und  Bour  (Cours  de  mecemique  et  machines,  Paris 
1866 — 74,  fasc.  in,  pp.  166—182).  Poinsot  gründet  auf  sie  seine  Theorie  der 
Präceasion  der  Nachtgleichen  (Precession  des  equinoxes.  Paris  1857).  Vgl. 
B.  I,  S.  265.  Man  betrachtet  die  Erde  als  ein  abgeplattetes  Rotationsellipsoid 
von  homogener  Beschaffenheit  oder  aus  concentrischen  Krusten  verschiedener 
Dichtigkeit  gebildet.  Jedenfalls  muss  dieselbe  hiernach  als  ein  System  von 
zwei  gleichen  Hauptträgheitsmomenten  gelten.  Die  Beobachtung  zeigt,  dass  dies 
Erdsphäroid  täglich  um  seine  Rotationsaxe  SG  sich  umdreht,  während  diese  selbst 
um  die  Axe  SZ  'der  Ekliptik,  wenn  auch  mit  sehr  geringer  Geschwindigkeit,  rotirt 
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und  in  Folge  dessen  die  Knotenlinie  des  Erdäquators  und  der  Ekliptik  auf  dieser 
langsam  fortrückt.  Diese  Knotenlinie  verbindet  den  Frühlings-  und  Herbfbnacht- 
gleichepunkt  mit  einander  und  ihre  Drehung  um  die  Aze  der  Ekliptik  heisA  die 
Präcession  der  Nachtgleichen.  Sie  ist  dem  Sinne  nach  der  Erdrotation  ent- 
gegengesetzt. In  Wirklichkeit  ist  nicht  SC  die  Momentanaxe  der  Erde,  sondern 
eine  andere  Linie  SJ,  die  Diagonale  eineß  Parallelograms ,  welches  SC  und  SZ 
zu  Seitenrichtungen  und  die  beiden  Geschwindigkeiten  der  Rotation  um  SC  und 
SZ  zu  Seitenlängen  hat.  Die  Axe  SJ  beschreibt  daher  um  SC  einen  Kegel, 
welcher  auf  einem  Kegel  um  SZ  rollt  und  zwar  liegen  wegen  des  entgegen- 
gesetzten Sinnes  der  Rotation  die  Kegel  auf  derselben  Seite  der  Tangentenebene 
und  ist  der  bewegliche  Kegel  sehr  schmal. 

Sind  n  und  *P  die  Winkelgeschwindigkeiten  um  SC  und  SZ  und  ist  <o  die 
Winkelgeschwindigkeit  um  die  Momentanaxe  SJ,  so  ist,  wie  oben  (Fig.  125) 

n  :  a>  :  W  »  sin  r  :  sin  #  :  sin  (#•  —  r) 

und  folgt  für  tg  r  ein  sehr  kleiner  Werth  und  für  a>  :  W  eine  sehr  wenig  von  1 
abweichende  Zahl.  In  Wirklichkeit  tritt  zu  der  Präcession  noch  eine  geringe 
periodische  Nutation  der  Erdaxe,  welche  hier  ausser  Acht  gelassen  ist.  Damit 
die  Bewegung  der  Erde  in  der  angegebenen  Weise  zu  Stande  komme,  muss  ein 
Paar  6r(l)  =  o2  sin  o  cos  o  (A  -f-  B  tg  o  cotg  &)  um  die  Knotenlinie  drehend  wirken. 
Dies  Paar  rührt  von  den  Attractionen  der  Sonne  und  des  Mondes  her.  -  Würde 
dasselbe  plötzlich  aufhören,  so  würde  ßich  die  Bewegung  der  Erde  ändern.  Der 
bewegliche  Kegel  JOA  würde  nicht  mehr  auf  dem  Kegel  um  SZy  sondern  auf 
einem  Kegel  um  OG  rollen,  nämlich  um  die  Axe  des  resultirenden  Paares  der 
Momentankräfte,  welche  dann  eine  constante  Richtung  annähme.  Die  Projektion 
der  Erdaxe  auf  die  Ebene  der  Ekliptik  und  in  Folge  dessen  die  zu  ihr  senkrechte 
Knotenlinie  würde  dann  nicht  mehr  eine  retrograde  Präcession,  sondern  nur 
eine  kleine  Oscillation  zeigen.  Das  Paar  GW  kann  dargestellt  werden  und  er- 
geben sich  aus  seiner  Betrachtung  für  die  Astronomie  wichtige  Folgerungen. 
In  Bezug  auf  diese  Darstellung  vgl.  die  citirte  Schrift  von  Poinsot.  Die- 
selbe gibt  als  Einleitung  eine  sehr  lehrreiche  synthetische  Behandlung  einiger 
hieher  gehöriger  Einzelprobleme.  Ueber  die  Bewegung  der  Erde  und  des  Mondes 
um  ihre  Massenmittelpunkte  vgl.  .Rough,  Elementary  tr tatist  on  the  dynamics  of 
a  System  of  rigid  bodies.  3***  edit.   London  1871,  S.  497—622. 

§.  10.  Als  Beispiel  für  die  freie  Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems  im 
widerstehenden  Mittel  gehört  hieher  die  Bewegung  des  Bumerang  in  der  Luft. 
Näheres  hierüber  vgl.  bei  Erdmann,  Erklärung  der  Bahnen  des  Bumerang 
(Poggendorffs  Annalen  B.  137  (1869),  S.  1—18)  und  Stille,  Versuche  und  Rech- 
nungen  zur  Bestimmung  der  Bahnen  des  Bumerang  (Ebendas,  B.  147  (1872), 
S.  1—21). 

Hieher  gehört  weiter  das  Problem  der  Bewegung  der  Spitzgeschosse 
in  der  Luft.  Vgl.  Resal,  Tratte  de  Mccanique  generale.  Paris  1873—79,  T.  I, 
S.  367—376  und  S.  886-396. 
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IV.  Capitel. 

Probleme  der  gezwungenen  Bewegung  des  unveränderlichen  Systems. 

§.  1.  Ist  ein  unveränderliches  System  Bedingungen  unterworfen,  welche 
seine  Beweglichkeit  beschränken,  so  kann  man  dieselben  in  den  meisten 
Fällen  durch  Kräfte  ersetzen  und  hierauf  dasselbe  als  ein  freies  betrachten, 
auf  welches  die  Methoden  von  Cap.  I — III  Anwendung  finden.  Die  ein- 
zuführenden Kräfte  (Widerstände)  treten  als  Unbekannte  auf,  welche  mit 
Hilfe  der  Bedingungen  zu  ermitteln  sind.  Sie  werden  im  Allgemeinen  mit 
der  Zeit  veränderlich  sein.  Auch  kann  ein  veränderliches  System  oft  durch 
Einführung  von  entgegengesetzt  gleichen  Widerständen  und  Spannungen  in 
mehrere  unveränderliche  Systeme  aufgelöst  werden,  welche  man  einzeln 
behandeln  kann. 

Indem  man  aus  den  Bewegungsgleichungen  mit  Hilfe  der  Bedingungen 

und  ihrer  Differentialgleichungen  die  Differentialquotienten  der  Coordinaten 

eliminirt,  erhält  man  die  nöthigen  Gleichungen  für  die  Widerstände.     Die 

allgemeinen  Principe  der  Bewegung  (Cap.  II,  §.  13)  leisten  dabei  in  vielen 

Fällen  ausgezeichnete  Dienste. 

§.  2.    Eine  homogene  schwere  starre  Linie 
AB  von  der  Länge  21  und  der  Masse  m  (Fig.  131) 
berührt  mit  ihren  Enden  A,  B  in  einer  Vertical- 
ebene    die    horizontale    und    verticale    Gerade 
OX  und  OY   ohne    Reibung.    Sie    sei    zur  Zeit 
*  =  0  unter  dem  Winkel  fr0  gegen  die  Verticale 
geneigt  und  gleite  ohne  anfängliche  Einwirkung 
von   Momentankräften    vermöge    der   Schwere 
längs    OX  und   OY.    Man   soll   ihre   Bewegung 
bestimmen  und  insbesondere  die  Zeit  T  finden, 
nach  welcher  sie  auf  die  Horizontale  OX  auf- 
fällt. 
Sind  ^und  N'  die  Widerstände,  welche  OX  und  OY  normal  zu  ihren  Rich- 
tungen leisten,  so  sind  die  Bewegungsgleichungen  des  ebenen  Systems,  welches 
nunmehr  frei  ist, 

d*xx 


Fig.  13  i. 


m 


dt' 


*r, 


m 


d* 


Vx 


=  _  W0  +  jy,    mjc*  ^L  =  m  sin  fr  —  N'l  cos  fr, 


wenn  x 


i  i 


dt*    ~~       '"*    '    "'    dt2 

yx   die  Coordinaten    des   Massenmittelpunktes   zur  Zeit  t  sind,   fr  der 
Winkel,  welchen  AB  zu  derselben  Zeit  mit  OY  bildet  und  k  der  Trägheitsradius 
für  den  Massenmittelpunkt  S  ist     Die  Axe  OX  werde  positiv  vertical  aufwärts 
und  der  positive  Drehungssinn  dem  Uhrzeigersinn  entgegengesetzt  genommen. 
Es  ist  zu  allen  Zeiten  xx  =  l  sin  fr,  yx  =7  cos  fr  und  mithin 


d*xx  .    .    A/«V  ,   ,        Ad*& 


d*y, 


—  I  cos  fr 


ffl)'- 


l  sin  fr 


d*fr 


dt*  \dt/  dt* 

Multiplicirt  man  die  beiden  ersten  Bewegungsgleichungen  mit  l  cos  fr,  —  7  sin  fr 
und  addirt  sie  zur  dritten,  so  kommt 
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1  C08  *  d«r  -  ' 8m  *  ~äW  +  *  HF  -  *9  «*  », 

welche  Gleichung  mit  Hilfe  der  Ausdrücke  für  -y~  und  -—-  übergeht  in 

d?  -  :t*' -  #  -  °  oder  asr-T"*-0' 

l  +  T 
ä* 

wenn  Z  -| — —  =  a  gesetzt  wird.    Aehnlioh  wie  B.  I,  S.  396  erlangt  man  durch 
Einführung  des  halben  Winkels  als  erstes  Integral  dieser  Gleichung 

(*#)■+*-♦—■ 

r 

Die  Constante  C  bestimmt  man  mit  Hilfe  von  A  —  A0  für  i  =»  0,  wofür  "zugleich, 
da   keine   anfanglichen  Momentankrafte  wirken,   die  Winkelgeschwindigkeit       - 

Null  wird,  sodass  C  =■  —  cos*  \  A0  wird. 

a 

Mit  dem  Herabgleiten   der  Geraden  AB  wächst   A  und  ist  mithin  A0   der 

kleinste  Werth,  den  A  während  der  Bewegung  annimmt.    Daher  kann  man  in  der 

sich  ergebenden  Gleichung 

^Jr  "  Vi  v°°7'  **•  -~«»,T* 

cos  i  A  =  cos  \  A0  •  sin^  setzen,    wo  tp  eine  neue  Integrationsvariabele  bedeutet. 

Dies  führt  zu  —  siniA'<J-£A  =  co8^A0 -cos^dip  und  -~— ==  1/  — cos^A0cos^ 
oder  wegen  sin  \  A  =  V 1  —  cos*  ^  A0  •  sin*  ^>  zu 

dt  -TZ« -d* =. 

y    9  y  1  —  C08*  i  ä0  sin*  y 

Dem  Winkel  A  =»  A0  entspricht  ^  =  \  n ,  *  =*  0 ,  daher  wird 

_      *-*  _ 

'     0  J    )/l  —  cos*  i  A0  sin*  if>        ^    0 

Dem  Werthe  A  =-  ^  *  entspricht  aber  ip  =  if>0,  t  =  T,  wofür  sin  ty,  =»  V  -J :  cos  ±  A0 
ist,  und  mithin  ist 

r    ^  J  yT^Tcos*  i  A0  ein»*        "    </  L  m  *    °'J 

Aus  der  Gleichung  für  t  folgt 

F  (*t  cos  4  A0)  = 
daher  wird 

♦  — (x-«|/i)f 
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cos^fr  =»  co8^*0  sin  arol/-  {T—t\ 
sin^fr  —  kam  ]/-?-  (T  —  t), 


flffr 

1  dt9 


dx1 

~dt 


dfr 

l  cos  fr  -rr  , 
dt 


dyt  .   .    Ä  <f  fr 

-§±  =  —  l  sin  fr  -jT  n.  s.  w. 


Die  Bewegung  des  Systems  um  den  Massenmittelpunkt  ist  eine  Pendelbewegung 

von  der  Pendellänge  a  =»  l  +  -=-  (B.  I,  S.  397),  wofür  die  Anfangsgeschwindigkeit 

Null  und  a  =—  -J«  —  fr0   ist.     T  ist  der  vierte  Theil  der  Oscillationsdauer.    An 

einer  gewissen  Stelle  wird  AB  die  Verticale  verlassen.    Dann  ist  N'  =  0  und 

d*x  /dd"\2  ef2fr 

mithin  -~=-j£  =»  0,  d.  h.  sin  fr  (-77)    *  c<>8  fr  -775-,   aus   welcher  Gleichung   man 

-r-j    und  -T-j-  findet:  cos  fr  «  |  cos  fr0 . 

Die  Gesammtbewegung  ist  die  elliptische  Hypocycloidenbewegung  Cardano's 
(B.  I,  S.  227).  Die  Radien  der  Kreise  sind  q  «=■  Z,  ?'=  i*;  die  Winkelgeschwin- 
digkeit cd  und  die  Wechselgeschwindigkeit  u  des  Momentancentrums  ergeben  sich 

<o  1 


dfr       , 
aus  cd  =  -=-  und 


u 


2 


Die  Aufgabe  ist  verschiedener  Verallgemeine- 
rungen fähig.  Es  kann  ein  anfanglicher  Momentan- 
stes angenommen  werden,  an  die  Stelle  der  starren 
Linie  kann  ein  Rotationscy linder  von  der  Eänge  21 
und  dem  Radius  r  des  Querschnitts  treten,  es  kann 
die  Reibung  an  den  Wänden  berücksichtigt  werden 
u.  s.  w. 

§.3.  Rotation  eines  unveränderlichen  Sy- 
stems um  eine  feste  Axe.  Sind  Bly  2?s  die 
Widerstände,  welche  zwei  beliebige  Punkte  0,  Q  der 
festen  Axe  leisten  müssen,  damit  dieselbe  fest  bleibe, 
Xt,  Yly  Zl;  -Xj,  Y%%  Z%  ihre  Componenten  bezüg- 
lich eineß  rechtwinkligen  festen  Coordinatensystems, 
dessen  Ursprung  und  2 -Axe  der  Punkt  0  und  die  feste  Axe  OQ  sind,  so  sind 
die  BewegungBgleichungen  des  Systems,  welche  die  Aequivalenz  der  gegebenen 
Kräfte  einschliesslich  der  Widerstände  mit  den  Kräften  tn<p  zur  Zeit  t  darstellen 
(s.  S.  407) 

d%r 

-  EX  +  X,  +  Xt 


Fig. 132. 


2m 


Em 


Em 


dt1 
d*y 


=  EY  +  Y,+  Y% 

dt*  ■■*  S^   +     ^1     +    ^2> 


dt* 
d%z 


2-dT'-x  dW  ~  Z(*X  ~  xZ)  +  X'h 
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worin  OQ=h  gesetzt  ist.  Da  die  Bewegung  des  Systems  durch  die  Bewegung  von  drei 
nicht  in  gerader  Linie  liegenden  Punkten  bestimmt  ist  und  die  Bewegung  von  0,  Q 
bereits  bekannt  ist  (ihre  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  ist  Null),  so  bedarf 
es  blos  noch  der  Eenntniss  der  Bewegung  eines  einzigen  dritten,  nicht  in  der 
Axe  liegenden  Punktes  und  muss  es  möglich  sein,  die  Coordinaten  aller  Punkte 
(py z)  durch  seine  Coordinaten  auszudrücken.  Man  wählt  hierzu  irgend  einen 
Punkt  in  der  Entfernung  1  von  der  *-Axe.  Bildet  die  Ebene  dieser  Axe,  welche 
den  Punkt  enthält,  die  wir  als  £  x' -  Ebene  eines  beweglichen  Coordinatensystems 
ansehen  können,  das  mit  dem  System  der  #,  y,  z  den  Ursprung  und  die  -er- Axe 
gemein  hat  zur  Zeit  t  mit  der  zx~ Ebene  den  Winkel  fr,  so  sind  1,  fr  seine  Polar- 

coordinaten,  -=-r  =  o»  seine  Geschwindigkeit,  welche  zugleich  die  Winkelgeschwin- 

digkeit  des  Systems  darstellt  und  -v-9-  =  -=^     seine     Tangentialbeschleunigung, 

welche  zugleich  die  Tangentialcomponente  der  Winkelbeschleunigung  und  da  eine 
Neigung  der  Axe  ausgeschlossen  ist,  die  ganze  Winkelbeschleunigung  des  Systems 
darstellt.  Die  Lage  eines  Systempunktes  {xy  £),  dessen  Coordinaten  in  Bezug 
auf  das  feste  Coordinatensy stein  zur  Zeit  t  gleich  x,  y>  z  sind,  wird  im  System 
durch  den  Abstand  r  von  der  Axe,  dessen  Neigung  ty  gegen  die  bewegliche  Axe 
der  x  und  seinen  Abstand  z  von  der  a/ «/'-Ebene  bestimmt  und  sind  r,  ip,  £  von 
der  Zeit  unabhängig.    Behufs  Reduction  der  Bewegungsgleichungen  ist  daher: 

/*v    •      v  dx  .    ,_    ,      .  d& 

.  x  —  r  cos  (fr  +  y),         -^  «-  —  r  sm  (fr  +  y)  -^  =  —  wy, 

/«    i      v  dy  /«    i      v  rffr 

y  =  r  sin  (fr  +  v>)>  dt  —        *  cos  (fr  +  ^)  -^  =      wx, 

dz 

d%x  dm  t  dy  dx       ,  a  .      2.  a 

-&  =  ~  y  dt  ~  "  *'         xdt~9dt~  (X  +  y  >  w  =  r  °'' 

d'y   _  da  2  d*y  d*x d  I    dy  dx\  ,  dm 

cä*°~   ~xdl  ~a  y'       xdti~yd^~dt\xJi~yTt)~r  ~di' 

d*z       Ä 

dT*  =  °- 

Mit  Hülfe  dieser  Relationen  nehmen  vermöge  der  Eigenschaften  Mxl  =  2mx, 
Myl  =  Smy  des  Massenmittelpunktes  und  wenn  Zmr*  «=■  üf  x*  gesetzt  wird,  die 
Bewegungsgleichungen  die  Form  an: 

Jf*!  Jj  -  Myx»*  ^ZY+Y.  +  Y, 

o  —  j;z  +  zx  +  z2, 

—  £nt£*  •  ^  +  ^wi/s  .  w*  =  :£  (yZ  —  zY)  —  rafc 

—  Zmyz  •    . Zmxz  •  cd2  »  2(zX  ~  xZ)  -f-  X27* 
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Von  diesen  Gleichungen  enthält  die  letzte  nichts  von  den  Widerständen  BXi  JS2; 
die  fünf  übrigen  enthalten  deren  Componenten.  Wenn  die  sechste  Gleichung  co 
und  4r  und  in  Folge  dessen  x  und  y  als  Functionen  der  Zeit  geliefert  hat,  geben* 
die  fünfte  und  vierte  die  Werthe  von  X%  und  Y,,  hierauf  die  erste  und  zweite 
die  von  Xx ,  Y,  und  dann  die  dritte  die  Summe  Zl  +  Z% »  welche  in  zwei  belie- 
bige Summanden  zerlegt  werden  kann,  in  Wirklichkeit  aber  nur  als  eine  einzige 
Kraft  auftritt,  welche  längs  OQ  angreift. 

Die  durch  die  Integration  dieser  Gleichungen  eintretenden  Constanten  werden 
mit  Hülfe  der  Anfangslage  und  der  anfänglichen  Winkelgeschwindigkeit  bestimmt, 
indess  kann  zu  dieser  Bestimmung  auch  ein  anfängliches  System  von  Momentan- 
kräften gegeben  sein ,  welches  den  Anfangszustand  herbeifuhrt.  Ist  letzteres  der 
Fall,  bezeichnen  a,  H,  Z  die  Componenten  einer  am  Punkte  (xyz)  zur  Zeit 
NO  angreifenden  Momentankraft  und  drücken  St ,  Hly  Zx ;  33i  H% ,  Z,  die  Com- 
ponenten der  Momentan  widerstände  aus,  welche  die  Punkte  0,  Q  der  Wirkung 
des  Momentankräftesystems  entgegensetzen,  so  hat  man  vermöge  der  Aequivalenz 
dieser  Kräfte  mit  den  Kräften  mv  die  Gleichungen  für  den  Anfangszustand: 

2m  jt  =  2?Ä  +  Ä!  +  #2,        2m  (y  *L  -  z  ^)  =  2  (t/Z  -  zH)  -  HtU 
2m  ^  =  2H  +  Hx  +  tf2,        2m  (z  **  -  x  ^)  -  2  {ag  -  xZ)  +  3%h 

2mdJL  =  2Z+Zl  +  Zit        2m(x«»-ydj°)-2{xH-y3), 

oder,  wenn  man,  wie  oben  reducirt: 

—  Mm^  =  23  +  Sx  +  Ä*,,      —  2mxz  •  w0  —  2  (yZ  —  z H)  —  H2h 
M<o0x1  —  2H  +  Hx  +  H21      —  2myz  .  <o0  =  2(z&  —  xZ)  +  &%h 
0  =  2Z  +Zt  +Z2,  Mx2.w0»2;(xH-i/Ä). 

Die  Interpretation  der  reducirten  Gleichungen  ist  sehr  einfach.  Nach  Cap.  I,  §.  3, 
S.  364  stellen  nämlich  M(o0ylt  MaQxlt  —  2mxz  •  m0,  —  2myz  •  ©0,  M%*  co0 
die  Componenten  der  Resultanten  und  des  resultirenden  Axenmomentes  der 
Momentankräfte  zur  Zeit  t  =  0  dar  und  nach  S.  394  sind  —  Mylm'  —  Jtfa*^, 
Mxxm  —  Ma>*ylf  0;  —  2mxz  •  <a  -f-  2myz  •  a>2,  —  2myz  •  w'  —  2mxz  •  co2, 
Jlfx2  oo'  die  entsprechenden  Elemente  der  Reduction  der  Tangential-  und  Centri- 
petalkräfte  für  die  Zeit  t  dar,  wobei  dco  :  dt  =  to  gesetzt  ist.  Da  nämlich  die 
Botationsaxe  nicht  wechselt,  so  ist  4er  dortige  Winkel  ty  =  0  und  kann  jeder 
Punkt  der  Axe  als  Mittelpunkt  der  Beschleunigungen  angesehen  werden. 

Am  Anfange  der  Bewegung  erleidet  das  System  einen  Stoss  und  während 
der  Bewegung  einen  continuirlichen  Druck,  beide  Einflüsse  werden  durch  die  an- 
fänglichen Momentanwiderstandskräfte  und  durch  die  continuirlich  wirkenden 
Widerstände  der  Axe  getilgt. 

§.  4.  Rotation  um  eine  feste  Axe  ohne  Einwirkung  von  continuir- 
lichen Kräften.  Ein  System  sei  zur  Zeit  t  =»  0  von  Momentankräften  ergriffen, 
nachher  aber  sich  selbst  überlassen  worden.  Die  Gleichungen  seiner  Bewegung 
zur  Zeit  t  sind  dann: 

Myx  ~  +  Mxx(o2  -f  Xx  +  X^  =  0,       2mxz  •  ~  —  2myz  •  co2  —  r2Ä  =  0, 
(t  t  dt 
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-Mx1  ^  +  Myx<o*  +  Yx  +  Yt  —  0,      Zmyz    ^  +  Zmxz  -  m*  +  Xth  =  0, 
dt  dt 

und  für  den  Anfangszustand  gelten  die  folgenden: 

ZS  +  itfy,  »o  +  Ät  +  Äi  —  0,  Z(yZ  —  *H)  +  Zmxz  -  a>0  —  H2Ä  —  0, 
Zif  —  Jfac^  co0  +  JF^  +  H,  wm  0,  2(88—  xZ)  +  2?mys  •  co0  +  Ä,Ä  =■  0, 
ZZ  +  Z!+Za«0,        Z(xH—  y3)  —  2*fx8a>0, 

worin  o0  die  anfängliche  Winkelgeschwindigkeit  bezeichnet.  Das  System  der  sechs 
ersten  Gleichungen  zeigt  1.  dass  die  Winkelgeschwindigkeit  constant,  oj  =  a>0 
ist;  2.  dass  die  Axe  in  ihrer  Richtung  keinen  Widerstand  zu  leisten  hat,  also 
auch  keinen  Druck  erleidet,  sondern  blos  senkrecht  zu  ihr  ein  solcher  stattfindet. 

Die  beiden  Paare,  welche  die  Axe  umzustürzen  drohen,  sind  wegen  —  =  0: 

d  t 

Y%h  =  Zmyz  •  <d8,        —  Xth  —  Zmxz  •  ©•; 

sie  bilden  ein  Paar,  dessen  Axenmoment  m*Y  (Zmxz)*  -f  (Zmyz)*  zur  Axe  senk- 
recht ist.  Dasselbe  ist  nur  Null,  wenn  die  feste  Axe  eine  Hauptaxe  ist;  in 
diesem  tFalle  braucht  sie,  da  alsdann  X^7  Y9  Nnll  sind,  nur  in  einem  einzigen 
Punkte  fest  zu  sein,  d.  h.  rotirt  das  System  um  eine  Hauptaxe  eines 
festen  Punktes  zu  irgend  einer  Zeit,  so  bleibt  diese  Axe  permanent 
Rotationsaxe,  ohne  in  einem  weiteren  Punkte  gestützt  werden  zu 
müssen  (permanente  Rotationsaxe);    3.  der  Druck  im  Punkte  (0,  0,  h)   ist 


u' 


yx%  +  Y\  =  -  -  Y~(£mxz)*  +  (Smyz)*,  der  im  Ursprung  hat  zu  Componenten 

—  Xx  ss*  Mxxa>*  —  X„  —  Yx  =  Myxa>*  —  Y,;  beide  werden  Null,  wenn  die 
Axe  eine  Hauptaxe  des  Massenmittelpunktes,  d.  h.  xx  =  0,  yx  =*  0  ist,  d.  h. 
rotirt  das  System  zu  irgend  einer  Zeit  um  eine  Hauptaxe  des  Massen- 
mittelpunktes, so  bleibt  diese  Axe  permanent  Rotationsaxe,  ohne  in 
irgend  einem  Punkte  gestützt  werden  zu  müssen  (freie  Rotationsaxe). 
Aus  dem  System  der  sechs  für  den   Anfangszustand  geltenden  Gleichungen 

erhalt  man  zunächst  die  Winkelgeschwindigkeit  a>0  «■  =.     ■,  ;  sie  ist  die 

Componente  des  resultirenden  Paares  der  stossenden  Momentankräfte,  deren  Axe 
parallel  der  Rotationsaxe  ist,  dividirt  durch  das  Trägheitsmoment  des  Systems 
in  Bezug  auf  die  Rotationsaxe.  Sodann  liefern  diese  Gleichungen  die  Beantwor- 
tung aller  Fragen,  welche  die  anfängliche  Erschütterung  der  Axe  betreffen.  Soll 
insbesondere  die  Axe  keine  Erschütterung  erleiden,  so  müssen  SX1  H 1 ,  Zx\  £», 
H3,  Z8  sämmtlich  Null  sein.    Dies  führt  zu  den  Bedingungen: 

• 

ZS  +  Myx  w0  =  0,  Z  (yZ  —  zH)  +  Zmxz  •  a0  =»  0, 
ZH  —  M xx  cd0  =>  0,  Z  (zS  —  xZ)  +  Zmyz  •  m0  =f  0, 
ZZ  —  0,  Z  (a>H—  y&)  —  Zmr*  •  a>0#—  0. 

Die  Gleichung  ZZ  »  0  zeigt,  dass  keine  Stosscomponente  parallel  der  Rotations- 
axe vorhanden  sein  darf,  dass  also,  wenn  man  die  Stosskräfte  für  einen  Punkt 
der  Axe  reducirt,  die  Resultante  derselben  senkrecht  zur  Axe  sein  muss ;  die  erste 
und  zweite  Gleichung  zeigen  ferner,  dass  ZH:Z&=  —  xl:yl  sein  muss;  hieraus 
folgt,  dass  diese  Resultante  senkrecht  zu   der  durch  die  Axe  und  den  Massen- 
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mittelpunkt  des  Systems  geführten  Ebene  sein  mnss.  Die  vierte  nnd  fünfte  Glei- 
chung liefern  die  Bedingung  für  die  Richtung  der  Axe  des  StoBspaares,  welches 
senkrecht  zur  Rotationsaxe  gerichtet  ist.    Denn  die  Tangente  der  Neigung  dieser 

Axe  gegen  die  rc-Axe  ist  _;  _ ^  =  _         • 

ao  I2(yZ—zH)        Zmxz 

Wir  wollen  annehmen,  der  Stoss  rühre  von  einer  einzigen  Kraft  (£,  H,  Z) 

her,  welche  im  Punkte  #»<*,  */  =  ß,  *=>y  =  0  das  System  treffe.    In  diesem 

Falle  reduciren  sich  die  Gleichungen  auf: 

£  +  My^aQ  =»  0,  2mxz  =  0t 
H — M^cDgaO,  Smyz  »=  0, 
Z  =  0,  oY-  ßX—  M%%  co0. 

Diese  Kraft  mnss  also  senkrecht  zur  Ebene  sein,  welche  durch  die  Axe  und  den 
Massenmittelpunkt  geht.    Bezeichnen  wir  sie  mit  P,  so  wird 


P  =  y  &  +  H*  —  M<o0  yx\  +  y\  =»  Ma>0d, 

wenn  d  den  Abstand  des  Massenmittelpunktes  von  der  Axe  bedeutet  und  wenn  f 
der  Abstand  der  Kraft  von  der  Axe  ist,  aT  —  ßX  =»  P  •  f.  Hierdurch  liefert 
die  letzte  Gleichung  2Y  =  Ma)Qdf  =  M%%  <d0  oder 

Zieht  man  durch  den  Massenmittelpunkt  eine  Axe  parallel  der  Rotationsaxe  und 
setzt  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  sie  gleich  M  xj ,  so  wird 

X»  mm  *J5    -f  d% 

und  folglich  erhält  man  für  den  Abstand  /*,  welchen  eine  Stosskraft  haben  muss, 
wenn  sie  die  Axe  nicht  erschüttern  soll: 

f-*  +  %- 

Der  Schnittpunkt  der  Stossrichtung  mit  der  Ebene  durch  die  Axe  und  den  Massen- 
mittelpunkt heisst  Mittelpunkt  des  Stosses. 

Die  hier  entwickelten  Eigenschaften  der  permanenten  Rotationsaxen  folgen 
mit  grösserer  Evidenz  und  Allgemeinheit  aus  den  allgemeinen  Untersuchungen 
über  die  Reduction  der  Momentankräfte  und  continuirlichen  Kräften  in  Cap.  I 
und  IL  Die  Momentankräfte  liefern  am  Massenmittelpunkt  8  die  Reduction 
(22,  G)  und  sind  äquivalent  (22,  -G0)  für  die  Centralaxe.  Wirken  keine  continuir- 
lichen Kräfte  auf  das  System,  so  bleiben  diese  Elemente  geometrisch  constant. 
Die  .Bewegung  des  Systems  hat  für  8  reducirt  die  Reduction  (t?t  cd)  und  bleibt 
auch  v  während  der  Bewegung  geometrisch  constant  gleich  22  :  M  von  der  Rich- 
tung und  dem  Sinne  von  22,  während  co  geometrisch  variirt.  Die  Bewegung  ist 
eine  Windungsbewegung  um  eine  wechselnde  Momentanaxe.  Sind  v  und  <o  senk- 
recht zu  einander,  so  reducirt  sich  die  Windungsbewegung  auf  eine  blosse  Rota- 
tion und  ist  dann  auch  22  senkrecht  zu  cd,  sind  22  und  G  zu  einander  recht- 
winklig, so  reduciren  sich  die  Momentankräfte  fortwährend  auf  eine  Einzelkraft 
22  =>  Mv  in  der  Richtungslinie  der .  Centralaxe.  Im  Falle  einer  blossen  Rotation 
ist  22  senkrecht  zu  der  Ebene,  welche  den  Massenmittelpunkt  und  die  Rotations- 
axe enthalt  und  trifft  diese  Ebene  in  einem  bestimmten  Punkte  C.  Legt  man 
durch  8  (8.  Fig.  104,  S.  357)  OSCf  senkrecht  zur  Rotationsaxe  und  bezeichnet  mit 
a,  a   die  Abstände  SO,  80*  des  Punktes  S  von  dieser  Axe  und  der  Projection  (J 
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von  G  auf  OS,  so  wird  ad  =  ngj.    Der  Punkt  C  ist  der  obige  Mittelpunkt  des 

*J 

Stosses  und   00'  =  /**=  a  +  a  =a-| — -,    übereinstimmend    mit  dem  Obigen, 

a 

wo  blos  d  für  a  geschrieben  ist.  Nach  S.  357  ist  der  Abstand  CO  =  b  so  be- 
schaffen, dass  ab  constant  ==»  —  l*  ist.  Die  Projection  P  des  Mittelpunktes  C 
deß  Stosses  auf  die  Botatiönsaxe  wollen  wir  den  Knotenpunkt  der  Rotationsaxe 
nennen.  In  Bezug  auf  S  als  Ursprung  sind  a  und  b  für  ihn  rechtwinklige  Coor- 
dinaten.  Da  die  Rotation  in  Folge  des  Stosses  frei  um  die  Rotationsaxe  erfolgt, 
so  erleidet  dieselbe  keine  Erschütterung.  Ist  sie  eine  Hauptaxe,  so  wechselt  sie 
nicht  im  System  und  braucht  daher  nicht  weiter  in  einem  zweiten  Punkte  gestützt 
zu  werden,  wenn  ihr  Knotenpunkt  P  fest  ist.  Ist  sie  eine  Hauptaxe,  so  bleibt 
die  Winkelgeschwindigkeit  a>  um  sie  constant  und  ist  von  Beschleunigung  blos 
die  centripetale  Componente  co*  vorhanden.  Ist  sie  eine  Hauptaxe  ihres  Knoten- 
punktes P,  so  liefern  die  Centripetalkräfte  mco*  nach  S.  394  bei  der  Reduction 
für  P  blos  eine  Resultante  <o*Mf  parallel  und  gleichen  Sinnes  mit  der  Centripetal- 
beschleunigung  des  Massenmittelpunktes,  da  die  Paare  a>*Zmyz  und  — a*2mx& 
verschwinden.  Daher  hat  P  blos  den  Druck  dieser  Resultanten  auszuhalten  und 
braucht  blos  die  Axe  in  P  befestigt  zu  werden,  wenn  die  Rotation  permanent 
um  sie  erfolgen  soll.  Ist  f=0,  d.  h.  ist  die  Axe  eine  Hauptaxe  des  Massen- 
mittelpunktes, so  fällt  auch  dieser  Druck  hinweg  und  rotirt  das  System  um  sie 
ganz  frei. 

Chelini,  dessen  Abhandlungen:  1.  Intorno  ai  principii  fondamentali  della 
dinamica  con  applicazioni  al  pendolo  ed  dlla  percussion  de*  corpi  secundo  Pbinsot 
{Mein.  ddV  Äccad.  di  Bologna,  Ser.  3« ,  T.  VI  (1875—76),  pp.  409—459),  2.  Sopra 
älcune  questione  dinamiche,  memoria  che  fa  seguito  a  quella  itUorno  ai  principii 
fondamentali  deüa  dinamica  (Ibid.  T.  VIII  (1877),  pp.  273—306)  eine  ausführliche 
Theorie  der  permanenten  Rotationsaxen  enthalten,  nennt  eine  Hauptaxe  in  Bezug 
auf  den  Punkt,  für  welchen  sie  Hauptaxe  ist,  eine  permanente  Axe  und  diesen 
Punkt  selbst  „pemo",  was  wir  mit  „Knotenpunkt"  wiedergegeben  haben.  Ueber 
verschiedene  Orte  der  Knotenpunkte  s.  insbesondere  die  2.  Abhandlung  S.  276  n.  ffg. 

§.  5.  Rotation  um  eine  feste  Axe  unter  Einfluss  eines  Paares, 
dessen  Axe  der  Rotationsaxe  parallel  ist.  Wirkt  auf  das  System  nur  ein 
Paar,  dessen  Axe  der  Rotationsaxe  parallel  ist,  so  sind  IX=  £Y  —  ZZ  =  0, 
£  (yZ  —  $Y)  =»  0,  £(zY  —  xZ)  =  0  und  werden  demnach  die  Gleichungen  der 
Bewegung: 

My,  d"t  +  Mxx^  +  Xx  +  X2  -  0, 
-  Mxx  *£  +  AT*«»  +  Yx  +  Y2  =  0, 

Zi  +  z*  -  o, 

Emxs  •    .--  —  Zmyz  •  ro*  —  Yqh  =»  0. 
dt  *  a  » 

d  co 
Zmyz  .  —  —  Zmxz  •  a»2  +  X9h  =  0, 
a  t 

£(xY  -  y  X)  -  M%*  •  ^  =  0. 

Soll   die   Axe   wahrend   der   Bewegung   nur    in    einem   Punkte,   dem   Ursprung 
der  Coordinaten,  Druck  erleiden,  also  die  Bewegung  ebenso  erfolgen,   wie  wenn 
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die  Axe  in  jenem  Punkte  allein  befestigt,  im  Uebrigen  aber  frei  beweglich  wäre, 
so  ist  X4  =»  Yj  =  Z%  =»  0  zu  setzen.  Dann  liefern  die  vierte  und  fünfte  Gleichung 
die  Bedingungen 

£mxz  •  -tt  —  Emyz  •  cd*  =  0, 
Emyz  •  —  -f-  Emxz  •  cd*  =  0, 

aus  denen  man  durch  Elimination  von  -z-r   findet:    w1  [(Zmarx;)*  +  (Emyz)2]  =  0, 

d.  h.  2m xz  =  0,  Emyz  =  0.  Die  Axe  muss  mithin  eine  Hauptaxe  des  Punktes 
sein,  in  welchem  sie  fest  ist.  Der  Druck  auf  die  Axe  ergiebt  sich  aus  den  drei 
ersten  Gleichungen;  er  ist,  da  Z%  =»  0,  senkrecht  zur  Axe. 

«  Soll  der  bis  jetzt  noch  als  fest  angenommene  Punkt  gleichfalls  keinen  Druck 
erleiden,  so  muss  auch  Xx  =  X2  *=  0  sein.    Dies  gibt  die  Bedingungen: 

Vi  -ji  +  *i«2  —  0,  -  xx  —  +  y,©*  =»  0, 

aus  welchen  man   durch  Elimination  von    —    findet:   m*  (*J  -f-  2/?)  sm  0>    d.  h. 

xi  =  °>  2/i  =  0.  Demnach  kann  die  geforderte  Bedingung  nur  erfüllt  werden, 
wenn  die  Axe  durch  den  Massenmittelpunkt  geht.  Wenn  also  ein  unver- 
änderliches System  sich  anfänglich  um  eine  Hauptaxe  des  Massen- 
mittelpunktes dreht  und  der  continuirlichen  Einwirkung  eines 
Kräftepaares  unterworfen  ist,  dessen  Axe  mit  der  Hauptaxe  parallel 
läuft,  so  rotirt  es  fortwährend  um  diese  Axe  weiter,  auch  wenn  die- 
selbe frei  wird. 

Die  Winkelbeschleunigung  ergibt  sich  in  allen  Fällen  aus  der  letzten  Glei- 
chung.   Bezeichnet  Pp  das  Paar,  so  wird 

da        Pp 
~diam~Mi*' 

Die  Integration  dieser  Gleichung  liefert  co  und  den  Rotations winkel  #;  der  An- 
fangswerth  oo0  wird  wie  beim  vorigen  Problem  bestimmt. 

§.  6.   Rotation  eines  schweren  Systems  um  eine  horizontale  Axe. 

Zusammengesetztes  Pendel  (Fig.  133).    Ein  unver- 
änderliches schweres  System,  welches  unter  alleinigem 
•tc— — ^p-     Einfluss  der  Schwere  sich  um  eine  feste  horizontale  Axe 


/ 


\ 


dreht,  heisst  ein  zusammengesetztes  Pendel.    Die  hori- 
zontale Rotationsaxe  nehmen   wir  zur  Axe  der  *,  die 
X  ^>y0      Richtung  der  Vertikalen  zur  y-Axe,  positiv  abwärts  ge- 

rechnet,  die  x-Axe   horizontal.     Es   sind    alsdann    die 
$  Componenten  der  gegebenen  Kräfte  X  =  0,  Y  =  mg, 

Trig.i33.  *  =  0  und  folglich 

EX=*Ot        EY=gZm*=gMy        ZZ  =  0, 
E  (yZ  -  zY)  —  -  gEmz  =  -  gMzt , 
E  (zX  —  xZ)  «  0,      E  (xY  —  y X)  =-  gEmx  =  g Mx, , 

wenn  M  die  Masse  des  Systems  und  xx,  ylt  zv  die  Coordinaten  des  Massenmittel- 
punktes S  bedeuten.  Legen  wir  die  #y- Ebene  durch  den  Massenmittelpunkt, 
so  wird  zx  =»  0;  wir  erhalten  daher  als  Gleichungen  der  Bewegung  des  Pendels: 
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gMVl  |j  +  9Mxt  •  «.«  +  X,  +  X,  -  0, 
-  g M  -  gMxx  j£  +  gMVl  ■  <o«  +  Yx  +  Ya  =  0, 

z,  +  z,  -  o, 

Smxz  •  -TT  —  Smye  ■  m*  —  h  Y,  «=  0, 

Smyz  •  -r-  +  2m  xz  •  <n*  -f-  ÄXj  •=  0, 

,JT* -*«■.*= -0. 

Es  sei  nun  a  der  Abstand  SA  des  Massenmittelpunktes  von  der  Axe,  a  der  Winkel 
den  diese  Linie  zur  Zeit  t  =  0  mit  der  Vertikalen  bildet,  &  derselbe  Winkel  zur 

Zeit  t\  man  hat  dann: 

.     Ä                             Ä                 d  (a  —  fr)  -<J#         dm  d1^ 

^-aun*,      yi»acos<r,      <o ^ ^,       Tt  =  ~  m*  ' 

Ferner  ziehen  wir  durch  den  Massenmittelpunkt  eine  Parallele  zur  Axe  und  be- 
zeichnen den  Trägheitsradius  des  Systems  in  Bezug  auf  sie  mit  x0.  Dadurch 
wird  das  Trägheitsmoment  für  die  Rotationsaxe  M  (a*  +  x2)  und  wenn  wir  diesen 
Werth  in  das  Gleichungssystem  einfuhren,  so  geht  zunächst  die  letzte  Gleichung 
über  in 

a 

Sie  ist  die  eigentliche  Gleichung  der  Bewegung,  indem  sie  den  Winkel  &  und 
die  Winkelgeschwindigkeit  co  als  Functionen  der  Zeit  bestimmt.  Sie  hat  aber 
dieselbe  Form,  wie  die  Gleichung 

welche  die  Bewegung  eines  einfachen  Pendels  von  der  Länge  l  bestimmt.    Für 

l  =  a  -\ — -  erhalten  wir  folglich  ein   einfaches  Pendel,   welches  zu  denselben 

Zeiten  dieselben  Winkel  4r  mit  der  Vertikalen  bildet,  wie  die  Linie  AS  in 
unserem  zusammengesetzten  Pendel,  welches  also  mit  diesem  gleiche  Schwin- 
gungen ausführt.  Es  ist  daher  zunächst  nur  nöthig,  dies  einfache  Pendel  weiter 
zu  untersuchen. 

Sämmtliche  Punkte  des   zusammengesetzten  Pendels   machen  Schwingungen 

x2 
von  derselben  Art,  wie  das  einfache  Pendel  von  der  Länge  l  =  a  -\ — -•    Denkt 

man  sich  einen  Augenblick  die  Verbindung  der  Punkte  unter  einander  gelöst  und 
jeden  für  sich,  unabhängig  von  den  übrigen,  um  die  gemeinsame  Axe  schwingend 
so  werden  alle  Punkte,  deren  Abstand  von  der  Axe  kleiner  ist,  als  7,  schneller, 
alle  die,  welche  weiter  von  ihr  abliegen,  langsamer  schwingen,  als  das  zusammen- 
gesetzte Pendel;  diejenigen  aber,  welche  den  Abstand  l  von  der  Axe  besitzen, 
werden  frei  dieselbe  Bewegung  haben,  die  sie  im  System  besitzen.  Alle  Punkte 
der  letzteren  Art  liegen  auf  einer  um  die  Rotationsaxe  mit  dem  Abstände  l  be- 
schriebenen  Cylinderfläche.     Eine  Ebene  durch  den  Massenmittelpunkt  und  die 
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Rotationsaxe  geführt,  schneidet  diese  Cylinderfläche  in  zwei  Qeraden  A\  Ä\ 
welche  von  der  mit  der  Rotationsaxe  parallelen  Massenmittelpunktsaxe  die  Ab- 
stände 

a  '     a 

haben.  Die  erste  dieser  Geraden  nennen  wir  die  znr  Rotationsaxe  (Aufhängungs- 
axe)  gehörige  Schwingungsaxe  and  ihren  Schnittpunkt  mit  der  Linie  AS  den 
Schvringungsmittelpunkt.  Zwischen  der  einfachen  Pendellänge  7,  dem  Abstände  a 
der  Aufhängnngs-  nnd  dem  Abstände  a  der  Schwingungsaxe  vom  Massenmittel- 
punkte bestehen  die  Rotationon:  fyfah-rn~W 

I=a  +  fl',        aa  =  x*. 

Zwischen  der  Aufhängnngs-  nnd  Schwingnngsaxe  besteht  Reciprocität  in  der  Art, 
daBS  die  Schwingnngsaxe  zur  Anfhängnngsaxe  werden  kann,  ohne  dass  die  ein- 
fache Pendellänge  l  sich  ändert.  Denn  es  vertauschen  dadurch  a  und  a  blos 
ihre  Bollen  und  da  sie  in  beiden  vorstehenden  Gleichungen  symmetrisch  vor- 
kommen, so  ändern  sie  bei  dieser  Vertauschung  nicht  die  Grösse  der  Pendellänge. 
Es  ist 

l  =,  a  +  Ü  -  a'  +  ??  • 
a  l    a 

Aufhängungs-  und  Schwingungsaxe  liegen  immer  auf  entgegengesetzten  Seiten 
der  Massenmittelpunktsaxe  in  solchen  Abständen  von  letzterer,  dass  deren  Pro- 
dukt constant,  nämlich  gleich  dem  Quadrate  des  Trägheitsradius  um  die  Massen- 
mittelpunktsaxe ist.  Die  Punkte  A,  AI  bilden  daher  auf  AS  eine  gleichliegende 
Involution,  deren  Mittelpunkt  S  und  deren  Constante  xjj  ist. 
*  Es  gibt  unendlich  viele  Axen  im  Räume,  um  welche  ein  schwereres  System 
als  um  horizontale  Axen  schwingend,  dieselben  Schwingungen  macht  Um  sie  zu 
finden,  ziehen  wir  durch  den  Massenmittelpunkt  eine  Axe  y,  deren  Trägheits- 
radius x0  sei.  Nehmen  wir  alsdann  im  Abstände  a  von  y  irgend  eine  zu  y 
parallele  Axe  A  zur  Aufhängeaxe,  so  ist  die  ihr  zngehörende  einfache  Pendel- 


x? 


länge  l  a=  a  -| — -  und  bleibt  constant,  wenn  a  constant  bleibt.    Demnach  erhält 

man  für  jede  Gerade  auf  einer  um  y  mit  der  Länge  a  beschriebenen  Cy linder- 
fläche dieselben  Schwingungen.  Weil  aber  Anfhängungs-  und  Schwingungsaxe 
reciprok  sind,   so  liefern  auch  alle   Geraden,   welche  auf  einer   zweiten   um  y 

mit  dem  Abstände  a  ■-  — -  beschriebenen  Cylinderfläohe  liegen,  dieselben  Schwin- 
gungen; denn  jede  von  ihnen  ist  Schwingnngsaxe  zn  derjenigen  Geraden  des 
ersten  Gylinders ,  welche  mit  ihr  und  y  in  einer  Ebene  auf  entgegengesetzten 
Seiten  von  y  liegt.  Jedem  Abstände  a  entsprachen  zwei  solche  Cy  linderflächen, 
um  deren  Geraden  als  Axen  das  Pendel  Schwingungen  derselben  einfachen  Pendel- 

länge  I  =  o-f  ■--  ausführt.   Je  nachdem  man  a  wählt,  ändern  sich  diese Cylinder- 

fiächen.  Es  kann  gefragt  werden,  für  welchen  Werth  von  a*  die  Länge  l  ein 
Minimnm  werde.  Da  l  =■  a  -f-  ü  und  aa  =■  xfl  ist,  so  kommt  diese  Aufgabe 
darauf  hinaus,  unter  allen  Rechtecken  desselben  Inhaltes  %  $  dasjenige  vom  kleinsten 
Umfange  zu  finden.  Da  das  Quadrat  diese  Eigenschaft  allein  besitzt,  so  folgt, 
dass  a=*a'=*%0  sein  muss,  welchem  Werthe  die  Pendellänge  l  =■  2x0  ent- 
spricht    Die   beiden   Cy  linderflächen  fallen    zusammen.     Unter    allen    Axen 

Schul,  Meohanik.    H.  30 


466  Pendel  im  widerstehenden  Mittel.      IV.Th.,Cap.IV,§§.7.8. 

also,  welcher  einer  gegebenen  Massenmittelpunktsaxe  y  von  gege- 
benem Trägheitsradius  x0  parallel  laufen,  liegen  die  Axen  der  kür- 
zesten Oscillationsdauer  auf  einem  um  y  mit  dem  Abstände  x0  be- 
schriebenen Cylinder. 

Durch  den  Massenmittelpunkt  kann  man  eine  Kegelflache  zweiten  Grades 
legen,  welche  alle  Axen  desselben  Trägheitsradius  x0  enthält  Es  gibt  daher  eiiiQ 
Schaar  von  Cy lindern,  welche  der  Ort  der  Axen  kürzester  Oscillationsdauer  ist, 
dem  Trägheitsradius  x0  entsprechend. 

Da  l  =  2x0  das  Minimum  der  Pendellänge  für  den  Trägheitsradius  x0  ist,  so 
erhält  man  das  absolute  Minimum  von  l  für  das  Minimum  von  x0.  Die  Axen 
also,  um  welche  ein  Pendel  die  kürzeste  Oscillationsdauer  besitzt, 
liegen  auf  einem  um  die-Massenmittelpnnktshauptaxe  des  kleinsten 
Trägheitsmomentes  mit  dem  Abstände  gleich  dem  Trägheitsradius 
dieses  letzteren  beschriebenen  Cylinder. 

§.  7.  Bewegung  des  Pendels  im  widerstehenden  Mittel.  Der  auf 
ein  Element  da  der  Oberfläche  eines  Körpers  in  einem  Punkte  A  wirkende  Wider- 
stand des  Mittels  zerfällt  in  eine  tangentielle  und  eine  normale  Componente.  Die 
erstere  ist  im  Allgemeinen  sehr  klein  und  soll  gleich  Null  angenommen  werden; 
die  letztere  nimmt  man  gleich  einer  Function  der  Geschwindigkeit  v  des  Punktes  A 
an  und  drückt  ihn  durch  kf(v)da  aus.  Die  Gonstante  k  hängt  von  der  Dichtigkeit 
des  Mittels  ab;  die  Function  f  kann  nur  experimentell  bestimmt  werden.  Die 
Geschwindigkeiten  der  Punkte  A  haben  zum  Theil  Richtungen,  welche  nach  dem 
Aussenraume,  zum  Theil  solche,  welche  nach  dem  Innern  des  Körpers  hingehen, 
für  gewisse  Punkte  fällt  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  in  die  Oberfläche,  für 
andere  endlich  ist  sie  Null.  Die  Werthe  der  Function  f  für  die  drei  letzteren 
Arten  von  Punkten  nimmt  man  gleich  Null  an,  indem  man  von  dem  Einflüsse 
der  Wirbel,  welche  auf  der  Rückseite  des  Körpers  entstehen,  absieht.  Beim 
Pendel  sind  die  Geschwindigkeiten  t?  =»  ra>  und  indem  man  für  f  eine  Potenz 
annimmt,  erlangt  der  Widerstand  die  Form  kr*a>*da  und  wird  sein  Moment  be- 
züglich der  Rotationsaxe  kr*+lw*da.  Das  Gesammtmoment  sämmtlicher  elemen- 
taren Widerstände  ist  daher  km»J%rn-\-1da  =  pa>»,  wo  das  Integral  über  alle  in 

Frage  kommenden  Oberfläch  entheile  des  Körpers  auszudehnen  ist,  so  dass  p  eine 
von  der  OberfiächenbeschafFenheit  abhängige  Constante  wird.  Indem  wir  diesen 
Widerstand  in  die  Hauptgleichung  der  Pendelbewegung  einführen,  wird  dieselbe 

UJ^  TUT  A  (d*\* 

oder 

3-  +  --  sm  *  +  y-,  [-( 


d%*   .    9  „._  A   ,      P     (d*\»  _ 


dt9    '     l  '    M%*  \dt/ 

Dies  ist  aber  die  Gleichung  für  die  Bewegung  eines  einfachen  Pendels  von  der 
Länge  l  im  widerstehenden  Mittel.  Man  kann  sie  ähnlich  wie  B.  I,  S.  411  ge- 
zeigt wurde,  durch  zwei  andere  ersetzen,  auf  welche  die  dort  angegebene  Methode 
anwendbar  ist. 

§.  8.  Eine  homogene  schwere  Fallthür,  deren  Angellinie  gegen 
die  Horizontale  unter  dem  Winkel  n  geneigt  ist  (s.  die  Aufgabe  S.  66, 
Fig.  12),  schwingt  ohne  Anfangswinkelgeschwindigkeit  von  einer 
Lage  aus,  in  weloher  sie  mit  der  Gleichgewichtslage  den  Winkel  a 
bildet.     Die  Bewegung  der  Thür  zu  untersuchen. 
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Mit  Beibehaltung  der  Bezeichnungen  S.  66  und  des  dort  angewandten  Coor- 
dinatensystems,  dessen  Axen  Hauptazen  sind,  erhalten  wir  die  Bewegungsglei- 
chungen: 

MVx  <*~+Ma>*xl  +  Mgcosn+X+X'=Q,    bMgaincp  sinn  +  J(r—  r')  =  0, 

—  Mxt  ^5  +  m a>*yt  +  Y  +  Y'  =0,    bMg cos  9  sinn  +  l(X  —  X')  —  0, 

dto 
—  Jf^sinn-f-  Z  +  Z'  =  0,     x8  -r-  +  1>9  cos  n  sin  &  —  0. 

Die  letzte  Gleichung  gibt,  wenn  xj  der  TrägheitsradiuB  des  Systems  für  die  zur 
Angellinie  parallele  Axe  des  Massenmittelpunkts  ist 

da ,       ycos«  sin  #  _  0 

Die  Thür  schwingt  daher  isochron  mit  einem  Pendel  von  der  Länge  ( 0  -f-  -rO  sec n, 

n.  s.  w. 

§.  9.  Rotation  eines  unveränderlichen  Systems  um  einen  festen 
Punkt.  Sind  X0,  Y0,  ZQ  die  Componenten  des  Widerstandes,  welchen  der  feste 
Punkt  im  Laufe  der  Bewegung  zu  leisten  hat,  parallel  dreien  rechtwinkligen 
Coordinatenaxen  dieses  Punktes,  so  sind  die  Gleichungen  der  Bewegung  in  der 
ursprünglichen  Form: 


Von  diesen  sechs  Gleichungen  sagen  die  drei  ersten  aus,  dass  die  Resultante  der 
gegebenen  Kräfte  P  in  Verbindung  mit  dem  Widerstände  äquivalent  ist  der  Re- 
sultante aller  Kräfte  mtp.  Letztere  ist  gleich  dem  Produkte  aus  der  Gesammt- 
masse  M  und  der  Beschleunigung  des  Massenmittelpunktes  und  kann  leicht,  wie 
bei  der  freien  Bewegung,  dargestellt  werden.  Die  drei  letzten  Gleichungen  ge- 
statten dieselbe  Transformation  auf  die  Eu ler' sehe  Form,  wie  bei  der  freien  Be- 
wegung, mit  dem  Unterschiede,  dass  A,  B,  C  die  Trägheitsmomente  für  die  Haupt- 
axen  des  festen  Punktes  werden,  die  Momentanaxe  fortwährend  durch  diesen  Punkt 

geht  und  G^\  G^\  G^  sich  auf  jene  Hauptaxen  beziehen. 

Ist  das  System  continuirlichen  Kräften  nicht  unterworfen,  so  rollt  das  Träg- 
heitsellipBoid  des  festen  Punktes  auf  der  invariabelen  Ebene,  wie  bei  der  freien 
Bewegung  das  Centralellipsoid.  Der  Widerstand  ist  ein  continuirlicher  und  am 
Anfang  der  Bewegung  eine  Momentankraft,  welche  die  Resultante  der  anfäng- 
lichen Momentankräfte  vernichtet  Das  anfängliche  Paar  G  der  Momentankräfte 
bestimmt  die  Bewegung. 

§.  10.     Rotation   eines    unveränderlichen   schweren   Systems,   für 

30* 
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welches   das   Centralellipsoid   ein  Rotationsellipsoid   ist,  um   einen 
festen  Punkt  auf  dessen  Rotationsaxe. 

1.    Es  sei  0  (Fig.  184)  der  feste  Punkt,  S  der  Massenmittelpunkt,  also  OSC 
die  Rotationsaxe  des  Centralellipsoids  und   OS  =  Ä.     Durch   0  ziehen  wir  die 

Verticale  OZ,  positiv  aufwärts  gerechnet,  und 
legen  durch  sie  die  Verticalebene  ZOG,  welche 
die  Axe  OG  enthält;  in  ihr  liegt  der  Nuta- 
tionswinkel  ZOG  =  fr  der  Axe  OG  gegen  die 
Verticale.  Die  Verticalebene  ZOG  bilde  mit 
irgend  einer  festen  Verticalebene  ZOX  den 
Winkel  ip ,  sodass  ip  -\-  \n  den  Präcessions- 
winkel  der  Knotenlinie  der  zu  OG  senkrechten 
Ebene  mit  der  Ebene  XOY  darstellen  würde. 
Durch  0  ziehen  wir  ferner  in  der  Vertical- 
ebene ZOC  die  Axe  OA  senkrecht  zu  0(7, 
so  wie  senkrecht  zur  Ebene  GOA  die  Axe  OB. 
Die  Axen  OA>  OB,  OG  sind  Hauptaxen  des 
Punktes  0  und  zwar  Bind  die  Trägheitsmomente 
für  0  J.  und  OB  einander  gleich,  während  das 
Trägheitsmoment  um  OG  von  ihnen  verschieden  ist.  Es  sei  A  der  gemeinsame 
Werth  des  Trägheitsmomentes  für  OA  und  OB,  C  der  des  Trägheitsmomentes 
für  OG. 

Wir  wollen  die  Bewegung  des  Systems  auf  diese  Axen  beziehen.  Sind  6rlt 
6r2l  6r8  die  Componenten  des  resultirenden  Axenmomentes  der  Momentankräfte 
und  sind  mt,  cot,  coQ  die  Componenten  der  Winkelgeschwindigkeit  um  sie ,  so  ist, 
mit  Rücksicht  darauf,  dass  das  Axenmoment  des  Gewichtes  Mg,  nämlich 
Mgh  sin  fr  in  die  Axe  OB  fällt  und  seine  Componenten  in  Bezug  auf  OA  und 
OG  Null  sind,  wie  S.  402 

•jf  +  »2^3  ~  «Ä  —  °i      -jf  +  »Ä  —  «i^s  ■-  M9*  **  &> 

_8+fl)iGa    -«a/^-0. 

Da  OA,  OB,  OG  Hauptaxen  sind,  ist  Gx  «»  Aoa^  G%  =■  Aicai,  G9  »  Ca>9  und 


Fig.  184. 


hat  man  tot  »  —  sin  fr 


dt' 


o« 


dfr 

dt  ' 


Die  dritte  Gleichung  reducirt  sich  auf 


d^ 
dt 


==  0  und   folgt  aus  ihr,  dass  ooa  constant,  nämlich  cüs  =  n  ist,  d.  h.  die 


Winkelgeschwindigkeit  um  die  Rotationsaxe  des  Centralellipsoids 
ist  constant.  Dies  ist  selbstverständlich,  da  das  Axenmoment  des  Paares 
#(i)  =»  Mgh  sin  fr  senkrecht  zu  dieser  Axe  ist. 

Führt  man  diesen  Werth  und  die  Ausdrücke  für  oal ,  coi  in  die  erste  der  Be- 
wegungsgleichungen ein,  so  nimmt  sie  die  Gestalt  an 


a    •    a^^       o  -a        „d»  dy   .   „    d& 


0, 


oder,  indem  man  sie  mit  —  sin  fr  multiplicirt, 
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woraus  das  Integral 


A  sin8  fr  ^?  +  Cn  cos  fr 
at 


E 


folgt,  unter  E  eine  Constante  verstanden.  Der  Sinn  dieses  Integrales  ist  der, 
dass  die  Gomponente  des  Axenmomentes  der  Momentankräfte  in 
Bezug  auf  die  Verticale  OZ  wahrend  der  Bewegung  constant  bleibt. 
Dies  leuchtet  direct  ein,  da  GO)  senkrecht  zu  OZ  ist  und  also  die  Oomponente 
von  G  in  Bezug  auf  OZ  nicht  andern  kann.  Das  dritte  Integral  wird  durch  die 
Gleichung  der  lebendigen  Kraft  gegeben.  Multiplicirt  man  nämlich  die  Bewegungs- 
gleichungen mit  <x>lf  a>,,  a>8  und  addirt  sie,  so  wird 


Ami-£-  +  Aa*-jT+c»> 


dcaa         _.  _  dfr 

-j^  —  Mgh  sin  fr  ^~ 

dt  *  dt 


0, 


also,  wenn  man  integrirt, 

i  (Aa>*  +  Aa>\  +  C<o\)  +  Mgh  cob  fr  =  Hy 
oder  nach  Einführung  der  Werthe  von  oolf  a>2l  <oB 

\A  (^)%  +  ^sin8fr  (£±y+i'Cn*  +  MghooB*  =  H. 

Die  Constanten  E,  H  der  beiden  Integrale,  welche  die  Principe  der  Momente  und 
der  lebendigen  Kraft  geben,  können  durch  die  Anfangslage  fr0,  t/>0  und  den 
anfänglichen  Geschwindigkeitszustand  p0  «■  n,  q09  r0  dargestellt  werden. 

2.    Um  die  Integrale  zweckmässiger  zu  gestalten,  suchen  wir  auf  der  Axe  0  C 
(Fig.  136)  jenseits  S  den  Schmiegungsmittelpunkt  P  und  die  Länge  OP  =»  l  des 

einfachen  Kreispendels,  welches  mit  dem  System  um 
die  Axe  OB  isochron  schwingen  würde.  Es  ist  l=*A:Mh. 
Würde  das  System  in  irgend  einer  Weise  um  0  ge- 
schleudert, ohne  dass  es  um  OC  rotirt,  sodass  also  n«=»0, 
so  würde  es  sich  bewegen,  wie  ein  sphärisches  Pendel 
von  der  Länge  l  Für  C-0  geht  das  System  in  eine 
unveränderliche  Strecke  über,  welche  selbst  ein  späri- 
sches  Pendel  darstellt.  Sind  n  und  C  nicht  Null,  so 
findet  nur  Analogie  zwischen  der  Bewegung  des  Systems 
mit  der   des    sphärischen   Pendels   statt,    nicht    Coin- 

cidenz. 

El 


Fig.  185. 


OV 


Auf   der    Verticalen    OZ   wollen    wir    die    Längen  •  0  U  =-  ^r- 
l  (H  -  i  Cn8) 


und 


Mgh 


b  auftragen  und  durch  U  und  V  zwei  Horizontalebenen 


legen,  welche  von  der  Verticalen  des  Punktes  P  in  M  und  .ZV  geschnitten  werden. 
Die  beiden  zuletzt  entwickelten  Integrale  nehmen  hierdurch  die  Formen  an 

Mhl  sin2  fr  ^?  -f  Cn  cos  fr  —  Cn  •  4  , 
at  l 


*"■[$■+ —GM 


g  (b  —  l  cos  fr) . 


Aus   dem   ersten   von    ihnen   ergibt   sich  für  die   horizontale   Geschwindigkeits- 

dil> 
componente  l  sin  fr  j-r : 


dif>        Cn     a  —  l  cos  fr        Cn 


l  sin  fr  •  j-  -  «—  -Kr  •  — r~= — S" 
dt        Mh        l  Bin  fr 


Mh 


tg(tfP,  UM); 
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in  der  zweiten  bedeutet  die  linke  Seite  das  halbe  Quadrat  der  Geschwindigkeit  r 

des  Punktes  P,  sodass 

±  v2  =  g  (b  —  l  cos  fr) 

wird.  Die  Geschwindigkeit  von  P  hängt  daher  ab  von  der  Tiefe  b  —  l  cos  fr 
desselben  unter  der  Horizontalebene  von  V  und  ihre  horizontale  Componente  ist 
proportional  der  Tangente  des  Winkels,  welchen  U P  mit  der  Horizontalebene 
bildet.  Befindet  sich  P  unter  der  Horizontalebene  von  ü}  aber  über  der  von  0, 
so  ist  diese  Tangente  positiv  und  dreht  sich  die  Verticalebene  ZOP  im  positiven 
Sinn  (übereinstimmend  mit  n);  tritt  P  über  diese  Ebene,  bo  tritt  ein  Wechsel  des 
Sinnes  dieser  Rotation  ein.  Ebenso,  wenn  P  unter  den  Horizont  von  0  gelangt. 
Die  horizontale  Geschwindigkeit  wird  im  Niveau  von  U  gleich  Null,  die  ganze 
Geschwindigkeit  im  Niveau  von  F.  Höher  als  das  Niveau  von  V  kann  P  nicht 
steigen. 

Die  Elimination  von  —■  aus  den  beiden  Integralen  liefert  die  Gleichung 

et  V 

( ,  d«\*      „    ,.        ,        „        C*n*  fa-lcoa  *\» 

(lät)  -%'<b-lm*>-Mn?(-nEr-)  • 

mit  Hülfe  deren  der  Nutationswinkel  fr  als  Function  der  Zeit  gefunden  werden 
kann.  Sobald  dies  geschehen,  liefert  das  andere  Integral  tp  gleichfalls  als  Function 
der  Zeit.  Bevor  wir  hierzu  übergehen,  wollen  wir  aus  vorliegender  Differential- 
gleichung für  fr  die  wichtigsten  Folgerungen  ziehen  und  sie  geometrisch  inter- 
pretiren. 

Schreibt  man  die  Gleichung  so: 

'  **'•  (£)'-*  (y  — •)<1— '•>-*lSSr(T— •)'• 

so  sieht  man,  dass  fr  nicht  Null  werden  kann,  ausser  wenn  a  =  l  ist.  Die  Not- 
wendigkeit hiervon  erkennt  man  auch  direct,  wenn  man  die  Bedeutung  von  a  :  l 
berücksichtigt.  Es  ist  nämlich  a:l  =>  E:Cn9  d.  h.  gleich  dem  Verhältnisse  der 
Componenten  des  resultirenden  Axenmom$ntes  der  Momentankräfte  um  die  Verti- 
cale  OZ  und  die  Rotationsaxe  OC  des  Oentralellipsoids.  Da  aber  E  die  Pro- 
jeetionssumme  der  Axenmomente  um  OA  und  OC  auf  OZ  ist  (OB  ist  senkrecht 
zu  OZ)  und  für  fr=>0  auch  OA  senkrecht  zu  OZ  wird,  so  muss  E*=Cn  werden, 
nämlich  gleich  dem  Axenmomente  um  OC. 

Ißt  nun  &  =**ft0  der  anfängliche  Werth  von  fr,  so  nimmt  fr  von  diesem  Werthe 
an  ab  oder  zu,  je  nachdem  dfridt  negativ  oder  positiv  ist  und  erreicht  seinen 
grössten  und  kleinsten  Werth,  wenn  die  rechte  Seite  der  vorstehenden  Gleichung 
verschwindet,  d.  h.  für  diejenigen  reellen  Werthe  von  cos  fr,  welche  sie  annulliren. 
Für  cos  fr  ■=  —  1  !wird  sie  negativ,  für  cos  fr  =*  cos  fr0  ist  sie  positiv,  nämlich 
\  sin*  i  (*')*,  für  cos  fr  =  -f-  1  wird  sie  wieder  negativ  und  für  cos  fr  =»  oo  positiv. 
Daher  liegen  die  Wurzeln  der  Gleichung,  welche  man  erhält,  indem  man  den 
Ausdruck  zur  Rechten  gleich  Null  setzt,  zwischen  cos  fr  ■—  —  1  und  cos  fr  =  4*0, 
zwischen  cos  fr  =-  cos  fr0  und  cos  fr  »  +  1  und  cos  fr  =-  +  1  und  cos  fr  =»  oo. 
Die  letztere  Wurzel  ist  dem  Probleme  fremd,  da  sie  keinen  reellen  Werth  für  fr 
liefert.  Es  oscillirt  also  fr  zwischen  einem  Minimal  werthe  a  und  einem  Maximal- 
werthe  ß.  Um  die  geometrische  Bedeutung  dieser  Grenzen  zu  ermitteln,  berück- 
sichtige man,  dass  die  obige  Gleichung  mit  Rücksicht  auf  die  Figur  den  Sinn  hat: 


(•£)■-*•»  -(SfflSS 
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und  construire  die  Parabel 

2        1    (Cny 

deren  Hauptaxe  VO  vertical  abwärts  gerichtet,  deren  Scheitel  in  O  und  deren 
•    Parameter  -—  (17-=-)    ist.    Die  Verticale  des  Punktes  P  schneide  sie  in  B.  so- 
dass  MB  =  x,  UM  =>  y  die  Coordinaten  von  .B  sind.    Man  hat'  dann 
1      ,   _2_  J ,  1  x 


oder 


PM   '    PÄ        P#  —  M N    l    x  —  PJf        (Ptf  —  ilf  N)  x —  PM a 

*  \PÄ  +  ~PBJ  j 


(ig)'-.,.™ 

Für  die  Grenzlagen  von  P  verschwindet  (J-jy)    und  folgt,  dass   für  jede  von 

ihnen  das  harmonische  Mittel  aus  ihren  Abstanden  von  M  und  B  gleich  —  2  •  M N 
ist.    Um  die  Punkte  B  auf  der  Parabel  zu  finden,  die  diesen  Lagen  entsprechen, 

(dfr\* 
l-fr)    diese  Grösse  gleich  Null  und  wenn 

UV  =  M iV-=  c  ist,  PN  =*  c  +  xt  PM=*x,  UM=*y,  wodurch  sie  in  die 
Gleichung  • 

*  *»  +  <>  -  n  (£)' ^ 

einer  cubischen  Carve  übergeht,  welche  durch  U  hindurchgeht  und  VN  zur 
Asymptote  hat.  Die  Schnittpunkte  derselben  mit  einem  Kreise  um  0  vom  Ra- 
dius l  liefern  die  Punkte  22,  wozu  sich  sodann  mit  Hülfe  des  harmonischen  Mittels 
die  Grenzlagen  für  P  ergeben. 

3.    Mit  Hülfe  von  a  und  ß  hat  man  « 

*  ■"  (37)*  -  f  (t  —  •)  <'  -  -  •»  -  *  top  (t  -  — )' 

d.  h. 

/d#\*        a 
\  Bin8«1  U-)    —  -|-  (cob  #  —  d)  (cos  -0-  —  cos  a)  (cos  fr  —  cob  0) , 

wo  d  gefunden  wird,  indem  man  d  -f-  cos  a  +  cos  ß  dem  Coefficienten  von  cos2  fr 
mit  dem  umgekehrten  Zeichen  gleichsetzt. 

Da  fr  zwischen  a  und  0  liegt,  so  kann  man  setzen 

cos  fr  =■  cos  ß  —  (cos  ß  —  cos  a)  sin*  tp  =  cos  ß  cos*  9  -f-  cos  a  sin1 9. 

Die  geometrische  Bedeutung  dieser  Substitution  erhellt,  wenn  man  um  die 
Protection  p{p2  des  Abetandes  (Fig.  136)  der  Grenzlagen  des  Punktes  P  auf 
die  Verticale  OZ  als  Durchmesser  eine  Kugel  beschreibt  und  sie  mit  der  Hori- 
zontallinie Pq  von  P,  welche  OZ  trifft,  schneidet.  Ist  Q  der  Schnittpunkt,  so 
ist  ^ZpiPtQ  =*  9.  Denn  es  ist  pt  q  =  l  (cos  fr  —  cos  ß)  und  zugleich 
Pi9.  =PiPi  »Mi  ftftö  .  ünftQg  =  J  (cos  a  —  cos  (5)  nn'j»,?,?. 
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Fig.  136. 


\d 


Dem  Werthe  &  =ß  entspricht  qp  —  0  und  &  «—  a  der 
Werth  qp  =»  ^ ». 

Die  Differentiation  liefert 

«  dfr  ~  ,  *v    .  dw 

sin  ^  -tt  =  —  2  (cos  a  —  cos  ß)  sin  qp  cos  qp  ^r 

und  zugleich  wird 

cos  4r  —  cos  a  «=*  —  (cos  a  —  cob  ß)  cos*  qp, 
cos  #  —  cos  ß  =  (cos  a  —  cos  ß)  sin2  qp 

und  indem  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  einführt, 
erhält  man 

9 


iz\  =»  i  y  (d  —  cosä-)  =»  {  -j  [d  —  cos  ß  —  (cos  a  —  cos  fl)  sin«  tp] 


*f 


0  cos  a  —  cos  0 


(1  —  x8  sin'qp), 


,       cos  a  —  cos  ß 

<Z  —  C08  ß 


Hieraus  ergibt  sich  weiter,  wenn  man  t  von  dem  Moment  an  rechnet,  wo  P  eine 
tiefste  Lage  erreicht 

t 


Y  cos  a  —  cob  ß 


iA!  /' dy 

r    #  «/  Vi  —  **  sin*  qp 


und  wenn  T  die  Zeit  ist,  entsprechend  dem  Uebergange  des  Punktes  P  aus  einer 
tiefsten  in  die  nächstfolgende  höchste  Lage,  d.  h. 


T  = 


so  wird 


ycos  «  —  cos  ß 


y2l    rl dJL * V—K} 
9  J  yi  —  x*  Bin*  qp       >/cos  a  — •  cos  ß  *     9 


Vcosa 
K 


t  —  F  (qp,  x),     qp  «-  am  y~Y  *,  *) 


und  hiermit 


cos 


#  es  cos  ß  cos8  am  -m  *  +  cos  a  sin8  am  -=?•  t,    -^  ä  -4  /*  (C0B  a  ~~  ^os  §)- 


Die    Oscillationsdauer    der    Nutation    des    Systems    ist   2T   und 

stimmt  die  Nutationsbewegung  überhaupt  überein  mit  der  Bewegung 

des   KreiBpendels,   so   zwar,   dass    der    Punkt   P    schwingt,    wie    der 

Punkt  Q  eines  einfachen  Pendels  um  die  Mitte  C  von  pif  p%  von  der 

Länge  CR  =  22 :  (cosa  —  cos  |3)  ==»  l* :  CQ  und  der  Oscillationsdauer  2T. 

4.    Die  Gleichung 

a 


dip 
dt 


Cn     l 


—  cos<r 


Mhl      sin8  fr 


gibt,  wenn  man  sin8  ^«1  —  cos8  fr  «=  (1  +  cos  4r)  (1  —  cos  fr)    setzt  und  den 
Bruch  zerlegt 


dtp  _       Cn 
dt  ~~  *~Whl 


a 


l 


+  1 


t- ,-  ^  + 


a 
T 


—  1 


_1  +  COB  fr  1  —  COS  fr_ 

und  daher  vermöge  cos  &  =»  cos  0  —  (cos  0  —  cos  a)  sin8  qp  und 
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^  —  -i  >/cos  a  -  cos  Ä  j//_  Vi  -  x*  sin»  9  , 
at         *  r    21 

dy  _  *   Cn    -1/2]  »_ 

dgp^'lfÄJ   r     $r   Ycob  a  —  cos  0 

(^  +  l):(l  +  C08ft  (_?--l):(i-0o8p) 


/       cosa— cosß  .  ,    \   y  ...         /       cosa— cos0  .        \    ,-       •  r-=— 

(l+-r-r ^-8in*qp)  Vi  — x'sin'cp      (1 s^sin*  qp)  Vi  —  x'surcp 

_\  ^   1  +  C08p  Vr  ^      \         1  — cos/J  Vf  . 

sodass  der  Präcessionswinkel  if>  durch  elliptische  Integrale  dritter  Gattung  dar- 
gestellt wird.  Die  Coefficienten  derselben  kann  man  vermöge  der  Vieta'schen 
Sätze  über  die  Coefficienten  algebraischer  Gleichungen  durch  d,  cos  «  und  cos  ß 
vollständig  ausdrücken.  Man  hat  nämlich  durch  Yergleichung  der  obigen  Formen 
des  Integrales  der  lebendigen  Kraft 

a  ,    ,       1     C*n%    ,   b     „,.        .        ÄX  ,  a    C7sn* 

cosa  +  cosjS+d«—  — -^  +  7,  d(co8«+cos»+co8acosp«--^pp  — 1, 

Bezüglich  der  Reduction  des  ganzen  Problems  auf  die  canonische  Form  vgl.: 

L ottner,  Beduction  der  Bewegung  eines  schweren,  um  einen  festen  Punkt 
rotirenden  Revolutionskörpers  auf  die  elliptischen  Transcendenten  (Crelle's  Journ. 
B.  50  [1855],  S.  111—125). 

Riohelot,  eine  neue  Lösung  des  Problems  der  Rotation  eines  festen  Körpers 
um  einen  Punkt  (1851)  (Mathem.  Abhandlungen  der  Academie  zu  Berlin  a.  d. 
J.  1850,  S.  1—60;  Crelle's  Journ.  B.  44  [1852],  S.  60—65). 

S emmier,  Reduction  der  Bewegung  eines  schweren,  um  einen  festen  Punkt 
seiner  Axe  rotirenden  Rotationskörpers  'auf  die  elliptischen  Transcendenten  mit 
Hülfe  der  Sigmafunctionen.  Göttingen  1874.    (Dissertation.) 

Greenhill,  On  the  motion  of  a  top  and  allied  problems  in  dynamics  (Quar- 
terly  Journal  of  pure  and  appl.  mathem.  Vol.  15  [1878]  pp.  176 — 195).  Die  erste 
Reduction  des  Problems  auf  Quadraturen  wurde  von  Lagrange  gegeben  (Mtcani- 
que  analytique,  p.  II,  sect.  IX,  Nr.  35). 

5.  Die  vollständige  Discussion  des  Problems  erfordert  die  Betrachtung  des 
Einflusses  des  anfänglichen  Geschwindigkeitszustandes  und  umfasst  viele  Einzel- 
fälle. Man  kann  dieselbe  mit  Hülfe  der  geometrischen  Construction  in  Nr.  2 
führen  oder  auch  direct,  indem  man  die  dortigen  Constanten  oder  die  Constanten 
E  und  H  durch  die  Anfangswerthe  p0=n}  q0,  rQ  von  q  und  r  ausdrückt.  Resal 
hat  in  seiner  Cinematique  pure,  p.  349  u.  ffg. ,  die  Discussion  durchgeführt,  indem 
er  q  und  r  aus  den  Integralen  des  Problems  sucht  und  alsdann  verschiedene 
Voraussetzungen  über  n,  q0,  r0  eintreten  läset. 

Sind  a  und  b  gleich,  so  fallen  die  Horizontalebenen  von  U  und  V  zusammen 
und  ist  c  =  0.  Die  obige  cubisohe  Curve  geht  in  die  Parabel  UR  und  die  Ge- 
rade UM  über.  Der  Punkt  P  oscillirt  zwischen  der  Parabel  und  der  Horizontal- 
ebene von  U. 

Sind  p0  und  q0  «■  0,  so  wird  E  —  Cn  cos#0,  F  —  Cn*  =»  2gh  cos  lr0,  wenn 
&0  den  Anfangswerth  von  0-  bezeichnet.  Man  erhält  a  -=  0  =■  l  cos  &0 .  Setzt 
man  C*n* :  2g  M h*  =  2al,  sodass  2al  den  Parameter  der  oben  benutzten  Parabel 
bedeutet,  so  werden  die  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  für  &  gleich  cos#0, 
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ff  ±  V*  —  2  ff  cos  #0  +  <*V  von  denen  e  -f  Yl  —  2  ff  cos  #0  -f*  c*  dem  Problem 
fremd  ist,  weil  sie  grösser  als  1  ist,  indem  die  Wurzel  selbst  für  cos  #0  =  1 
nicht  kleiner  als  1  wird.  Ist  n  sehr  gross',  so  wijd  auch  ff  sehr  gross  nnd  wenn 
man  die  Wurzelgrösse  entwickelt ,  so  sieht  man ,  dass  cos  &  zwischen  cos  #0  nnd 

cos  &0  —  —  sin1  (r0  -f-  •  •  *  j  also  im  Allgemeinen  zwischen  engen  Grenzen  oscillirt. 
«  o 

Ueber  einige  andere  mit  dem  vorliegenden  verwandte  Probleme,  z.  B.  über 
die  perimetrischen  Dotationen  von  Sire  vgl.  Resal,  Cinematique  pure,  Note  IV, 
pp.  346—374  oder  Tratte  de  Mecanique  generale,  T.  I,  pp.  366—366. 

Die  hier  gegebene  Bearbeitung  des  Problems  schliesat  sich  an  Ronth,  Trea- 
tise  on  the  dynamics  of  a  System  of  rigid  bodies,  Chp.  X ,  p.  444  sq.  und  die  oben 
citirte  Abhandlung  von  Greenhill  an.  Vgl.  auch  Poisson,  traite  de  mecanique. 
PariB  1833,  T.  II,  pp.  162—178,  sowie  Tournaire,  Sur  la  rotation  des  corps  pe- 
sants.   (Comptes  rendus,  T.  60  [1860],  pp.  476—481.) 

• 

§.  11.  Bewegung  einer  homogenen  schweren  Kugel  auf  der  Hori- 
zontalebene mit  Reibung  (Fig.  137).     Die  Kugel  besitze   eine   anfangliche 

Tran slationßge e ch windigkeit  parallel  der  Horizontalebene  und  eine 
Winkelgeschwindigkeit  um  den  horizontalen  Durchmesser,  wel- 
cher senkrecht  ist  zu  der  Verticalebene ,  welche  der  Trans- 
lation sgeschwindigkeit  parallel  ist.  Weder  die  Schwere,  noch 
^   ^j7  der   Normalwiderstand  der  Ebene,  noch   die  Reibung  vermögen 

die  Richtung  der  Translationsgeschwindigkeit  oder  die.Axe  der 
Winkelgeschwindigkeit  zu  ändern,  wie  sich  schon  aus  der  Symmetrie  der  Figur 
ergibt.  Nehmen  wir  an,  der  Sinn  der  Rotation  sei  so  beschaffen,  dass  der  Theil 
der  Normalen  des  Berührungspunktes,  welcher  oberhalb  des  Mittelpunktes  liegt, 
durch  sie  Geschwindigkeiten  erlangt,  welche  der  Translationsgeschwindigkeit  ent- 
gegengesetzt sind.  Dann  wird  Reibung  an  der  Horizontalebene  stattfinden,  dem 
Sinne  nach  der  Translation  entgegengesetzt.  Ist  M  die  Masse,  also  Mg  das 
Gewicht  der  Kugel  und  mithin  der  Druck  auf  die  Ebene,  so  ist  die  Reibung* 
pMg,  wo  (i  den  Reibungscoefficienten  bezeichnet.  Dieselbe  vermindert  sowohl 
die  Geschwindigkeit  v  des  Massenmittelpunktes,  als  auch  die  Winkelgeschwindig- 
keit <o  um  ihn,  sodass  die  beiden  Gleichungen  bestehen 

dv  „      9    da  „ 

wenn  a  den  Radius  der  Kugel  bedeutet.  Mit  Hülfe  des  Trägheitsmomentes  der 
Kugel,  nämlich  Zmr*  =  $Mr*,  geht  die  zweite  Gleichung  über  in 

dm        __     fig 

dt :"—       *"a  ' 

Die  beiden  Gleichungen  liefern,  wenn  v01  w0  die  Werthe  von  v,  <o  sind,  welche 
der  Zeit  («0  entsprechen : 

v  =  v0  —  pgt,     co  —  no0  —  £  —  t. 

Man  sieht,  dass  v  und  co  fortwährend  abnehmen.  Nach  einiger  Zeit  wird  es  dahin 
kommen,  dass  eine  dieser  Grössen  Null  wird  und  hierauf  in  entgegengesetztem 
Sinne  wächst,  während  die  andere  noch  in  demselben  Sinne  abnimmt.  Es  wird 
daher  anch  in  einem  gewissen  Momente  der  Fall  eintreten,  dass  v  +  am  »*  0 
wird,  d.  h.  dass  der  Berührungspunkt  der  Kugel  mit  der  Ebene  die  Geschwindig- 
keit Null  erlangt.   Dann  hört  das  Gleiten  der  Kugel  auf  der  Ebene  auf  und  wird 
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die  Kngel  von  jetzt  an  blos  auf  der  Ebene  rollen.  Sieht  man  von  dem  meist 
.kleinen  Reibungswiderstande  gegen  das  Bollen  ab,  so  wird  da«  Bollen  gleich- 
förmig sein.   Ist  tx  die  Zeit,  zu  welcher  das  Bollen  eintritt,  bo  wird 

v  +  am  «-  v0  +  aa0  —  \  pgt0  =  0, 
woraus  folgt 

v0  +  aa>0 


*o 


M 


Diese  Zeit  t  liegt  zwischen  den  Zeiten  t  =»  — -  und  t»  —  i  — - ,   für   welche,  v. 

resp.  od  verschwindet.  Ist  t1^>ti1  d.  h.  v0>$aco0,  so  wird  <o  früher  Null,  als  v, 
wechselt  den  Sinn  und  die  Kugel  rollt  im  Sinne  der  Translationsgeschwindigkeit 
vQ ;  ist  tt  <  t% ,  so  wird  v  früher  Null,  als  a,  und  rollt  die  Kugel  zurück ;  ist  aber 
tt  =-  $,,  so  verschwinden  v  und  co  zugleich  und  gelangt  die  Kugel  zur  Buhe. 

Complicirtere  Fälle  der  Bewegung  der  Kugel  auf  der  Horizontalebene  werden 
wir  später  behandeln. 

§.  12.  Bewegung  eines  sohwercn,  homogenen  Kreiscylinders  auf 
der  schiefen  Ebene.  Der  Cy linder  bewege  sich  die  schiefe  Ebene  hinab,  so, 
dass  seine  Axe  der  Schnittlinie  der  schiefen  Ebene  mit  dem  Cy  linder  parallel 
bleibt.  Ist  a  die  Neigung  dieser  Ebene  gegen  den  Horizont,  M  die  Masse  und 
a  der  Radius  deB  Cylinders,  B  der  Reibungswiderstand  ohne  Rücksichtnahme  auf 
den  Widerstand  gegen  das  Rollen,  so  sind  die  Gleichungen  der  Bewegung  des 
Massenmittelpunktes  und  der  Bewegung  um  denselben 

M  ^  —  Mg  sin  a  -  B,     ±  Ma*  ^  —  -  Ba 
dt  dt 

oder 

dv  B       dm  2B 

Wir  unterscheiden  zwei  Fälle. 

1.  Wenn  v  +  aa>  =  0  ist,   so  rollt  der  Cy  linder  auf  der  Ebene  ohne  zu 

gleiten.    Damit  dies  stattfinde,  muss  -=-?  +  a  -=—  »  0,  d.  h.  g  sin  a —  =  0, 

dt  dt  M 

alßo  B  =»  {  Mg  sin  a  sein.    Die  Beibung  des  Cylinders,  wenn  er  die  schiefe  Ebene 

hinabgleitet,  würde  p  Mg  cos  a  sein  und  da  B  nicht  grösser  sein  kann  als  diese, 

so  hat  man  ^  Mg  sin  a  <  pMg  cos  a,  d.  h.  tg  a  <<  3  p  als  die  Bedingung,  unter 

welcher  das  Bollen  des  Cylinders  stattfindet.    Die  diesem  Falle  entsprechenden 

Werthe  von  v  und  w  ergeben  sich,  wie  in  §.  11. 

2.  Wenn  v  -\-  ato  nicht  Null  ist,  so  gleitet  und  rollt  der  Cylinder.  Hierfür 
ist  B  »  fiMg  cos  ct. 

In  diesen  Betrachtungen  ist  der  Einfluss  des  Reibungswiderstandes  gegen  das 
Bollen  (die  rollende  Beibung)  nicht  berücksichtigt.  Soll  derselbe  berücksichtigt 
werden,  so  ist  zu  bedenken,  dass  derselbe  einem  Paare  äquivalent  ist,  welches 
aber  die  Bewegung  des  Massenmittelpunktes  nicht  beeinfiusat,  sondern  nur  die 
Rotationsbewegung  um  diesen  modificirt.  Das  Axenmoment  desselben  (parallel 
der  Cylinderaxe)  kann  durch  kMg  cos  a  dargestellt  werden,  wo  k  ein  von  der 
Natur  der  sich  reibend  berührenden  Oberflächen  abhängiger  Coefficient  ist.  Daher 
Bind  die  Gleichungen  der  Bewegung  des  Cylinders  in  diesem  Falle 

M  -TT-  =-  Mg  sin  a  —  B,    2mr* .  —  =  —  Ba  —  kMg  cos  a, 
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oder 

dv  .  B       da  2jB        2kg  cos  a 

di-gSma-W    dt M~a ? 

Soll  nun  blos  Bollen  stattfinden,  so  muss  v  +  am  «=  0,  d.  b. 

B  B  $  Mg  (sin  u  -| cos  a) 

sein. 

§.  13.  Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems,  welches  mit 
einer  Fl&cbe  (Oberfläche)  fortwährend  eine  feste  Ebene  E  berührt. 

1.  Wir  wollen  zunächst  annehmen,  dass  die  Berührung  der  Fläche  mit  E 
nur  in  einem  einzigen  Punkte  stattfindet,  welcher  im  Allgemeinen  in  der  Fläche, 
wie  auch  auf  der  Ebene  wechseln  wird,  sodass  die  Fläche  auf  der  Ebene  rollt 
oder  rollt  und  gleitet.  Wir  legen  der  Untersuchung  ein  festes  Coordinatensystem 
der  x,  y,  z  zu  Grunde,  in  Bezug  auf  welches  e,  s',  e"  die  Richtungscosinusse  der 
Normalen  der  festen  Ebene  und  8  ihr  Abstand  vom  Coordinatenursprung  seien, 
sodass 

e  x  -f-  * 'y  +  *"*  —  fl  «  0 

ihre  Gleichung  wird,  c,  *',  t"  sind  dann  zugleich  die  Richtungscosinusse  des 
Widerstandes  B}  Welchen  die  Ebene  im  Berührungspunkte  B  leistet  und  jR  b  =-  Xx , 
Be'  =  Yx,  Bs"  =  Zx  sind  dessen  Componenten  parallel  den  festen  Coordinaten- 
axen.  Bezeichnen  xly  ylf  z1  die  Co  Ordinate n  des  Massenmittelpunktes  Sy  so  hat 
man  als  die  drei  ersten  Gleichungen  der  Bewegung: 

M^~£X+Xt,       M?*-2!Y+Yt,       M^=£Z+Zt.     (1) 

Wir  nehmen  weiter  die  Hauptazen  des  Massenmittelpunktes  als  Goordinatenaxen 
der  x\  y\  z  an  und  bezeichnen  mit  a,  6,  c;  a,  b\  c;  a",  b'\  c"  die  Richtungs- 
cosinusse dieser  Axen  gegen  die  festen  Coordinatenaxen.  Die  drei  Enler'schen 
Gleichungen  der  Bewegung  sind 

4äf  +  W-B)qr=.L'  +  (y'Z'l  -zTj, 

B  ||  +  (A  -  O)  rp  =  M'  +  (jfX\  -  xZ\),     (2) 

C^  +  (B  -  Ä) pq  =  N'  +  (xY\  -  y'X,), 

worin  L\  M\  N'  die  Componenten  des  resultirenden  Paares  der  gegebenen,  am 
System  angreifenden  Kräfte  in  Bezug  auf  die  Hauptaxen,  x\  y',  z  die  Coordinaten 
des  Berührungspunktes  B  und  X\ ,  Y\ ,  Z\  die  Componenten  des  Widerstandes  B 
parallel  denselben  Axen  bedeuten.  Setzt  man  die  Componenten  des  resultirenden 
Paares  der  gegebenen  Kräfte  bezüglich  des  Massenmittelpunktes  und  der  den  Axen 
der  rc,  y,  z  parallelen  Axen  dieses  Punktes  gleich  £,  M,  N,  so  sind  L\  M',  N' 
die  Projectionen  von  L,  M,  N  auf  die  Axen  der  x,  y ,  *',  nämlich: 

L'=aL  +  bM  +  cN,    M*  =  a'L  +  b'M +  c'N,    N' =*a"L  +  b"M  +  c"N 
und  ebenso  werden: 
X\^aXl+bYl+cZlJ     F,— a'X.  +  ft^+c'Z,,    ZK  —  a'X,  +b"Yl  +  c"Zlf 

Bezeichnen  noch  jc,  y,  z  die  Coordinaten  von  B  bezüglich  der  festen  Axen,  so 
hat  man: 
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x  —  xx  =  ax  +  ay  -f-ajer, 

V  —  Vi  —  ox'  +  h'y  +  b"z\        (3) 

Z  —    *!  «-  CX    +CJ/    +  C    £  , 

weil  ferner  dieser  Punkt  auf  der  festen  Ebene  liegt,  so  gilt  die  Gleichung 

sx  +  s'y  +  s'z  —  d=*Q        (4) 

und  zugleich  besteht  für  ihn  in  Bezug  auf  die  Hauptaxen  die  Gleichung  der  be- 
rührenden Fläche,  welche 

F(x\y\z')  =  0         (5) 

sei.  Endlich  hat  man,  da  B  die  Richtung  der  gemeinschaftlichen  Normale  dieser 
Fläche  und  der  Ebene  besitzt,  die  Gleichungen 

Denkt  man  sich  die  neun  Cosinusse  a,  6,  c;  .  .  .  durch  die  Euler1  sehen  Winkel 
q>,  y,  &  dargestellt,  so  hat  man  als  Unbekannte  de6  Problems  durch  Functionen 
der  Zeit  auszudrücken:  die  Winkel  qp ,  ^,  #;  die  Componenten  p,  q>  r  der  Winkel- 
geschwindigkeit um  die  Hauptaxen ;  die  Coordinaten  xt ,  yt,  zx  des  Massenmittel- 
punktes S\  die  Coordinaten  x\  y\  z  des  Berührungspunktes  B  im  beweglichen 
System ;  die  Coordinaten  x,  y,  z  desselben  Punktes  im  absoluten  Baume  oder  auch 
statt  dessen  die  Coordinaten  x  —  xit  y  —  ylt  z  —  zx  bezüglich  eines  dem  festen 
CoordinatensyBtem  parallelen  durch  S  gelegten  Systems,  sowie  endlich  den  Wider- 
stand B  oder  seine  Componenten  Xt,  X't,  Z\.  Zur  Bestimmung  dieser  achtzehn 
Grössen  liefern  die  Gleichungen  (1)  bis  (6)  dreizehn  Bedingungen,  wozu  aber  noch 
die  Ausdrücke  S.  406  für  p,  q,  r,  sowie  die  Relationen: 

___*« •_. r. _3 m 

s  0  +  £  c       sa  +  so  +  *  c        «a  +*o  +  «  c 

kommen,  welche  man  erhält,  wenn  man  bedenkt,  dass  die  drei  Nenner  die  Cosi- 
nusse der  Neigung  des  Widerstandes  gegen  die  Hauptaxen  sind.  Man  hat  daher 
im  Ganzen  wirklich  die  nöthigen  achtzehn  Bedingungen  zur  Lösung  des  Problems. 
Wenn  die  Fläche  F  die  Ebene  fortwährend  mit  einer  Spitze  berührt,  so 
bleiben  x\  y\  z  constant  und  hört  die  Bedingung  auf,  dass  B  die  Richtung  der 
Flächennormale  besitze,  denn  diese  wird  an  einer  Spitze  unbestimmt;  x\  y,  z 
sind  bekannt  und  hat  man  also  nur  fünfzehn  Unbekannte.  Es  fallen  von  den  acht- 
zehn obigen  Bedingungen  aber  auch  die  drei 

rw'''\       *       vv^        dF    dF    d  F 
F  («,  y,  z)  -  0,     2,  :  Y,  sZ-,  -  fx> :  ^  i  j-g. 

weg  (die  erste  ist  von  selbst  erfüllt). 

Es  kann  aber  auch  der  Fall  eintreten,  dass  F  die  Ebene  längs  einer  Geraden 
berührt.  Da  in  diesem  Falle  die  Ebene  in  allen  Punkten  der  Geraden  Tangenten- 
eigene  ist,  so  sind  die  Widerstände  in  allen  Punkten  parallel  und  haben  eine 
Einzelresultante  mit  bestimmtem,  aber  von  Gerade  zu  Gerade  wechselndem  An- 
griffspunkte x\  y\  z.  Dieser  vertritt  die  Stelle  des  obigen  Berührungspunktes 
B  und  ändert  sich  die  Anzahl  der  Gleichungen  nicht.  Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn 
F  abwickelbar  ist.  Ist  aber  F  windschief,  so  findet  die  Berührung  nur  in  einem 
Punkte  der  Geraden  statt. 

Besitzt  die  Fläche  F  eine  scharfe  Kante,  mit  welcher  sie  auf  der  Ebene 

dF    dF    dF 
gleitet,  so  fallen  F  «•  0  und  X*{  :  Y\  :  Z?x  «■  ■*—, ■,  s.-,:  v—  hinweg,  treten  aber 
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an  die  Stelle  dieser  drei  Bedingungen  die  beiden  Gleichungen  der  Kante  und  die. 
Bedingung,  dass  die  Kante  in  die  Ebene  fallt,  welche,  da  der  Angriffspunkt 
x\  y\  z  des  Widerstandes  bereits  in  ihr  liegt,  sich  darauf  reducirt,  dass  die  Kante 
auf  der  Richtung  (e  e'  e")  senkrecht  steht. 

2.  Eine  Vereinfachung  kann  man  in  vorstehenden  Gleichungen  eintreten 
lassen,  wenn  man  die  feste  Ebene  zur  xy- Ebene  wählt.  Dann  ist  «  =»  «'  =■  0, 
c "  =  1 ,  d =»  0  und  hat  man 

M^-SX  +  X^    M^^£Y+Ylt    M?'£~£Z+Zl     (1) 

Ä  In  + {C  ~  B)  qr  =  L'  +  V^  ~  *'r'i>> 

B  ||  +  (A  -  C)  rp  -  Jf  +  (z'X\  -  x'Z%),       (2) 

C?ft  +  (ft  -  A)pq  -  N'  +  &rt  -  y'XJ, 

x  —  xl  «=*  ax  +  dy  +  a'V,  z  =  0  (4) 

V  -  Vi  -  ^'  +  &V  +  *"*',    (3)  F  (x\  y ,  O  =» 0,      (6) 

z  —  zx  =.cä  +  cy  +  c"s, 

X^l^.r,:^»^:^,      (6)  *,=5=£-      (7) 

1     dx  oy  l     dz        v  c  c         c  x  ' 

An  die  Stelle  der  Gleichungen  (2)  wird  man  oft  mit  Erfolg  die  entsprechenden 
Gleichungen  treten  lassen,  welche  sich  auf  das  dem  festen  Coordinatensystem 
parallele  System  des  Massenmittelpunktes  beziehen  und  die  Componenten  des 
re8ultirenden  Paares  der  continuirlichen  Kräfte  darstellen.  Diese  Componenten 
erhält  man  durch  Projection  der  Grössen  Ap,  Bq,  Cr,  der  Derivirten  des  resul- 
tirenden  Paares  der  Momentankräfbe  auf  jene  Axen,  nämlich: 

Apa  +  Bqd  +  Cra  ,    Apb  +  Bqb'  +  Crb'\     Apc  +  Bqc  +  Crc\ 

Da  B  die  Richtung  der  *-Axe  hat,  so  sind  3^  =■  0,  Yt  =»  0,  Zt  =  R,  reduciren 
sich  die  Componenten  des  Paares  von  Ä  auf  —  B  (y  —  yj,  B  (x  —  x+)  und  wer- 
den mithin  (2)  vertreten  durch: 

A  {Apa  +  Bqa  +  Cra'1)  =-  L  -  B  (j,  -  y.) , 
£-  (Apb  +  Bqb'  +  Crb")  =-  M  +  B  (x  —  *,), 

1  (4pc  +  Bqc'  +  Crc')  -  fl". 

3.  Es  sei  das  System  der  Schwere  unterworfen  und  finde  Reibung  an  der 
festen  Ebene  statt.  Letztere  sei  unter  dem  Winkel  %  gegen  den  Horizont  geneigt. 
Man  hat  dann,  wenn  die  x-Axe  in  der  festen  schiefen  Ebene  horizontal,  die  y-Axe 
positiv  die  schiefe  Ebene  hinunter  und  die  positive  z-Axe  oberhalb  derselben  an- 
genommen werden,  der  positive  Sinn  der  x-Axe  aber  so  bestimmt  ist,  dass  die 
positive  Drehung  um  die  xr-Axe  die  positive  x-Axe  zur  positiven  y-Axe  führt,  in- 
dem man  die  Componenten  der  Reibung  nach  den  Axen  der  x,  y  mit  Mf,  Mf 
bezeichnet,  Bodass  f,  f  ihre  Verhältnisse  zur  Masse  M  des  Systems  darstellen: 

EX  =  Mf,    £Y=*  Mg  sin  i  +  Mf,    £Z  =  —  Mg  cos  », 

und  da  der  Punkt  B  in  Bezug  auf  die  Axen  des  Punktes  8  parallel  denen  der 
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x,  y,  z  die  Coordinaten  x  —  xx ,  y  —  yx ,  z  —  zx  besitzt,  so  sind  L,  M,  N  durch 
—  (z  —  zx)  Mf\  (z  —  zx)  Mf,  (x  —  xx)  Mf  —  (y  —  yx)  Jf /"  zu  ersetzen.  Setzen 
wir  also  noch  die  relativen  Coordinaten  des  Punktes  B  in  Bezug  auf  S  und 
die  eben  genannten  Äxen  gleich  x\  y",  z",  sodass  x"  =»  x  —  xxi  y"  =»  y  —  yi , 
z"  =  (*  —  zx)  =  •—  2r, ,  so  wird  das  obige  Gleichungssystem : 

%gt-f  '      jt  (4P»  +  B<t*+  Cra")  =  -  Mz"f  -  Ry  , 

^  -  g  Bin  .•  +  f  §-t(Apb  +  Bqb-  +  Orb")  =       M  z"{  +  Ry" , 

§  -  -  g  .in  i  +  J  1  (A*c  +  JBf cT  +  Crc")  -       üf  (x"f  -  y'f) , 

z"  ~  ax  +  ay  +  a"z'         Vf.     .    ,^_n         ZL  =  ZZ  =  Ä 

BF       BF       dl 
3x'       dy         de' 


y"  -  bx'  +  b'y'  +  V'z         F  (*'  »'•  O  -  0         W-dF-TF 

II  i       •         i      i      •         ii     i 

z    ^cy+cy+cz 


ii  ii  ii 


x  —  xx=*x  ,     y  —  y,  =  y  ,     *-*,—*,     *  *=  0,    — -, -*-  - 

c  c  c 

Die  Componenten  der  Geschwindigkeit  des  Berührungspunktes  JB  sind : 

dx       dx±       dx" dxx         ,  da   .      ,  da    .     ,  da" 

dtsss~dl^"aT'~~dt^'X  dt  +  V  ~dt^~      ~dt 

dy       dy±   ,   dy^_       dy±         .  di&         ,  d\>_        .  <W 

dt  ~  dt  "*"   dt   —  dt  "*■       d«  ^^    de  "^       de 

ds       d*t    .    dz"       dzx         ,dc.     ,dc'         ,  de"        A       xr«       a 

de       de  ^  de       de   '      de  ^*  de   '       de 

Seine  Geschwindigkeitscomponente  senkrecht  zur  festen  Ebene  der  x,  y  ist  stets 
Null,  da  er  in  dieser  Ebene  bleibt.  Er  gleitet  auf  dieser  Ebene  und  die  Ge- 
schwindigkeit dieses  Gleitens  wird  durch  die  Reibung  verändert.  Er  gleitet  aber 
nur  so  lange,  als  die  Reibung  nicht  seine  Geschwindigkeit  zu  vernichten  vermag; 
sowie  dies  letztere  eintritt,  liegt  der  Berührungspunkt  in  der  Momentanaxe  und 
beginnt  das  System  auf  der  Ebene  zu  rollen  oder  zu  bohren,  je  nachdem  die 
Momentauaxe  in  die  Ebene  fallt,  oder  unter  einem  spitzen  oder  rechten  Winkel 
gegen  sie  geneigt  ist.  Wenn  B  gleitet,  so  ist  die  Reibung  seiner  Tangential- 
beschleunigung direct  entgegengesetzt  und  verhalten  eich  daher  ihre  Componenten 
Mf,  Mf  wie*  die  Richtungscosinusse  seiner  .Geschwindigkeit  oder  also  aaeh  wie 

dx  d  ty 

Componenten  derselben,  d.  h.  es  ist  f  :  —  =»/":  -ry  und  da  die  Reibung  dem 

dt  dt 

Drucke  proportional  ist,  so  hat  man  zugleich  M  Yf*  +  f%  «■  pB,  wo  fi  den 
constanten  Reibungscoemcienten  zwischen  der  Ebene  und  der  Flache  F  bedeutet. 
Reicht  aber  die  Reibung  hin,  die  Geschwindigkeit  von  B  zu  tilgen,  so  werden 

TT  a  0 ,  -TT  =■  °  und  i*t  das  Yerhältniss  der  Componenten  der  Reibung  un- 
dt  dt 

bestimmt,  das  System  hört  auf  zu  gleiten.  Wir  setzen  hier  voraus,  dass  sobald 
das  Gleiten  aufhört,  auch  keine  Reibung  mehr  stattfindet,  d.  h.  dass  die  Reibung 
sich  nur  auf  eine  Resultante  ohne  Paar  reducire  oder  die  wälzende  Reibung  Null 
sei.  Die  Wirkung  der  Reibung  ist  überhaupt  äquivalent  einer  Kraft  F  in  Ver- 
bindung mit  einem  Paare  G;  die  erstere  wirkt  in  der  Tangentenebene,  entgegen 
der  Tangentialbeschleunigung  des  Berührungspunktes,  wenn  die  Berührung  in 
einem   einzelnen  Punkte   stattfindet  oder  ist  äquivalent  einer  Resultanten  von 
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Reibungskräften  in  dieser  Ebene  bei  Berührung  längs  einer  Linie  oder  innerhalb 
eines  Flächenraumes;  das  Axenmoment  des  Paares  ist  im  Allgemeinen  gegen  die 
gemeinschaftliche  Kormale  der  Berührungsflächen  geneigt  und  kann  dasselbe  zerfallt 
werden  in  ein  Axenmoment  parallel  der  Tangentenebene  und  ein  Axenmoment 
parallel  der  Normalen.  Das  Axenmoment  parallel  der  Tangentenebene  stellt  die' 
Wirkung  der  rollenden  oder  wälzenden  Reibung  dar,  das  parallel  der  Normalen 
gibt  einen  Widerstand  gegen  die  Bewegung  parallel  zur  Tangentenebene.  Die 
wälzende  Reibung  und  der  letztgenannte  Widerstand  sind  im  Allgemeinen  sehr 
klein  und  werden  gewöhnlich  ausser  Acht  gelassen. 

§.  14.  Als  Beispiel  zur  vorstehenden  Theorie  behandeln  wir  die  Bewegung 
einer  schweren  homogenen  Kugel  auf  einer  schiefen  Ebene.  Man  hat 
hierfür,  da  der  Massenmittelpunkt  S  zugleich  der  Kugelmittelpunkt,  also  z1  con- 
stant  ist,  zunächst: 

5?  ~f'       dlu^S^i  +  f,    0=,B-Mg$gi.        (1) 

Ferner  ist,  daJ.  =  j#  =  C«=£  Ms*,  wenn  s  den  Radius  der  Kugel  bezeichnet, 
da  zugleich  x"  =»  y"  —  0,  z"  =»  8  ist: 

J  8  ^  (6p  +  b>q  +  Vr)  -  /, 

*  *  j^icp  +  c'q  +  c'V)  —  0. 

Nun  sind  p,  g,  r  die  Componenten  der  Winkelgeschwindigkeit  um  die  im  System 
festen,  mit  ihm  beweglichen  Axen  der  x,  y\  z  und  da  diese  gegen  die  Axen  der 
%'\  y\  z"  die  Richtungen  abc,  ab' c,  a"b"c"  haben,  so  stellen 

ap  +  aq  +  «V  ■■  px »     bp  +  b'q  +  b"r  =  qx ,     cp  +  c'<?  +  c"r  =  rx 
die  Componenten  der  Winkelgeschwindigkeit  nach  den  Axen  x\  y",  z"  von  fester 
Richtung  dar,  fflr  die  wir  aber  von  jetzt  p,  <j,  r  schreiben  wollen,  da  keine  Ver- 
wechselung zu  befürchten  ist.    Demnach  lauten  diese  Gleichungen  jetzt: 

Die  Componenten  tt  ,    tt  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  B  lassen  sich  eben- 

dt      dt 

falls  einfacher  darstellen.    Zunächst  benutzen  wir  die  Formeln  B.  I,  S.  278  für 

-=— ,   -_— ,  .  .  . ,  mit  deren  Hülfe  sich  findet : 
dt       dt 

57  ™  Jt  +  ^ar  ~~  °'^  x'  +  ^a  p  ~  ar* y  +  (ag  ~~  ap^  *' 

<*|  _  ^  +  (6V  -  6" 2)  *'  +  (6"p  -  ftr)  y  +  {bq  -  ft'f)  *', 

wo  aber  p,  q>  r  die  ursprüngliche  Bedeutung  haben. 

Nun  sind  aber,  da  die  Richtung  BS  die  eines  Kugelradius  ist: 


x_  _  y^ z_ 


£i 


c         c         c 

d.  h.  «  =■  c«,  y  =  C8y  z  =  c"s  und  folglich,  wenn  man  diese  Werthe  in  die 
vorstehenden  Ausdrücke  einsetzt  und  nach  p,  qf  r  ordnet: 
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77=sTr  +  8  Kac  -«OiJ  +  (ac    —  a  c)  g  +  (a  c  —  ac )  r], 
at        dt 

Jj  -  ^  +  *  [(6V  -  6'c")  p  +  (6  c"  -  6"c)  q  +  (6'c  -  60  r], 
welche  Ausdrücke  aber  mit  Hülfe  der  Formeln  B.  1,  S.  271  übergehen  in 

^1«  u  +  s  (6p  +  b'q  +  6'V), 


dy 

dt 


v  —  s  (ap  +  dp  +  a"p")> 


wobei  zur  Abkürzung  noch  -3^  «=  w ,    -  -' -\  ==*  v  gesetzt  wurde.    Setzen   wir  nun 

a  c  a  t 

wieder  p  und  g  an  die  Stelle  von  ap  +  dq  +  «V,  6p  +  b'q  +  6'V,  so  werden 

die  Componenten  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  B: 

dx  . 

äy  (3) 

Die  Richtigkeit  dieser  Formeln  leuchtet  auch  sofort  ein,  wenn  man  bedenkt,  dass 
sg,  — sp  die  Geschwindigkeitsbestandtheile  sind,  welche  von  den  Rotationen  um 
die  y-  und  #-Axe  herrühren,  während  u,  v  die  Translationsgeschwindigkeiten  des 
Systems  sind. 

Für  den  Fall,  dass  der  Punkt  B  auf  der  Ebene  gleitet,  gelten  demnach  die 
Gleichungen : 

dv  .     .    ,    ^  ,    dq       ,  f  f 

dt        J  '       '  5    dt  t*+«g        v  —  sp7 

dr 

0   «s   J?   —    3f  0  C08  t ,  £«--=*   0. 

Für  den  Fall  des  Rollens  u.  8.  w.  aber  treten  an  die  Stelle  der  beiden  Gleichungen 
M  Yp  +  f">  «.  fiR  und  f:f=*  (u  +  sq)  :  (v  —  sp)  die  beiden 

u  +  *g  =*  o, 

t>  —  «p  =  o ,  • 

welche  ausdrücken,  dass  der  Punkt  B  jeden  Augenblick  in  der  Momentanaxe  liegt 
oder  seine  Geschwindigkeit  Null  ist. 

In  beiden  Fällen  hat  man  zur^  Bestimmung  von  p,  q,  r,  u,  v,  /*,  f,  JR  die 
acht  nöthigen  Gleichungen. 

Aus  dem  Gieichungssystem  ergibt  sich  nun  Folgendes: 

1.  Der  Widerstand  ist  Tt  —  Mg  cos  t,  also  constant  während  der  ganzen 
Bewegung. 

2.  Die  Componente  r  der  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Vertikale  des 
Massenmittelpunktes  ist  constant. 

3.  Die  Elimination  von  /",  /",  im  Falle  des  Gleitens,  gibt: 

du        .     dq  (du\2        (dv  .     Aa  2   ,       .  . 

dt  -  *s  dt  \dt)   +  \dt  ~  g  Bm  V   -  *'  cos' ., 


.    0     dp  .    .  1         du  1       (dv  .    A 

+  is  j^0^810*»    — i TT  = \TT  —9  Sinti- 

1    *     d  *       J  u4-8a    dt        v  —  &p  \dt       9         / 


dv 

dt    '    *"  dt       *         '    u-\-8q    dt        v  —  sj> 

Schell    Mechanik.    II.  31 
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Sind  nun  u0,  v0  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  des  Massenmittelpunktes 
zur  Zeit  t  =»  0,  pQi  qQ  die  Componenten  der  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Axen 
der  x,  y  zu  derselben  Zeit,  so  liefert  die  Integration  der  beiden  ersten  Glei- 
chungen : 

v  —  v0  +  $8  (p  —  p0)  —  g  sin  t .  t. 

Bilden  wir  hiermit  die  Grössen  u  -\-  sq,  v  —  sp,  welche  die  Componenten  der 
Geschwindigkeit  des  Berührungspunktes  B  sind,  nämlich 

"  +  «2  Ä  l«  - 1  uo  +  *ft  —  i  (w  —  *  u0  +$8q0)  —  1  CT, 

t?  —  sp  =  £  r  —  $#  sin»  •  f  —  $  ud  —  «p0  «.  £  (t?  —  0  »in*  •  t  —  ^  »0  —  ^«p0)  +  #  sin  i-  t 

=  £  F  +  £  sin  t  •  t , 
sodass  also 

u  +  sq  —  lU,  U=u  —  $u0  +  }8qQ% 

v  —  sp  —  £  V  +  £  sin  t  •  f ,  V  =»  t>  —  g  sin  t  •  t  —  ^  i?0  —  1 8pQ , 

so  können  wir  zunächst  tf  und  F  durch  die  Zeit  darstellen,  hiermit  also  auch 
it,  v,  sowie  />  und  q.   'Wir  führen  zu  dem  Ende  U  und  F  in  die  beiden  letzten 

der  obigen  Differentialgleichungen  ein.    Da  nun  -j-r  —  -.-- ,   -=—  —  g  sin  t  =»  -tt 

ac         at       at  at 

wird,  so  nehmen  diese  Gleichungen  die  Gestalt  an: 

1 dU  1  '  dV 


a^+ftD-rt—'. 


17  dt         V+$g  sin»-*     dt  ' 
oder,  wenn  wir  behufs  weiterer  Vereinfachung  (ig  cos  t  •  t  ■—  G  und  j  p  sin  t  •  t  =  x  49 
setzen,  wobei  also  x»}  -^—  ist: 


\dt)    +  \dt)       \dt/  *      ü  dt 


dV 


V+%9     dt 

Behufs  der  Integration  führen  wir  eine  HülfBvariabele  a  ein,'  derart,  dass  die  erste 
dieser  Gleichungen  von  selbst  erfüllt  wird;  wir  setzen  nämlich 

dU      dB     .  dV      dB 

dt         dt  dt        dt 

Mit  Hülfe  dieser  Werthe  wird  die  zweite  der  Gleichungen 

V  +  %9  «■  CT-  cotg  0. 
Sie  gibt,  differentiirt 

dV  t      dB       du     L  U    da 

"5 1  +  "  d I"  "  dl  COtg  *  ~  s"in^  di" 

und  spaltet  sich    vermöge  der  Substitutionsgleichungen  für  0,   aus  denen   folgt 
dV  =  dU  cotg  0,  d  ?7  =  sin  a  •  dö,  in  die  beiden 

^^  ^d"  ,/rr  üda 

%dB  » r-r—  ,      xal/«  —     .-     • 

sin*  a  sin  0 

Von  diesen  liefert  zunächst  die  letzte  das  Integral  %IU  +  l  tg  \  a  -\-  Const  =»  0 
oder  tf*  —  c- cotg^*, 

worin  c  die  Integrationsconstante  bedeutet.    Weiter  ist 

d.e  —  -i—,    dV^dUcotgo 
sin  o  ^ 

und  wenn  man  also  behufs  Entfernung  von  a  die  Combi nationen 
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2  1 

cotg  4  <f  +  tg  4  a  =s  - —  ==  —  U*  -\~  cU—  * 

°  sin  g        c  ' 

cotg  ^cr  —  tg^tf=»2  cotg  <y  —  —  U*  —  c  U-* 

c 

mit  Hfilfe  des  gefundenen  Integrales  bildet, 

2dB  —  (~  ü*  +  ctf-*)  d!7,      2<ZF  =  (-*-  17*  -  cff-*)  dtf, 
woraus  zwischen  77,  Vy  S  die  beiden  Gleichungen 

C  (1  +  x)     '        1   —  X         '         '  C  (1  +  X)  1  —  X       ■  ' 

fliessen ,  wenn  x  ^  1  und 

20  =  A  IT*  +  J .  T«  +  C,      2  F  —  -1-  ?72  -  /  •  tf«  +  C, 

2c  '  '       '  2c  '        ' 

wenn  x  =  1.     Sobald  die  Constanten  C,  C,  c  bestimmt  sein  werden,  bestimmen 
diese,  beiden  Integrale  vermöge  &  =  (ig  cos » •  t  die  Grössen  [7,  F  und  durch  sie 

*-■  U  +  $u0  —  |«g0,  t>  =  F+t/sin*.*  +  \ v0  + 1 sp0 ,  sowie  g  =  -—  Oi  CT*—  u), 

p  =  —  (u  —  ^  F  —  £  sin  t  •  £)  als  Functionen  der  Zeit  f. 

Um  diese  Constanten  zu  bestimmen,  seien  U0 ,  F0  die  Werthe  von  U,  V  für 
f  =  0 ;  man  hat  dann,  da  0  =  0  wird,  für  t  «=»  0: 


c(l  +  x)    '       1  —  X      '       '  °        c(l+x) 

wenn   x  ^  l  und 

o -  «*- m  + 1- in  +  c,  *n= 2XC ui - i-in  +  c, 

wenn  x  =»  1.  Die  Constante  c  ist  aber  eine  überzählige  und  kam  in  die  Rech- 
nung durch  die  Integration  nach  er,  welche  einer  Differentiation  folgte.  Die  beiden 
zu  int egrir enden  Gleichungen 

dU  1  dV 


(HDf  _l  (*IY       (d-Y       i-  d 
\dt)   +  \dt)    —  \dt)  •       CT  ~c 


dt        V  +  %G     dt 

verlangen  nur  zwei  Constanten  und  hängt  also  c  von  C ,  C,  also  von  770 ,  F0  ab. 
Diese  Abhängigkeit  ergibt  sich,  indem  man  mit  Hülfe  der  beiden  Integrale  die 
Grösse 

2(F+x6>)  —  -1    tfi  +  *-ctfi-*  +  C'  +  Cx 
bildet,  welche  vermöge  der  Differentialausdrücke 

2d0=.  (—  Ut  +  cU-*}  dU,     2dF=-  (y  ir*~cr/-*)  dtf 

auf  die  Form 

2(F+xe)  =  2tf^  +  C'  +  C* 

gebracht  werden  kann  und  sie  mit  dem  aus  der  Differentialgleichung 

31* 
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1    dU  1  dV 

Ü  dt  ö    V  +  *&    dt 

dV 
folgenden  Werthe  F+  x#  =  ^~ifj    vergleicht.      Dies    liefert    C  +  Cx  =-  0, 

welche  Gleichung  aber  durch  die  Gleichungen  der  Constantenbestimmung  über- 
geht in  2F0  =  --  £y  +  *  —  cUQi-*,  oder 

c 

sodass 

c  ~  ir0«-i  (-  r0  ±  yuf+ri) 

wird  und  also  immer  reell  ist.  Ueber  das  Vorzeichen  in  diesem  Ausdrucke  ent- 
scheidet der  anfängliche  Geschwindigkeitszustand.  Es  sei  z.  B.  die  horizontale 
Anfangsge8chwindigkeitscomponente  u0  +  sq0  =*$  UQ  positiv,  so  ist  auch  U  wenig- 
stens eine,  wenn  auch  noch  so  kurze  Zeit  positiv  und  folglich 

d  U       1    ~     .      rr  1  du 

dB        c  (ig  cos  %    dt 

»du,  . 

mit  c  zugleich  positiv  oder  negativ.    Daher  hat  c  mit  -jt  =  A  d*  n.  m^  (^em 

Sinne,  in  welchem  die  Reibung  parallel  der  rc-Axe  wirkt,  gleiches  Zeichen.  Ist 
aber  f  negativ,  so  wird  c  =»  —  U0*—i  (V0  +  VU%  +  Fj)  und  hiermit 

C  =  j-^  (x  F0  +  VTJf+Tl) ,      C  -  -  r^xl  (x  V0  -  VW+11)  • 

da  C  +  x<7  =  0  ist 

4.    Wenn  *  >  1  ist,  so  ergibt  sich  aus  den  Gleichungen 

"  -  FCTV)  +  ^TTir  +  °-  **-ic- *■  +  *■*■  +  *. 

I7i  +  *         ctfi-*  und  1 

c  (1  +  x)         1  — x    •  2c 

worin  Q  =  pg  cos  t  •  i  ist,  dass  für  U  =  0  die  Grösse  &  und  folglich  auch  die 
Zeit  t  unendlich  gross  werden  muss ;  es  kann  also  in  diesem  Falle  die  Geschwin- 
digkeit des  Berührungspunktes,  deren  Componenten 

u  4-  sq  =■  %  U,      v  — -  8p  =  i  V  +  g  sin  t  •  t 

sind,  niemals  Null  werden.  Die  Grösse  x  ist  }  -  —  und  die  Bedingung  x  >  1 
ist  also  tg  i  >  -^  fir. 

Bewegt  sich  also  eine  schwere  homogene  Kugel  auf  einer  unter 
einem  Winkel  %  gegen  den  Horizont  geneigten  Ebene,  dessen  Tan- 
gente  mindestens  gleich  \  vom  Beibungscoefficientcn  zwischen 
Kugel  und  Ebene  ist,  so  ist  die  Reibung  niemals  im  Stande,  die  Ge- 
schwindigkeit des  Berührungspunktes  zu  tilgen  und  kann  mithin  die 
Kugel  nur  gleiten,  nie  rollen. 

Je  grösser  i  wird,  desto  kleiner  wird  der  Druck  H  =  Mg  cos  i  und  die  Rei- 
bung pB,  um  so  leichter  gleitet  also  die  Kugel. 

Mit  wachsendem  t,  also  wachsendem  0  und  mithin  fortwährend  wachsendem 
U  reduciren  sich  die  vorstehenden  Formeln  für  x  >  1  immer  mehr  auf 


i 
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0=       - (7i-*. 

2  (1  —  x) 

V  =  —  -  -     C   -r-  •  Ui-*  =  -  <9,        also     V  +  9  =  0 

2  (t  —  x) 

und  werden,   wenn  man  -— -  =  n   setzt,   indem    man   für    U.    V.    <9   ihre 

2  (1  —  x) 

Werthe  einführt,  immer  näher  die  Gleichungen  erfüllt: 

1 


u 


7ZT!  +$uo  —  ^tfo» 


(npg  cos  i-t)* 
v  =  g  (sin  %  —  p  cos  t)  *  +  $v0  +  l«/>0, 
welche  abgekürzt  lauten: 

t*  =  \  u0  —  \  sq0 ,      v  =  <jf  (sin  »"  —  ja  cos  i)  <. 

Eb  nähert  sich  demnach  die  horizontale  Componente  u  der  Ge- 
schwindigkeit des  Berührungspunktes  einer  Constanten,  die  Com- 
ponente in  der  Richtung  des  steilsten  Abfalles  aber  wird  der  Zeit 
proportional.  Die  Bahn  des  Berührungspunktes  wird  daher  mit  wach- 
sendem t  immer  mehr  parabolisch. 

5.  Ist  x  <  1 ,  so  wird  U  «  0  für  &  =»  C,  d.  h.  da  Q  =  pg  cos  %  •  t  ist, 
für  die  Zeit 

1         2  fi0  cos  %        (1  —  X8)  f*0  cos  i  v.       °  u     '        ü/ 

Für  tf  =  0  wird  aber  2F  =*  0',  also  2  (F  +  *0)  ~  2  (C  +  C%)  —  0,  d.  h.  da 
x#  =  }  <7  sin  i  •  £  ist,  F  =  —  $g  sin  i  -  tt.  Demnach  werden  die  Componenten 
u  -f-  sq  »»  •£  ET,  t>  —  «p  =*  ■£  F  +  <7  sin  i  •  ^  der  Geschwindigkeit  des  Berührungs- 
punktes beide  zugleich  für  t  =  tx  Null.  Es  verschwindet  also  die  Geschwindig- 
keit des  Berührungspunktes  und  die  Kugel  beginnt  zur  Zeit  tk  zu  rollen.  Von 
diesem  Augenblick  an  gilt  mithin  das  Gleichungssystem: 


du       f 
dt  ""'• 

'»•Sf— 

dv            •••/■' 

»•»-'-• 

if  =  Mg  cos  t, 

•  •  K  -■ 

»-«p  =  Ü, 


Sind  nun  wlf  p1}  px  qt  die  Werthe  von  t*,  v,  p,  g  für  J  =  J, ,  so  erhält  mau,  wie 
in  Nr.  3.: 

U~UX  =  }8(q  —  (fc), 

»  —  vi  +  2 *  (i>  —  Pi)  —  0  sin  *  (*  —  *i)- 

Um  die  Constanten  zu  bestimmen,   hat  man  für  t  —  tL  aus  den  Gleichungen  von 
Nr.  3  : 

U=*  u—  £m0  +  *«&, 

F=t>  —  51  sin  i    t  —  $t?d  —  $8p01 

wofür  ^  =  0,   V  =  —  }g  sin  t  •  tt  ist: 

"i  ==  * «o  —  *«(&>!       ^i  —  $9  sin  »  •  *i  +  *  »o  +  ?*J>o 
und  weil  zur  Zeit  tx  auch  die  obigen  beiden  Gleichungen  w-j-s^=0,  v  —  $p  = 
gelten  : 
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wodurch  auch  pt  und  qt  bestimmt  sind.  Für  irgend  eine  Zeit  t  >  tt  bestehen 
also  die  Gleichungen: 

u  —  «*i  —  i*  (2  ~  2i).  «  +  «2  —  0, 

v  —vt  +  |s  (p  —i?!)  —  g  sin  »  •  (*  —  «J,  t?  —  sp  =  0. 

Man  erhält  hiermit  unter  Berücksichtigung  der  Werthe   der  Gonstanten: 

«  — «,,    g  =  3lf    v  —  vx  «*s(p  —  Pj)  —  tgsini  -  (t  —  «0, 
sowie 

du       ^         dv  dp       K       .     .  ,     dp  ,  .    . 

37-0'      57 -*3<  -♦»""•      l«j,---' -♦»«•. 

d.  h.:  Die  horizontale  Componente  w  Tier  Geschwindigkeit  des  Mittel- 
punktes der  rollenden  Eugel  ist  constant  und  findet  in  ihrer  Rich- 
tung kein  Reibungswiderstand  statt.  Die  Componente  der  Geschwin- 
digkeit in  der  Richtung  des  stärksten  Abfalles  die  schiefe  Ebene 
hinab  wächst  der  Zeit  proportional.  Der  Kugelmittelpunkt  beschreibt 
daher  eine  Parabel,  parallel  der  schiefen  Ebene,  deren  Üauptaxe 
die  Richtung  des  stärksten  Abfalles  hat.  Die  Beschleunigung  dieses 
Punktes  in  dieser  Richtung  ist  fygsini  und  die  Reibung  — }  Mg  sin  i. 
Da  11  =  pMg  cob  i  und  wegen  x  <  1  auch  1  g  sin  %  <  pg  cos  i  ist,  so  folgt,  dass 
die  Reibung  im  vorliegenden  Falle  nicht  dem  pfachen  des  ganzen 
Druckes,  sondern  nur  einem  Bruchtheil  hiervon  gleich  ist.  Die  Com- 
ponente q  der  Winkelgeschwindigkeit  um  den  Kugeldurchmesser 
parallel  der  Linie  steilsten  Abfalles  ist  constant,  sowie  die  um  den 
zur  schiefen  Ebene  senkrechten  Durchmesser;  die  Winkelgeschwin- 
digkeit p  um  den  horizontalen  Durchmesser  ist  gleichförmig  be- 
schleunigt. 

6.  Es  seien  die  Anfangsgeschwindigkeiten  u0,  v0,  p0,  g0,  r0  sämmtlich  Null. 
Dann  findet  in  horizontaler  Richtung  überhaupt  keine  Geschwindigkeit  statt,  wird 
also  auch  keine  Reibung  erregt,  d.  h.  es  ist  fortwährend  /»ö.  Demnach  ist 
das  Gleichungssystem : 


dv  .     .        *       ,     dg 


oder 


dt  —  g  sint  +  /",      $*-|=.0,  n  +  sg  —  0,  v  —  sp  «  0. 

Ä  =  Mg  cos  i,  ^s^I^o, 

Man  erhält  hieraus  mit  Rücksicht  auf  den  Anfangszustand: 

u  =  0,     2  =  0,     «  +  jg  =  0. 

Der  Mittelpunkt  der  Kugel  bewegt  sich  also  geradlinig  der  schie- 
fen Ebene  entlang  und  findet  keine  Rotation  um  eine  Axe  parallel 
der  Richtung  des  steilsten  Abfalles  statt  ebenso  wenig  wie  um  eine 
Axe  senkrecht  zur  Ebene.  Die  horizontale  Componente  der  Ge- 
schwindigkeit des  Berührungspunktes  ist  Null. 

Für  den  Fall  des  Gleitens  der  Kugel  hat  man  nun: 

dv    .    .     dp  .     . 


* 
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und  da  f  aufwärts  wirkt,  also  negativ,  nämlich  f  =  —  pg  cos  i  ist: 

dp 
i*-jfi  —  P9  cos  i. 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 

v  +  3  ÄP  =  0  8*n  *  •  *t        i  aP  sm  P9  cos  *  •  * 
und  also  wird: 

v  »  g  (sin  t  —  p  cos  t)  *,        $*!*=■  /*</  cos  »  •  t 

und  die  Geschwindigkeit  des  Berührungspunktes: 

v  —  sp  =  g  (sin  »  —  \  (i  cos  »)  •  t . 

Dem  Anfangszustande  entsprechend  kann  das  Gleiten  nur  abwärts  stattfinden, 
daher  muss  diese  Grösse  positiv,  d.  h.  .sin  i  —  \p  cos  t  >  0  oder  tg  i  >  £p  oder 
also  %  >  1  sein.  Die  Kugel  kann  also  nur  gleiten,  wenn  die  Neigung 
i  der  schiefen  Ebene  gegen  den  Horizont  die  Bedingung  erfüllt 
tg  i  >  ifi. 

Für  das  Bollen  ist  -=--  +  |  *  -~  *=  £  sin  t,    also   r  +  $sj>  =  g  sin  i  •  $   und 

hierzu  kommt  v  —  sp  «=■  0,  sodass 

spa^aini-i,        t>  =  \g  sin  t  •  i 

wird.     Die   Reibung   betragt   hier   —  f  =  \  8    !~-  =  |f/  sin  t.     Die  Reibung  des 

ctt 

Gleitens  ist  [ig  cos  i;  grösser  als  sie  kann  die  im  vorliegenden  Falle  stattfindende 

Reibung  nicht  sein,   man  muss  also  haben  $g  sin  i  <  pg  cos  *',   d.  h.  |  tg  t  <  p 

oder  x<l.    Das  Rollen  der  Kugel  findet  also  in  den  Fällen  statt~in 

welchen- der  Neigungswinkel  i  der  Bedingung  tg  %  <£  \p  genügt. 

§.  15.  Wir  wollen  den  Fall  der  Bewegung  einer  homogenen  schweren 
Kugel  auf  einer  horizontalen  Ebene  besonders  behandeln.  Man  hat  hierfür, 
da  %  —  0: 


dt       '  *     dt 


oder 


— -f  isd-=*f  "^  f         I         f  V-8P  =  0. 

dt  dt  u  _|»  8q    •"  t?  —  sp 

1.  Es  seien  wieder  u0,  »0,  p0,  g0  die  Componenten  der  Anfangsgeschwindig- 
keiten und  habe  für  den  Fall  des  Gleitens,  den  wir  zuerst  behandeln,  die  positive 
x-kxQ  Richtung  und  Sinn  der  Anfangsgeschwindigkeit  des  Berührungspunktes 
uo  +  8Qo  ö  i  ^o«  Dadurch  wird  die  ihrer  Componente  v0  —  sp0  —  0  und  V0  »  0. 
Es  bestehen  also  die  Gleich angen  (§.  14,  Nr.  3.): 

»  +  »&  —  iu>        Ussa  u~  %uo  +?*«oi 

v  _  *p  =  \Vy        V  =-  t>  —  $v0  —  $ «p0  —  v  —  t>0,        t?0  —  «i>0  —  0. 

Weiter  wird 

x~}*SJ  =  0,        C=2U09        C'  =  0 

und  mithin 

e  =  ngt~  U9-U,        V  =-  0. 
Daher  ist 
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u  +  sq  —  \U  =  i{U0  -  pgt)  —  w0  +  sq0  —  iu-gt,  »  —  *P  —  0; 
d.  b.  die  Geschwindigkeit  des  Berührungspunktes  behält  während 
des  Gleitens  constante  Richtung  und  ist  gleichförmig  verzögert.  Die 
Reibung  ist  daher  ebenfalls  constant  nach  Richtung  und  Intensität. 
Für  die  Geschwindigkeit  (m,  v)  des  Kugelmittelpunktes  hat  man  aus  obigen 
Gleichungen : 

u  =  U+  *u0  -  \sqQ  =>U0  -  (igt  +  *u0  -  $8qQ  «H(w0  +  sqQ)+$u0-$8q0- pgt, 

d.  h.  u  =  u0  —  figt,  v  =*  v0. 

Die  Protection  der  Geschwindigkeit  des  Mittelpunktes  auf  die 
Richtung  des  Gleitens  ist  gleichförmig  verzögert,  die  Projection 
derselben  senkrecht  zu  dieser  Richtung  in  der  Horizontalebene  con- 
stant; der  Mittelpunkt  beschreibt  demnach,  so  lange  die  Kugel 
gleitet,  einen  Bogen  einer  horizontalen  P-arabel,  deren  Hauptaxe 
der  Richtung  des  Gleitens  parallel  läuft.  Dieser  Satz  rührt  von  J.  Albr. 
Euler,  dem  Sohne  L.  Euler's  her  {Mim.  de  VAcad.  de  Berlin  1758,  p.  284). 

Um  ihre  Gleichung  zu  erhalten,  hat  man 

dx  .  dy 

und    hieraus,   da   x  =  y  =  0  für   t  =  0,   wenn   der  Ursprung  des  Coordinaten- 
systems  die  Anfangslage  des  Berührungspunktes  ist: 

x  —  u0t  —  ±figt\       y=*v0t, 

mithin  nach  Elimination  von  t: 

(tigy  —  u0v0)*  =  vi  («2  —  2p0x). 

Die  Coordinaten  a,  ß  des  Scheitels  erhält  man,   indem  man  x  +  a,   y  -]-  ß  für  x 
und  y  in  diese  Gleichung  einsetzt  und  a,  (3  so  bestimmt,  dass  die  constanten 

Glieder  verschwinden.    Dies  gibt  a  =»  -—5-  f    ß  =  -2—2  .     djc    Scheitelgleichung 
der  Parabel  ist  also  y8  =  —  — ^-  a?;  ihr  Parameter  also 


2M  V0 

Die  Componenten  der  Winkelgeschwindigkeit  ergeben  sich  aus  den  obigen 
Gleichungen  für  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  des  Berührungspunktes, 
nämlich 

,-&,        «-  Jöi7-.)_fc-iM«. 

Die  Componente  der  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Axe  parallel 
der  Richtung  des  Gleitens  ist  constant,  um  eine  hierzu  senkrechte 
horizontale  Axe  aber  gleichförmig  verzögert. 

2.  Die  Bahn  des  Mittelpunktes  ist  nur  so  lange  parabolisch,  als  die  Kugel 
gleitet.    Das  Gleiten  hört  auf,  sobald  die  Geschwindigkeit 

u  +  sq  =  \  U  =  u0  +  8QqQ  —  -lugt 

des  Berührungspunktes  Null  wird.    Dies  und  damit  das  Rollen  der  Kugel  erfolgt 
mit  der  Zeit  tlf  welche  der  Gleichung  genügt 


«l-T 


«o   +  *<?0  ^0 


P9  P9 

Sind  Wj ,  vL   die  Componenten    der  Geschwindigkeit  des  Mittelpuuktes  für  diese 
Zeit  tl%  so  hat  man  aus  den  obigen  Formeln  u  =  u0  —  pgt,  v  =  vQ: 

*i  =■  wo  —  M*i  —  w«  ~  }  (tfo  +  *ft)  —  *«o  -  ^f*!7w»        »i  —  V 
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Zu  derselben  Zeit  tx  treten  aber  vermöge  des  Rollens  die  Bedingungen 

u  +  sq  =»  0,        v  —  sp  =  0 

ein.  Daber  geben  diese  ux  +  sqx  =  0,  vx  —  spt  =  0  und  es  bestehen  daher 
für  irgend  eine  auf  tx  folgende  Zeit  t  die  Gleichungen: 

*  —  ui  =  £s  (2  -  2i),  w  +  *2  =  0,       «!=«,,—  ftp*x,       «*!  +  *&=(), 

^  —  ^  +  ls  (p  -  pt)  ==■  0,        v  —  s p  =»  0,      v,  =  i?0,  t?x  —  *pt  =  0, 

woraus  folgt:  u  —  ux  *=»  $s  (q  —  qx)  =  —  8  (q  —  qx),  also  g»gn  u  «»  Mt ; 
»  —  »i  —  —  I«  (P  —  A)  —  *  (P  —  Pi)t    a^o  ;>  —  ft,    v  =  r,  =»  r0. 

Es  bleiben  demnach  die  Componenten  tt,  v  der  Geschwindigkeit 
des  Mittelpunktes  constant  und  behält  diese  selbst  denselben  Werth 

V uj  +  t?J  und  dieselbe  Richtung.  Ebenso  bleiben  die  Componenten 
p,  g  der  Winkelgeschwindigkeit  constant.  Die  Berührungspunkte 
mit  der  Ebene  liegen  in  gerader  Linie,  nämlich  in  der  Tangente  der 
Parabel,  welche  die  Projection  der  Bahn  des  Mittelpunktes  bis  zur 
Zeit  tx  darstellt. 

Die  Reibung  ist  von  der  Zeit  tx  an  Null,  wie  aus  — =-0  =  /",  —  =  0  =  /^ 

dt  dt 

folgt. 

3.  Ein  interessanter  Specialfall  ist  v0  =■  0.  Hierfür  ist  für  die  Zeit  des  Gleitens 
«  =.  u0  —  fi0f ,  v  =*  0.  Die  Bahn  des  Mittelpunktes  ist  eine  Gerade 
parallel  der  #-Axe,  er  beschreibt  sie  gleichförmig  verzögert.    Ferner 

ist  p  —  0,  q  =  qQ  -  |  £-?* .     Von  der  Zeit  tx  —  l  *°  -+  ^  hört  das  Gleiten  auf 

und  rollt  die  Kugel.  Die  Geschwindigkeit  ihres  Mittelpunktes  ist  dann  constant 
gleich  u\  »  u0  —  ft^rfj  aa.  £m0 —  fys  q0 .  Wenn  w  während  des  Gleitens,  also  vor 
der  Zeit  tx  Null  und  hierauf  negativ  wird,  d.  h.  wenn  für  die  Zeit  t%  zwischen  0 
und  tx  die  Gleichung  w0  —  (igtt  =  0  erfüllt  wird,  so  wird  die  Kugel  zurücklaufen. 

Es  ist  nämlich  t,£  <  tXi  d.  h.   ^  <  ?  M°  +  Sq° ,  also  u0  <  $  (m0  +  sg0)  und  folg- 

*9  P9 

lieh  ux==uQ — i(i*0  +  Ä3o)  negativ.  «0  muss  aber  positiv  sein,  damit  u0  —  ^</ft==o 
für  eine*, positive  Zeit  f2  verschwinden  könne. 

4.  Auch  wenn  v0  nicht  Null  ist,  kann  der  Rücklauf  der  Kugel  eintreten. 
Der  Mittelpunkt  beginnt  den  Parabelbogen  zu  beschreiben  mit  der  Anfangs- 
geschwindigkeit Yul  -{-vi  in  der  Richtung  der  Anfangstangente;  zur  Zeit  flf 
von  wo  an  er  geradlinig  in  der  Richtung  der  Endtangente  fortgeht  und  die  Kugel 

rollt,  ist  seine  Geschwindigkeit  Yu\  +  »J  =  V  ($u0  —  $8qQ)*  -j-  v\.  Hat  nun 
der  Mittelpunkt  zur  Zeit  tx  den  Scheitel  der  Parabel  noch  nicht  erreicht,  so 
erscheint  diese  Geschwindigkeit  in  Bezug  auf  die  Anfangsrichtung  rechtläufig, 
sowie  er  aber  den  Scheitel  überschritten  hat,  rückläufig.  m  Die  Zeit,  welche  er  aber 
braucht,  um  den  Scheitel  zu  erreichen,  ergibt  sich  ans  y  =  v0t,  wenn  man  für 

y  die  Ordinate  ß  =  -°  -  °  des  Scheitels  einsetzt,  nämlich  t9  =  -°  •     Da  sie  positiv 

r        M  V>9    •  r 

sein  muss,  so  bewegt  sich  der  Mittelpunkt  überhaupt  nur  dann  nach  dem  Scheitel 

hin,  wenn  u0  positiv  ist    Soll  also  die  Kugel  rechtläufig  gleiten,  so  muss  tx  <  tt , 

d.  h.  I  (u0  +  sq0)  <  w0,  d.  h.  I  sq0  <  u0  sein.    Da  nun  tx  positiv,  also  u0  +  s<70  >  0 

ist,  so  folgt  sq0  >  —  m0.    Es  muss  also  für  die  Rechtläufigkeit  8q0  zwischen  — u0 

und  -f  |  u0  liegen.     Ist  aber  tx  >  f2 ,  so  hat  der  Mittelpunkt  den  Parabelscheitel 
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bereits  überschritten,  bis  die  Engel  zu  rollen  anfängt.  Sie  rollt  daher  in  der 
Richtung  einer  Tangente  fort,  welche  mit  der  Anfangsrichtung  einen  stumpfen 
Winkel  bildet  und  ihre  Bewegung  erscheint  rückläufig.  Damit  dies  eintrete, 
muss  u0  positiv  und  sq0  >  \u0  sein. 

Ueber  das  Problem  der  Bewegung  einer  homogenen  schweren  Kugel  auf  einer 
Ebene  mit  Bücksicht  auf  Reibung  ist  von  Literatur  insbesondere  anzuführen: 

Coriolis,  Thiorie  matliematique  des  effets  dujeu  de  billard,  Paris  1836,  Cap.  I. 
Min  ding,  Handbuch  der  theoretischen  Mechanik.  Berlin  1838.  S.  325  etc. 

Re*sal,  Etüde  geometrique  sur  le  mouvement  d'une  sphere  glissant  ou  roulant 
sur  un  plan  horizontal.  (Compt.  rend.  de  VAcad.  des  sciences,  T.  LXVIII  (1869), 
p.  1158.)  —  Etüde  geometrique  sur  le  mouvement  d'une  spliere  pesante  glissant  sur 
un  plan  horizontale.  (Nouv.  Ann.  de  Math.  2*  Sdr.,  T.  II  (1872),  p.  193.) 

Amthor,  Ueber  die  Bewegung  eines  Körpers  auf  einer  krummen  Fläche  mit 
Rücksicht  auf  gleitende  Reibung  (Dissertation).    Leipzig  1869. 

Jullien,  Problemes  de  mecanique  rationelle,  T.  II,  p.  192.  (2»*nw  gdit) 

Ueber  verwandte  Probleme  vgl.: 

Piper,  Ueber  die  Bewegung  eines  Körpers,  dessen  Oberfläche  eine  im  Räume 
feste  Curve  berührt.    Dessau  1879  (Dissert.  Jena). 

§.  16.  Eine  homogene,  schwere  Kreisfläche  erleidet  eine  Momen- 
tanschraubenbewegung  und  fällt  nach  einer  gewissen  Zeit  auf  eine 
horizontale  Ebene  auf,  sodass  sie  dieselbe  mit  einem  Punkte  des 
Randes  berührt.  Wie  bewegt  sich  die  Scheibe  auf  der  Ebene  weiter 
und  wann  gelangt  sie  (nach  einer  Reihe  von  Schwankungen)  zur 
Ruhe? 

§.  17.  Bewegung  eines  schweren  Körpers,  dessen  Gentralellipsoid 
ein  Rotationsellipsoid  ist  und  welcher  mit  einer  der  Rotationsaxe 

angehörenden  Spitze  eine  horizontale   Ebene 
berührt  (Kreisel)  (Fig.  138). 

Es  sei  der  Massenmittelpunkt  S  der  Ursprung 
eines  Coordinatensystems»  der  x,  y,  z  von  festen  Axen- 
richtungen,  dessen  «- Axe  vertical  ist,  sowie  eines  zweiten 
beweglichen,  im  System  festen  des  x\y\z\  dessen 
i'-Axe  mit  der  Rotationsaxe  des  Centralellipsoids  zu- 
sammenfällt. Der  Abstand  der  Spitze  P  von  S  sei 
<S»P  =  ä,  tf>,  <p,  d  die  Euler'schen  Winkel,  N  der 
Widerstand  der  Ebene;  ferner  seien  A  «=  B,  C  die 
Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  die  Axen  der  x\  y 
und  z  und  p,  q,  r  die  Componenten  der  Winkel- 
geschwindigkeit (o  um  sie.  Dann  sind  die  Gleichungen 
der  Bewegung  des  Massenmittelpunktes  S  in  Bezug  auf  ein  festes,  dem  der  x}  y,  z 
paralleles  Coordinatensystem  mit  dem  Ursprung  in  der  Horizontalebene 


f 


Fig.  158. 


M 


—  —  gM+  N. 


dt2  '        dt*  '  dt* 

Die  Projection  dieses  Punktes  auf  die  Horizontalebene  beschreibt  eine  Gerade; 
er  selbst  oscillirt  aber  zugleich  in  Folge  der  Rotation  auf  und  nieder.  Die 
Euler 'sehen  Gleichungen  werden,  da  das  Axen  moment  Nh  sin  (r  des  Widerstandes 
in  die  Knotenlinie  S  K  fällt 
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dp 

A  -£-  -\-  (C  —  A)  qr  =  Nh  sin  fr  cos  <p, 

B  ^7+  (^-  C)rp  =  —  Nh  sin  fr  sin  g>, 

Die  dritte  dieser  Qleicbungen  gibt  das  Integral  r  =  n,  d.  h.  die  Winkelgeschwin- 
digkeit um  die  Rotati onsaxe  ist  constant.  Das  Axenmoment  der  Momentankräfte 
in  Bezug  auf  die  Verticale  des  Punktes  S  ist  constant,  da  weder  N,  noch  das 
Gewicht  dasselbe  ändern  können,  d.  h.  es  ist,  wenn  cy  c\  c"  die  Richtungs- 
cosinusse  der  Verticalen  gegen  die  Axen  der  x\  y\  z   sind: 

Apc  +  Bqc  +  Crc  «  E; 
das  Princip  der  lebendigen  Kraft  gibt 

^  (P1  +  2*)  +  Cn*  +  Mv*  —  -  2gMh  cos  fr  +  H, 
wenn  v  die  Verticalcomponente  der  Geschwindigkeit  des  Massenmittelpunktes  S 
ist.    Die  Constante  H  bestimmt  sich  durch  den  anfänglichen  Geschwindigkeits- 
zustand (/>0,  q0,  t>0,  fr0). 

Zugleich  hat  man 

c  *  sin  fr  sin  g>,    c  =  sin  fr  cos  cp,    e"  —  cos  fr, 

•     ^  dip    .  rffr  .    Ä  dip         .         <Jfr 

^>  =  sin  9  sin  fr    .-  +  cos  tp  -     ,        </  =  coscp  sin  fr  -y     —  sin  g?    v-  • 

dt  dt  (XX  dt 

Durch  Einführung  dieser  Grössen  in  die  Integrale  nehmen  diese  die  Formen  an 

A  sin*fr  -rr  +  Cn  cos  fr  =»  E. 
dt 

A  sin2  fr  (^y  +  (A  +  itfÄ*  sin8  fr)  (^)*  —  -  2g  M h  cos  fr  -  <7w2  +  U , 

.    ,  d  (fc  cos  fr)  .  . 

indem   v  =         ■_  - — '  ist. 

dt 

In  dem  speciellen  Falle  pQ  =  g0  =  0  und  folglich  (— - )   =  (-jT)  —  °»  <*.  h. 

wenn  anfangs  blos  eine  Rotation  um  die  Axe  des  Körpers  stattfindet,  in  Ver- 
bindung mit  einer  blos  horizontalen  Translationsgesch windigkeit ,  hat  man 

.         dib         _ 
A  sin*  fr  -~j  =  Cn  (cos  fr0  —  cos  fr), 

A  sin»  fr  i^y  +  (A  +  M h*  sin2  fr)  (^|)'  =  2flr3f  Ä  (cos  fr0  —  cos  fr) 

und  gelangt  durch  Elimination  von  [-tj)  zu  der  Gleichung 

L/T   T-^-TT-^i-ir     d&V         «  „     r  /  «v  «a  C^1*  /COS  fr0  —   COS  fr \a 

h/A  +  JfÄ2  sin2  fr  •  -jj )   =»  2  Af  #ä  (cos  fr0  —  cos  fr) —  I  -      °;  —  - J  , 

welche  dieselbe   Behandlung  gestattet,   wie  bei  dem  Problem  §.  8.    Man  zieht 
daraus  dieselben  Folgerungen,  wie  dort,  insbesondere: 

Die  Axe  des  Kreisels  hat  eine  regelmässig  periodische  Nutation 
gegen  die  Verticale  von  constanter  Oscillationsdauer.  Die  Winkel- 
geschwindigkeit  ist  ein   Maximum   für   das  Ende   des   Niederganges 
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und  ein  Minimum  für  die  grösste  Erhebung  der  Axe.  Die  Präcession 
der  Knotenlinie  der  Aequatorebene  und  der  Horizontalebene  ist  un- 
gleichförmig, aber  immer  von  demselben  Sinne,  harmonirend  mit 
der  Rotation  um  die  Axe  des  Körpers;  ihre  Periode  ist  gleich  der 
halben  Nutationsperiode. 

Die  relative  Bahn  der  Spitze  P  auf  der  in  gleichförmiger  Translation  be- 
griffenen Horizontalebene  ist  eine  Art  Rosette,  welche  zwischen  zwei  concentri- 
schen  Kreisen  enthalten  ist ;  dieselbe  berührt  den  grösseren  Kreis,  steht  mit  ihren 
Spitzen  senkrecht  auf  dem  kleineren  und  schliesst  sich  nur  in  bespnderen  Fallen. 

Vgl.  über  vorliegendes  Problem,  welches  auch  als  besonderer  Fall  von  §.13 
behandelt  werden  kann,  ausser  der  dort  angeführten  Schrift  von  Amthor  noch: 

Finck,  Note  sur  la  toupie  (Nouvelles  Annales  de  Mathem.  T.  9  [1850], 
p.  310  —  316). 

Jullien,  ProbUme  de  mecanique  rationelle,  T.  II,  p.  186—189. 


V.  Capitel. 

Die  Bewegungsgleichungen  eines  beliebigen  veränderlichen  Systems. 

D'Alembert's  Frinoip.    Das  Gauss'sche  Frineip  des  kleinsten  Zwanges. 

Newton's  Satz  über  die  Aehnlichkeit  der  Bewegungen« 

§.1.  Es  sei  ein  beliebiges  System  von  n  Massenpunkten  m*  gegeben, 
auf  welches  sowohl  äussere  als  innere  Kräfte  einwirken;  dasselbe  sei  frei, 
d.  h.  nicht  an  Bedingungen  gebunden,  dass  gewisse  Punkte  auf  gegebenen 
Curven  oder  Flächen  bleiben  sollen  und  dgl.  Sind  X,-,  Yi,  Z,  die  Com- 
ponenten  der  Resultanten  P,  aller  auf  *n4-  wirkenden  Kräfte,  parallel  den 
Axen  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  und  #,-,  .#,-,  £»•  die  Coor- 
dinaten  von  miy  so  sind 

d*Xi  d2yi  d*Zi 

mi~df^Xi'      "tj?—***      mi'dl*^Zi 

die  Bewegungsgleichungen  desselben.  Aehnliche  Gleichungen  erhält  man 
für  i  =  1,  2,  3  . .  .  w,  d.  h.  für  alle  Punkte  des  Systems;  im  Ganzen  3*?. 
Die  Grössen  X,-,  F, ,  Z*  sind  Functionen  der  Coordinaten  der  n  Punkte, 
deren  Differentialquotienten  nach  der  Zeit  t  und  von  t  selbst,  können  zum 
Theil  constant,  insbesondere  Null  sein  u.  s.  w.  Man  kann  diese  3«  Glei- 
chungen in  eine  einzige  zusammenfassen,  welche  vermöge  der  Willkürlich - 
keit  gewisser  darin  vorkommender  Grössen  sofort  wieder  in  sie  zerfallt 
werden  kann,  ihrer  Bedeutung  wegen  aber  von  Wichtigkeit  ist.  Bringen 
wir  nämlich  in  jeder  der  drei  Gleichungen  die  rechten  Seiten  auf  Null, 
multipliciren  sie  mit  willkürlichen  unendlich  kleinen  virtuellen  Verschie- 
bungen Sxiy  öffi,  8zi  der  Punkte,  addiren  sie  alle  drei  und  summiren  hier- 
auf nach  i  durch  das  ganze  System  hindurch,  so  ergibt  sich 
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*{(^^- *)'*  +  (-<  Sf-^^  +  ^^F-*)'*}-0' 

eine  Gleichung,  welche  vermöge  der  Willkürlichkeit  der  Grössen  dx,  öy,  6  z 
gleichbedeutend  mit  den  3n  Bewegungsgleichnngen  des  Systems  ist. 

.,  dPxi  cPf/i  d2  Zi 

Sowohl  das  System  der  Kräfte  w»,-  —^ ,    wt,-2  ,    ni{  - g  -,  oder,  was 

Ot  ot  ot 

dasselbe  ist,  der  Kräfte  m{  g>,- ,  deren  Componenten  sie  sind,  als  das  System 
der  gegebenen  Kräfte  Pt  (X,-,  J,-,  Z,)  vermag  dem  Punktsystem  die  Be- 
wegung zu  erth eilen,  welche  dasselbe  annimmt.  Daher  sind  beide  Kräfte- 
systeme äquivalent  und  halten  sich  folglich,  wenn  man  eines  von  ihnen, 
z.  B.  das  letzte,  umkehrt,  Gleichgewicht.  Nach  dem  Princip  der  virtuellen 
Geschwindigkeiten  für  ein  freies  System  muss  daher  die  Summe  der  vir- 
tuellen Arbeiten  aller  Kräfte 

cPx{  d?yi  cPzi 

mij?-Xi>   M,-^~r"    mi~d?~Zt 


für  jede  beliebige  virtuelle  Verschiebung  des  Systems,  d.  h.  für  jede  Wahl 
der  Grössen  <?#,-,  <?#,-,  özi  verschwinden.  Dies  ist  der  Sinn  der  vorstehenden 
Gleichung. 

Die  Kräfte  *»,-  g>t ,  welche  den  Systempunkten  w,  ihre  Bewegung  zu 
ertheilen  vermögen  und  zwar  jedem  für  sich  so,  als  ob  er  nicht  mit  den 
übrigen  das  System  bildete,  heissen  bei  manchen  Autoren  Effectivkräfte 
und  im  umgekehrten  Sinne  genommen,  Beactionskräfte.  Da  es'  für  das 
Gleichgewicht  einerlei  ist,  welches  von  den  beiden  Kräftesystemen,  das  der 
micpi  oder  das  der  P,-,  umgekehrt  wird,  so  kann  man  den  Inhalt  jener 
Gleichung  auch  so  aussprechen: 

Das  System  der  gegebenen  Kräfte  P,-  und  das  der  Beactions- 
kräfte —  Wifpi  halten  sich  in  jedem  Augenblicke  während  der 
Bewegung  an  dem  Punktsysteme  Gleichgewicht. 

Da  die  gegebenen  Kräfte  P,,  welche  auf  das  System  einwirken,  den 
Bewegungszustand  jeden  Augenblick  abändern,  so  muss,  damit  der  Be- 
wegungszustand für  jeden  Zeitmoment  bestimmt  werden  könne,  derselbe 
für  irgend  eine  Zeit,  z.  B.  für  t  =  0  gegeben  sein.  Für  diesen  Anfangs- 
zustand müssen  die  Geschwindigkeiten  aller  Systempunkte  nach  Grösse, 
Richtung  und  Sinn  bekannt  oder  wenigstens  solche  Bedingungen  gegeben 
sein,  mit  Hülfe  deren  sie  sich  ermitteln  lassen.  Uebrigens  kann  dieser 
Anfangszustand  auch  der  Zustand  der  Ruhe  des  Systems  sein.  An  Stelle 
der  Anfangsgeschwindigkeiten  kann  man  auch  ein  System  von  Momentan- 
kräften K(  geben,  welche  fähig  sind,  dieselben  zu  erzeugen.  Dies  System 
ist  alsdann  dem  System  der  Momentankräfte  wi,-  r,-  für  die  Zeit  (  =  0 
ebenso  äquivalent,  wie  das  System  der  Kräfte  P,  es  in  Bezug  auf  m(-  cpi  ist. 
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Sind  3iy  H{)  Zi  die   Componenten  von  Kiy  so   führen   dieselben   Schlüsse, 
wie  oben,  zu  der  Gleichung 

welche  vermöge  der  Willkürlichkeit  der  Grössen  <$#,-,  dyt-,  öz{  in  3n    Glei- 
chungen zerfällt  werden  kann. 

§.  2.  Wir  wollen  die  Hauptgleichung  des  §.  1  in  die  Form  bringen; 

2nti  ($"' SXi + i? iyi + §'  '*) =  *(*'*  +  r'*y'  +  z<**0- 

Sie   drückt   aus,   dass   die  virtuelle  Arbeit  der  Kräfte  ro,qp,  der  virtuellen 
Arbeit  der  Kräfte  P,  gleich  ist  für  jede    beliebige  Verschiebungsart    des 
Systems.     Sind  nun  Xiy   Y^  Zi  die  partiellen  Differentialquotienten    einer 
Function   U  der  Coordinaten  der  Systempunkte  nach  £,,  y,-,  ^  genommen, 
nämlich 

*-.!£       r.-^       *_*£ 

c?a?,-  öy,-  <7£,- 

so  wird  die  virtuelle  Arbeit  der  Kräfte  P«  rechter  Hand: 

und  nimmt  jene  Gleichung  die  Form  an: 

v      (&** x       i    **#  a       i    '*  x    \        X  TT 

Die  Function  U,  deren  Natur  in  den  einfachsten  Fällen  bereits  S.  193  er- 
örtert wurde  und  welche  den  Namen  „Kräftefunction"  führt,  kann  in  folgen- 
den Fällen  leicht  gebildet  werden: 

1.  Wenn  auf  die  Systempunkte  Kräfte  P«  von  constanten  Richtungen  (a»|J»yi) 
und  Intensitäten  wirken.    Denn  für  eine  solche  ist 

Xi  —  P»  cos  cci ,      Yi  =—  P»  cos  ßi ,     Zi  =  Pi  +  cos  y,- , 

Xi  dxi  +  Y»  dy»  +  Zi  dzi  =  P,-  (cos  a»  •  dar,  +  cos  fr  •  dy»  +  cos  y*  •  d*« ) 

=»  d  •  P,-  faj  cos  a,  +  y%  C0B  ß»  +  *i  cos  y/ )  , 
mithin 

U  =»  27Pi  (ar,  cos  a,  +  yt-  cos  ßi  +  2,-  cos  y, )  ~  2;  (A,-  a*  +  P,  y,-  +  C,  zi ) , 
wo  Aiy  Pi,  Ct  von  t  unabhängig  sind,  aber  mit  i  variiren  können. 

2.  Wenn  Kräfte  P»  wirken,  deren  Richtung  senkrecht  zu  festen  Ebenen 
x  cos  «t  +  y  cos  ßi  +  z  cos  y,-  —  p  =  0  und  deren  Intensitäten  Functionen  /ifai) 
von  dem  Abstände 

Qi  =»  —  (xi  cos  a,  +  yt-  cos  ßi  +  *»  cos  y»  —  p) 

der  Systempunkte  von  diesen  Ebenen  sind.    Denn  dann  ist 

Xi  —  fi  (Qi)  cos  a,- ,     Yi  =  fifai)  cos  (fr ,    Zi  =»  /*•  ($»■)  cos  yt ; 

Xi  da:,-  +  Yi  Öyt  +  Z,-  £*,-  »  /V  (9,)  [cos  cr<  •  Sxt  +  cos  £,-  •  dyt  +  cos  y/  •  dti  ] 

«  —  fi  (eO  •  d?.-  =  ä  -f—ft  b*)  d&> 
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mithin 

U—£f-fi{gi)dQi. 

3.  Wenn  die  Kräfte  P%  Attractionen  nach  festen  Centren  d  (o»,  bij  d)  und 
ihre  Intensitäten  Functionen  der  Entfernung  n  von  diesen  sind.  Dann  wird 
nämlich 

XiSxi+  YiSyi  +  Zi8zt  =  -Pi  p~-  ***  +  ^—  **+*~*  **] 

y7id  0y«  dz;        )  J 

also 

U—Ef—Pidn. 

4.  Wenn  die  Kräfte  P»  gegenseitige  Anziehungen  der  Systempunkte  unter 
einander  sind.  Bezeichnen  wir  nämlich  die  Intensität  der  Kraft,  mit  welcher  sich 
die  Massen  um  und  m*  anziehen,   durch  Pt*,   so  sind  die  Componenten  der  an 

twi  angreifenden  Kraft  —  Pu  ^— ,     —  Pik -zr-; ,    —  Pit-g-7,    oder  wenn    man 

/—  Pttdft*  =*  -Bi*  setzt:    ~— —  ,    -5-^- ,    -5— —  .    Die   Componenten   der  an  mit 
cxi       oy%        ozi 

angreifenden  Kraft  sind  dann  ebenso  -5—^-.,   -x— -  ,   -3 —  •    Nun   wirken    auf  m, 
e  da*       dy*        OZk  1 

Kräfte  in  den  Richtungen  nach  allen  übrigen  Punkten  roa ,  ro3 ,  .  .  .  mn ,   daher 

sind  die  Componenten  der  ganzen  an  m1  wirkenden  Kraft: 

d  (R„  +  B»  +  ■  ■  ■  Ri») 

1 3*  ' 

„       8  (.R,,  +  Blt  +  • .  •  Bi .) 
Z, ^ 

Für  den  Punkt  ro8  erhält  man  ebenso  Xi}  Yiy  Ziy  indem  man  die  eingeklam- 
merte Summe  durch  J?„,  +  -B«  +  •  • '  +  A»  ersetzt  u.  s.  f.  Die  Grössen  R 
hängen  nur  von  den  Coordinaten  der  beiden  Punkte  ab,  deren  Indices  ihnen  an- 
gehängt sind ;  es  sind  daher  die  Differentialquotienten  derselben  nach  Coordinaten 
mit  anderen  Indices  Null.  Daher  kann  man  der  Summe  i?18  +  J?13  •  •  •  +  A» 
die  Summe  aller  übrigen  M  zufügen  und  erhält  die  Kräftefunction 

sodass 

v        du       v       dU       „       dU 

Xi™dx7'    Yi=W    Zi~Tzl' 

Xifixi  +  YiSyt  +  ZiSzi  =*8U. 

6.  Wenn  auf  Punkte  des  Systems  theils  Kräfte  der  unter  1.,  theils  solche, 
welche  unter  2.,  3.  oder  4.  aufgeführt  sind,  wirken.  Die  Kräftefunction  ist  dann 
die  Summe  von  Gliedern,  welche  von  den  den  einzelnen  Kräftegruppen  ent- 
sprechenden Kräfbefunctionen  gebildet  werden.  Die  Attractionsgesetze,  welche 
hierbei  zu  Grunde  gelegt  werden  können,  sind  willkürlich,  können  auch  von  Punkt 
zu  Punkt  verschieden  sein,  sowohl  nach  der  Kraftintensität  als  auch  nach  dem 
Sinne  der  Kraft,  als  auch  nach  der  Stärke  der  Anziehung  in  der  Einheit  der  Ent- 
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fernung.  Auch  ist  es  nicht  nöthig,  anzunehmen,  dass  jedes  Centrum  alle  Massen 
anzieht. 

§.  3.  Sollen  an  die  Stelle  der  3n  Coordinaten  xly  ylf  zx\  x%%  ya,  z21  .  .  .  xHl 
yn,  Zn  neue  Coordinaten  },,  9{,...93*  in  die  Bewegnngsgleichungen  oder  in  die 
Hauptgleichung  des  §.  1  eingeführt  werden,  so  gestaltet  sich  die  Ausführung  dieser 
Operation  folgendcrmassen.    Man  multiplicire  die  Sn  Gleichungen 

d*Xi        v        _  d2yt  ä*Zi    „ 

resp.  mit  -^-^ ,   -~^- ,   -~-1  ,  addire  sie  und  summire  nach  t.     Man  erhält  dann: 
dq$      oq%       dq$ 

'-»  (d*xi  dxi       d*yi  dyi    ,    d'z>  dzi\   '-« /      dxi    ,   v  dyi    ,    „  0*\ 

Indem  man  nun  dem  Index  8  die  Werthe  1,  2,  .  .  .  3n  beilegt,  erhalt  man  3n 
Gleichungen  dieser  Art  und  indem  man  sie  mit  den  willkürlichen  Variationen 
^0i»  äft>  .  .  .  dqan  der  neuen  Variabelen  multiplicirt  und  addirt,  weiter: 

.^  (d*Xi  dxi    ,d*y*  dyi    .d*Zi  d  Zi\ 

-wfii^  +  ^  +  ah**"    ' 

Indem  man  die  Ordnung  der  beiden  Summationen  umkehrt,  erhält  man 
Die  Vergleichung  dieser  Gleichung  mit  der  früheren 

£ mi (li**  Sxi  +  d%d P  s yi  +  ddt~*  Szi)a£ (x* 8xi  +  Yi 's"  +  Zi **i ) 

zeigt,  dass  an  die  Stelle  der  Variationen  8xi,  £y,-,  8zi  blos  die  Ausdrücke 

%Xi  x~    _i_  Sxi   x~    ^  i     &*<    * 

85"  **+*£-  «&  +  -  +  ^--«»- 

treten.  Existirt  eine  Kräftefunction  £7,  so  nimmt  die  rechte  Seile  der  Gleichung 
die  Form  an: 

/     dxi         v  dyi    .    „    dzi\ 

a  i  \dxt   dqn  "*"  #y*    dg,    •"  0*,-   dg^y    3*a*  ,   £g. 

Die  neuen  Coordinaten  q  sind  von  einander  unabhängig,  wie  die  Coordinaten 
x,  y,  z  und  zerfällt  die  obige  Gleichung  in  3n  Gleichungen,  indem  man  die  Coeflfi- 
cienten  der  g, ,  qif  .  .  .  q$n  der  Reihe  nach  gleich  Null  setzt. 
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v 


§.  4.  Wir  nehmen  jetzt  an,  das  System  der  Massenpunkte  m{  sei  ' 
nicht  mehr  frei,  sondern  Bedingungen  unterworfen  und  stellen  die  Diffe- 
rentialgleichungen der  Bewegung  für  dasselbe  auf.  Wir  beschränken  uns 
hierbei  aber  ausdrücklich  auf  solche  Bedingungen,  deren  Einfluss  durch 
Kräfte  von  bestimmter  Intensität  und  Richtung  vertreten  werden  kann  und 
welche  analytisch  durch  Bedingungsgleichungen  zwischen  den  Coordinaten 
der  Punkte,  welche  ihnen  genügen  sollen,  darstellbar  sind.  Von  Bedingungen, 
welche  durch  Ungleichungen  ausgedrückt  werden,  sehen  wir  ab.  Ersetzen 
wir  die  Bedingungen  durch  Kräfte,  so  kann  das  System  als  ein  freies  an- 
gesehen werden.  Es  seien  &i]  die  Resultanten  aller  Bedingungskräfte,  welche 
an  den  Punkten  ro*  angreifen,  Ä*0,  /S*0,  ffl  ihre  Componenten;   indem  wir 

*  y  *  i 

diese  den  Componenten  X,,  Y,,  Z,  der  äusseren  und  inneren  Kräfte  hinzu- 
fügen, erhalten  wir  gemäss  §.  1  als  Bewegungsgleichungen:  ■ 

m  ---  =  X-  4-  S®        m  ~Vi-  =  K  4-  &a         m.  ^üi  =  z  4-  #0 
dt2  ^    *  '  dt2        Xt^y'        m%  dt2  %  ^    '  ' 

worin  die  Grössen  S®.  S®,  S®  aber  noch  zu  bestimmen  sind.    Indem  wir  ; 

x  '      y  '      m  | 

ähnlich,  wie  §.  1  verfahren  und  die  Bewegungsgleichungen  mit  den  Com- 
ponenten ÖX{,  dyi}  özi  willkürlicher  virtueller  Verschiebungen  multipliciren, 
sie  addiren  und  hierauf  nach  dem  Index  i  summiren,  ergibt  sich  die  eine 
Gleichung 

welche  aber  wegen  der  Willkürlichkeit  der  da?,,  dyf-,  ÖZ{  wiederum  in  die 
ursprünglichen  3n  Gleichungen  zerfällt  werden  kann. 

Denkt  man  sich  die  Glieder  auf  der  linken  Seite  dieser  Gleichung 
mit  entgegengesetzten  Zeichen  den  Gliedern  rechter  Hand  zugefügt,  so 
drückt  dieselbe  den  Satz  aus: 

Die  gegebenen  Kräfte  Pt,  die  Reactionskräfte  — fn$g>i  und 
die  Bedingungskräfte  S&  halten  sich  während  der  Bewegung 
jeden  Augenblick  Gleichgewicht  an  dem  System  der  Punkte  *n,-, 
wie  an  einem  freien  System  von  einander  unabhängiger  Punkte. 

Es  seien  (Fig.  139)  P{  und  £M  die  Resultanten 

der    gegebenen    und    die    der     Bedingungskräfte 

am    Massenpnnkte    tw,.      Die    Resultante    von    Pt 

-mil       ™f\       ~ymvi     und  8&  ist  die  Effectivkraft  m/qp,.    Bringen  wir 

sie    und    die   ihr    entgegengesetzte    Reactionskraft 
.  Pig  13g  — tHi^pi  an,  wodurch  die  Wirkung  von  P,  und  #'"> 

nicht  alterirt  wird  und  bilden   die  Resultante  Q{ 
von  Pi  und  -  mnpi,  so  folgt  —  [w,^]  +  [i>]  +  [SP]  =  [Qf]  +  [#«>]  =  0, 

Scbxll,  Moohanik.  II.  32 


498  !>%Ak»bertf8  Princip.  IV.  Th.,  Cap.  V,  §.  4. 

v  d.  h.  dass  Qi  entgegengesetzt  gleich  £W  ist.  Weiter  folgt,  dass  P,-  in  die 
beiden  Cbmponenten  m.g?,  und  Qi  zerfallt.  Da  von  diesen  die  Kraft  m,<p, 
die  Bewegung  des  Punktes  mt  für  sich  bestimmt,  so  nennt  D'Alembert 
die  Componente  Qi  von  P,,  weil  sie  nichts  zur  Bewegung  beiträgt,  viel- 
mehr der  Bedingungskrafb  $°  Gleichgewicht  zu  halten  hat,  eine  verlorene 
Kraft.  Da  dieselbe  Betrachtung  für  alle  Punkte  gilt,  so  kann  der  Inhalt 
des  vorstehenden  Satzes  auch  so  ausgesprochen  werden: 

Während  der  Bewegung  des  Systems  halten  jeden  Augen- 
blick die  verlorenen  Kräfteden  Bedingungskräften  (Spannungen, 
Pressungen)  Gleichgewicht. 

Sind  daher  6q(  und  öa{  die  Projectionen  der  virtuellen  Verschiebung 
ösi  des  Punktes  w,  auf  Qi  und  &*> ,  so  ist  unter  Anwendung  des  Princips 
der  virtuellen  Geschwindigkeiten  £  (Qidqi  +  S^Sai)  =  0. 

Restituirt  man  die  Bedingungen  selbst  für  die  Kräfte  5(t),  so  wird 
28®Sai  =  0,  also  ZQi&qi  =  0,  d.  h.: 

Während  der  Bewegung  des  Systems  halten  jeden  Augen- 
blick mit  Rücksicht  auf  die  Bedingungen,  denen  das  System 
unterworfen  ist,  die  verlorenen  Kräfte  sich  Gleichgewicht  und 
ist  mithin  die  virtuelle  Arbeit  derselben  für  jede  mit  der  Natur 
des  Systems  vereinbare  Verschiebung  Null. 

Dieser  Satz  führt  den  Namen  des  D'Alembert' sehen  Princips,  weil 
er  von  diesem  Mathematiker  zuerst  aufgestellt,  in  einem  Memoire  1742 
der  Pariser  Academie  vorgelegt  und  in  seinem  Tratte  de  mdcanique  (II^me 
partie,  Chap.  I)  1743  vollständig  begründet  wurde.  Mit  Hülfe  der  obigen 
Gleichung  wird  er  durch  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  ana- 
lytisch  eingekleidet  und  dient  dazu,  die  Probleme  der  Bewegung  der  Systeme 
auf  Probleme  des  Gleichgewichts  zurückzuführen. 

Durch  Einführung  der  Bedingungskräfte  fiW  machten  wir  das  System 
zu  einem  freien  und  waren  in  Folge  dessen  die  Variationen  £#,-,  öyiy  Set 
vollkommen  willkürlich.  Es  genügt  aber  zum  Gleichgewichte  von  Kräften 
an  einem  Bedingungen  unterworfenen  System,  dass  nur  solche  Variationen 
eingeführt  werden,  welche  mit  den  Bedingungen  verträglich  sind.  Für  solche 
ist  aber  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  der  Bedingungskräfte  £(,) ,  näm- 
lich £(S®tZi  +  SViöyi  +  &?dzi)  =  0.  Sind  also  L  =  0,  M  =  0, 
iV=0,  ...  die  dem  System  vorgeschriebenen  Bedingungsgleichungen,  so 
kann  die  obige  Gleichung  zweckmässig  durch  das  Gleichungssystem 

2  i  ("*  t?  ~  x) dXi  +  (m<  §  ~  Y<) dy<  +  (**  i?  ~  z)  M -°» 


idLx  dL  dL  x    \ 
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ersetzt  werden. 

Es  bleiben  nun  noch  die  Grössen  S®,  ^K  S®  zu  bestimmen,  um  die 
Differentialgleichungen  der  Bewegung  der  einzelnen  Systempunkte  voll- 
ständig zu  geben.  Hierzu  bedienen  wir  uns  der  Eul er' sehen  Methode  der 
Multiplicatoren,  die  wir  bereits  Th.  III,  Cap.  IX,  §.  8  (S.186)  bei  der  Aufstellung 
der  Bedingungen  des  Gleichgewichts  anwandten.  Von  den/3n  Variationen 
d#(,  <Ji/M  6z(  sind  nämlich  nur  3n  —  x  von  einander  unabhängig,  wenn  x 
die  Anzahl  der  Bedingungsgleichungen  ist,  indem  durch  die  zweite,  dritte, 
. . .  xte  der  Gleichungen  des  vorstehenden  Gleichungssystems  x  Variationen 
durch  die  übrigen  ausgedrückt  und  aus  der  ersten  Gleichung  eliminirt 
werden  können.  Multiplicirt  man  daher  behufs  dieser  Elimination  die 
zweite,  dritte,  . . .  Gleichung  resp.  mit  den  noch  unbestimmten  Multiplica- 
toren  Ä,  ft,  v,  . . .,  deren  Anzahl  x  ist  und  addirt  sie  zur  ersten  Gleichung, 
so  können  A,  p,  v,  ...  so  bestimmt  werden,  dass  die  Coefficienten  von  x 
Variationen  Null  durch  diese  hierdurch  eliminirt  werden.  Da  die  übrigen 
Variationen  alsdann  von  einander  unabhängig  und  vollkommen  willkürlich 
sind,  so  erfordert  das  Bestehen  der  gewonnenen  Gleichung,  dass  auch  ihre 
Coefficienten  verschwinden.  Demnach  sind  in  jener  Gleichung  alle  Coeffi- 
cienten der  Variationen  gleich  Null  zu  setzen.  Die  Ausführung  dieser  Rech- 
nung ergibt  unmittelbar  die  3n  Gleichungen  der  Bewegung,  nämlich: 


at  öZi  cZi  vZi 

Sie  wurden  zuerst  von  Lagrange  gegeben. 

Vergleicht  man  sie  mit  den  obigen  Bewegungsgleichungen,  nämlich 

«i  ^r  -  *  +  s^,     «.^f-ü  +  flM,     m,  ^  =  z,  +  #;>, 

so  erhält  man  als  Componenten  der  Bedingungskräfte  &(,) : 
^        , dL    ,       dM   .       3N  , 

x  0#|  OXi  €  X{ 

Wi.        dz,  .     aar  .     dN  .  ,  n  „ 

^_i"+    «*  +  •?*+... 

32* 
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Die  Bedeutung  der  einzelnen  Glieder  dieser  Ausdrücke,  sowie  die  der  Multi- 
plicatoren  A,  p,  v,  ...  ist  dieselbe,  wie -sie  S.  188  angegeben  wurde.  Um 
die  Multiplicatoren  wirklich  darzustellen,  muss  man  die  Bedingungsglei- 
chungen L  =  0,  -3f=0,  -^==0,  ...  zweimal  differentiiren,  indem  man 
#i)  Vi,  zi  als  Functionen  von  t  behandelt  und  sodann  in  die  zweiten  Diffe- 

<Pxi     cßpi     dP&i 
rentialgleichungen  derselben  für  -yj  ,   ~-2,   --v-  die  Ausdrücke 

einsetzen.    Dies  liefert  x  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  A,  p,  v,  ... 

Zur  Bestimmung  der  Bewegung  des  Systems  ist  die  Kenntniss  des 
Anfangszustandes  erforderlich.  Sind  Sif  H,,  Z,  die  anfanglichen  Momentan- 
kräfte, welche  auf  wt,-  stossend  wirken,  so  hat  man: 

„  (02,  #    ,  ax(    ,  8X1 

„  /aar ,    .  aaf ,     .  ajfi     „       J     n 

«,  f  wr ,    .  BN ,    .  ajv\ 

aus  welchen  man  für  die  anfanglichen  Momentankräfte  mit  Hülfe  eines 
Multiplicatorensystems  Xlf  pk ,  vn  ...  findet : 

at  €  Xi  cXi  oxi 

* 

d&        tj  _l  ,    dL    i        aJlf  j^      a^   .  t  —  1,  2,  3, .  . .  *, 

mi  ~17  =  Z»  +  Ai  äT  +  fho;  +  vi  TT  H 1 

a£  0£,-  ctf*  c?^| 

Um  Al?  ftx,  vn  .  . .  zu  bestimmen,  hat  In  an  in  die  ersten  Differential- 
gleichungen von  X  =  0,  J£  =  0,  2V=  0,  ...  die  Ausdrücke 

=-(*+a«S7+-)'  *  (*+^+4  s-(*+C+-) 

einzuführen. 

Setzt  man  in  den   Gleichungen    der   Bewegung   die  Beschleunigungs- 

componenten  — j,   -~ ,  — j  gleich  Null,  so  erhält  man  die  Bedingungen 

des  Gleichgewichts,  wie  sie  S.  187  angegeben  sind. 
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Vermöge  der  Bedingungsgleichungen,  deren  Anzahl  %  ist,  hängen  die 
Coordinaten  der  i  Systempunkte  von  einander  ab  und  ist  daher  die  Be- 
wegung aller  bekannt,  wenn  es  die  einer  gewissen  Anzahl  ist.  Daher  sind 
von  den  3n  obigen  Bewegungsgleichungen  nicht  alle  von  einander  unab- 
hängig. Dies  sind  die  3n  —  x  nach  der  Elimination  von  x  Variationen 
übrig  bleibenden  Gleichungen.  Sie  bestimmen  zusammen  mit  den  x  Be- 
dingungsgleichungen wieder  3n  Gleichungen  für  die  n  Punkte.  Ist  das 
System  z.  B.  unveränderlich  und  frei,  so  sind  die  Bedingungsgleichungen 
die,  welche  die  constante  Entfernung  der  Systempunkte  von  einander  aus- 
drücken und  von  der  Form 

z=°(xi-  xky  +  (Vi  -  Vky  +  (*,  -  zky  -  c  =  o. 

Ihre  Anzahl  ist  x  =  3w  —  6,  indem  für  drei  Punkte  drei,  fttr  jeden  der 
n  —  3  übrigen  drei  weitere  Bedingungen  erforderlich  sind.  Daher  ist  die 
Anzahl  der  von  einander  unabhängigen  Bewegungsgleichungen  des  freien 
unveränderlichen  Systems  3n  —  (3n  —  6)  =  6.  Dieselben  ergeben  sich, 
wie  wir  bald  zeigen  werden,  durch  Elimination  von  &(0,  $*\  Sjp  sehr  ein- 
fach wieder. 

Da  die  3w  —  x  Differentialgleichungen  der  Bewegung  von  der  zweiten 
Ordnung  sind,  so  führen  sie  2  (ßn  —  x)  =  6n  —  2x  Constanten  durch  die 
Integration  ein.  Dieselben  bestimmen  sich  durch  die  Anfangswerthe  der 
Coordinaten  und  der  Geschwindigkeiten,  deren  Zahl  6«  ist,  zwischen  denen 

dL  dM 

aber  2x  Bedingungen  L  =  0,  M  =  0,  . . .,  —  =  0,  -j-  =  0,  ...  be- 

stehen,,  sodass  zu  ihrer  Bestimmung  die  nöthige  Anzahl  ßn  —  2x  Glei- 
chungen vorhanden  ist. 

§.  5.  Aus  dem  D 'AI  ember  fachen  Princip  kann  ein  anderes  Princip  ge- 
folgert werden,  welches  von  Gauss  aufgestellt  und  von  ihm  das  Princip  des 
kleinsten  Zwanges  genannt  wurde.  Den  etatischen  Theil  desselben  lernten 
wir  bereits  S.  278  kennen. 

Es  sei  (Fig.  139)  A  der  Ort  des  Massenpunktes  im  zur  Zeit  t,  B  der  Ort,  an 
welchen  er  zur  Zeit  t  +  dt  gelangen  würde,  wenn  die  Kraft  P»  auf  ihn  als  einen 
freien  Punkt  wirken  würde,  d.  b.  wenn  die  Bedingungen,  denen 
rm  ah  Systempunkt  genügen  muss,  nicht  vorhanden  wären.  Nach 
B  würde  er  vermöge  der  in  A  zur  Zeit  t  erlangten  Geschwindigkeit 
und  der  Beschleunigung,  die  ihm  P,  ertheilt,  gelangen.  Es  sei  ferner 
C  der  Ort,  an  welchen  rm  am  Ende  der  Zeit  t  +  dt  vermöge  seiner 
Geschwindigkeit  und  der  Wirkung  der  Kraft  im<pi  oder,  was  das- 
selbe ist,  vermöge  der  Kraft  P»  und  der  Bedingungen,  welche  ihm  seine  Ver- 
bindung mit  dem  System  auferlegen,  wirklich  gelangt.  Die  Kraft  P»  zerfallt  nun 
in  die  Kraft  mapi  und  die  verlorene  Kraft  Qi,  welche  ihn,  ohne  dass  er  weiter 
Geschwindigkeit  besässe,  von  A  nach  D  um  die  Strecke  AD  ■*■  CB  im  Zeit- 
elemente   d  t    fortführen    würde.     Nach    B.   I ,    S.   323    hat    man ,    indem    man 

tp=*-Q-,  d  =  AD  setzt,  AD  =  1  -^-  •  dt1  und  folglich  Qi  «-  2  m,  •  -^ ,  also 
^       tm  rm  °         *  dt*  ' 
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der  Strecke  CD  proportional.  Nach  dem  D 'AI  emb  er  fachen  Princip  halten 
nun  die  verlorenen  Kräfte  Qi  am  System  Gleichgewicht  und  ist  also  die  Summe 
ihrer  virtuellen  Arbeiten  für  jede  mit  den  Bedingungen  des  Systems  vereinbare 
virtuelle  Bewegung  Null  oder  negativ.  Es  sei  nun  y  der  Ort,  an  welchen  m%  ver- 
möge irgend  einer  solchen  virtuellen  Bewegung  gelangen  würde,  sodass  Ay  seine 
virtuelle  Verschiebung  darstellt.  Da  [Ay]  =  [AC]  +  [Cy]  ist,  so  wird  die  Pro- 
tection von  Ay  auf  die  Richtung  der  Kraft  Q,  nämlich  auf  die  Richtung  von  AD 
gleich  der  Summe  der  Projectionen  von  AC  und  Cy  auf  AD  und  wenn  die  Winkel 
DAC  und  BCy  mit  i\  und  #  bezeichnet  werden  durch  AC .  cos  17  +  Cy  .  cos(r 
ausgedrückt.    Demnach  stellt 

Qi  (AC .  cos  rj  +  Cy  .  cosfr)  —  ^-  CB  .AC.  cos  17  +  ^-  CB.Cy.  cos* 

die  virtuelle  Arbeit  von  Qi  dar  und  muss  also  nach  dem  Princip  der  virtuellen 
Geschwindigkeiten 

ZZmi-CB-  AC-cosri  +  £2m-  CB  •  Cy  •  cos«"  <^  0 

sein.  Da  die  wirkliche  Verschiebung  AC  aber  auch  zu  den  möglichen  Verschic- 
bungen gehört,  so  ist  £2rm  -  CB  •  AC  •  cos  rj  ;>  0  und  bleibt  mithin 

2:2m,-  •  CB  •  Cy  •  costf  <  0. 

Nun  ist  yB**=  CB*  +  Cy*  —  2  •  CB  .  Cy  .  cos  3-  und  folglich 


Zw  •  y B*  —  Im,-  •  C52  —  Zm,  .  Cy*  —  2  £m,  •  CB  •  cos  y  cos  &. 

Da  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  in  Folge  der  eben  entwickelten  Bedingung 
unter  allen  Umständen  positiv  ist,  so  folgt,  dass  für  jede  beliebige  virtuelle  Be- 
wegung   

Zfm  •  CB*  <  27m,-  .  yB* 

ist.  Die  Linie  CB  stellt  die  Abweichung  des  Ortes  Ct  welchen  tm  zur  Zeit  t  +  dt 
wirklicn  einnimmt,  von  dem  Orte  B,  welchen  er  in  Folge  der  freien  Bewegung 
einnehmen  würde,  dar.  Ebenso  ist  yB  die  Abweichung  der  Lage  desselben 
Punktes  von  dem  Orte  der  freien  Bewegung,  welche  er  bei  irgend  einer  beliebigen 
anderen  mit  den  Bedingungen  des  Systems  vereinbaren  Bewegung,  als  der  wirk- 
lich erfolgenden,  einnehmen  würde.  Daher  ist  die  Summe  der  Produkte 
aus  den  Massen  der  Systempunkte  in  die  Quadrate  ihrer  Abwei- 
chungen von  der  freien  Bewegung  für  die  wirklich  erfolgende  Be- 
wegung unter  den  ähnlich  gebildeten  Summen  aller  anderen  mit  den 
Bedingungen  des  Systems  vereinbaren  Bewegungen  ein  Minimum. 

Die  Bewegung  des  Punktes  w»  als  eines  Systempunktes  ist  eine  gezwungene ; 
der  Zwang  rührt  von  Beiner  Verbindung  mit  dem  System  her.    Betrachtet  man 

Ena  •  CB*  als  das  Maass  dieses  Zwanges,  so  kann  der  vorstehende  Satz,  den 
man  nach  seinem  Entdecker  das  Gauss'sche  Princip  vom  kleinsten  Zwange 
nennt,  auch  so  ausgesprochen  werden:  Die  Bewegung  der  Punkte  eines 
irgend  welchen  Bedingungen  unterworfenen  Systems  erfolgt  in  jedem 
Augenblick  in  möglichster  Uebereinaiimmung  mit  der  freien  Be- 
wegung oder  unter  möglichst  kleinem  Zwange,  wenn  unter  dem 
Maasse  des  Zwanges,  den  das  ganze  System  in  jedem  Zeitelemente 
erleidet,  die  Summe  der  Produkte  aus  dem  Quadrate  der  Ablenkung 
jedes  Punktes  von  dem  Orte  seiner  freien  Bewegung  in  seine  Masse 
verstanden  wird. 
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Vgl.  Gauss,  Ueber  ein  neues  allgemeines  Grundgesetz  der  Mechanik  (Cr eile's 
Journ.  Bd.  IV,  S.  232  {1829]);  Scheffler,  Ueber  das  Gauss'sche  Grundgesetz 
der  Mechanik  (Schlömilch's  Zeitschrift  für  Mathem.  und  Physik.  III.  Jahrg. 
[1858]  S.  197). 

Für  den  Fall  des  Gleichgewichtes  der  Kräfte  P;  an  dem  System  fallen  die 
verlorenen  Kräfte  Q%  mit  den  Kräften  Pt  zusammen,   also  die  Punkte  D  mit  JB, 

C  mit  A  und  wird  Ztm  •  AB*  ein  Minimum  (vgl.  S.  278). 

Man  kann  die  Arbeit  bestimmen,  welche  die  Ablenkung  des  Systempunktes 
von  der  freien  Bewegung  erfordert.    Sie  ist 

ZQi .  CS 2Qi  •  ~BC  =  —  Ji  Ztm  •  BC* 

und  mithin  dem  Zwange  proportional.  —  Gauss  deutet  in  seiner  Abhandlung 
noch  auf  die  Analogie  des  Satzes  mit  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  hin; 
Möbius  hat,  wohl  hierdurch  veranlasst,  denselben  das  Princip  der  kleinsten 
Quadrate  genannt. 

Indem  man  die  Kraft  Qi  parallel  den  Richtungen  Cy  und  yB  in   die  Com- 
•ponenten  Q*.  und  Qf{  zerlegt  und  bedenkt,  dass  diese  Kräfte  den  Punkt  w,  um 

Gl  Qfi 

die    Strecken   Cy  =  ^—  -  dt*  und  yB  =  ± — -  dt*  fortführen  würden,  kann  man 

q.  q: 

wegen  CB*  —  \  ^-  dt*  •  CB  und  yB*  =»  ^  —  dt*  •  yB  ,  die  obige  Unglei- 
chung des  Princip8  auch  unter  der  Form 

£Qi-  CB<ZQi-  yB 

darstellen.  Das  Princip  erscheint  dann  unter  der  Gestalt  eines  Principe  der 
kleinsten  verlorenen  Arbeit.  Vgl.  Bachmaninoff,  das  Princip  der  klein- 
sten Arbeit  der  verlorenen  Kräfte  als  ein  allgemeines  Princip  der  Mechanik 
(Schlömilch's  Zeitschr.  für  Mathem.  n.  Physik  B..  24,  S.  206—220  [1880]). 

§.  6.  Zwei  Massenpunkte  m,  tri  bewegen  sich  frei  mit  gegebenen 
Anfangsgeschwindigkeiten,  indem  sie  allein  ihrer  gegenseitigen 
Anziehung  oder  Abstossung  unterworfen  sind;  welches  ist  die  Natur 
ihrer  Bewegung? 

1.    Ist  P  die  Kraftintensität,  mit  welcher  sie  sich   im  Abstände  r  anziehen 

__  JE   ^^  JE 

oder   abstossen,   so   greifen   an   m   und   m    resp.  die  Kräfte    X  =-  ^f  P , 

Y  -  If  P  V-^-y~  ,     Z  —  +  P  — -'  ;  X' X,  r F,  Z'  _  -  Z  an. 

Die  Gleichungen  der  Bewegung  sind  daher: 

d*x        v  d*y        v  d*z        „ 

m  d?  "" x'           md^SBYf         mdi*~sssZ' 
m  ~di* Xt  dt*       ~  Y'     m  d?»~ £' 

d*x  d* x 

Sie  geben  paarweise  addirt  m  — -  -|-  in  -r-j-  =■  0.   u.   s.  w. ,    mithin    durch    Inte- 

gration : 

dx   ,      ,  dx  dy   .      ,  dy        A  dg   .      ,  de' 

mdt+m-di"a'      mdi+mlu-<t>      mTt+mdi~v- 

Demnach  bleiben  die  Componentensummen  der  Momentankräfte  während  der  Be~ 
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wcgung  constant.  Setzt  man  daher  in  irgend  einem  Punkte,  z.  B.  im  Coordinaten- 
ursprung,  die  Momentankräfte  zusammen,  so  bleibt  die  Resultante  der 
Momentankräfte    nach   Grösse   und  Richtung   fortwährend   constant. 

Ihre  Intensität  ist  («2  +  ß*  +  y8)^  und  ihre  Richtungscosinusse  sind  «,  ß,  y  pro- 
portional. Dies  leuchtet  ein,  wenn  man  bedenkt,  dass  die  continuirlichen  Kräfte, 
welche  diese  Resultante  abändern  könnten,  nämlich  die  Anziehungen  .oder  Ab- 
stossungen  der  Punkte,  entgegengesetzt  gleich  sind.  Da  für  die  Coordinaten  xn 
yn  zx  des  Massenmittelpunktes  (m  +  *>0 xx*=*mx-\-  »V;  (m -f- m) yt «=  my-\-tri y; 
(m  -f-  m)  zx  =»  mz  +  mz  ist,  so  geben  die  vorstehenden  Gleichungen: 

(m  +  m')^  =  «,       («  +  m')^  =  (J,       («  +  m')  ^  -  y. 

Der  Massenmittelpunkt  besitzt  daher  constante  Geschwindigkeit 
von  constanter  Richtung;  sie  ist  Null,  wenn  die  Summe  der  Momentankräfte 
anfangs  Null  ist. 

2.    Man  erhält  weiter  die  Combinationen  der  Bewegungsgleichungen: 

/    d*z  d*y\    ,      ,  /  ,  d*z         .  d>y\       A 

/    d*x         d*z\    .      ,  /  ,  d*x         ,dV\       Ä 

\*  dt*  ~  x  5**7  +  m  l*  "3?  -  *  -ajrj  -  0, 

da 

yZ-zY-  (y'Z  -  $'Y)  ^(y-y)Z-(z-  z)  Y 

-  T  P  {(y  -  y)  <*-/)  -  (*-/)  (y-y'))  =-  o 

ist.  Diese  Gleichungen  drücken  aus,  dass  das  resultirende  Paar  der  continuir- 
lichen Kräfte  verschwindet.     Sie  geben  integrirt: 

/    dz  dy\    ,      ,  (  ,  dz         *dy\ 

m  \*  it~  *  di)  +  m  \»  di-zlit)-c" 


m  \z  -=-. 


m  \z 


(    dx  dz\    ,      ,  /  ,  dx'        ,  dz\ 

\zdl-xdt)^m\i  -dT-x  dl)  =  c" 

(     dy  dx\    .      ,  /  ,  dy         ,dx\ 

Demnach  ist  das  resultirende  Paar  der  Momentankräfte  während  der 
Bewegung  nach   Grösse    und   Axenrichtung  constant.    Seine  Grösse  ist 

(c?  +  c\  +  ci)  nn^  seine  Richtungscosinusse  sind  proportional  cn  c2,  c3.  Multi- 
plicirt  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  x  —  x,  y  —  y\  z  —  z ,  so 
liefert  ihre  Addition: 

c^  (x  —  x)  +  c2  (y  —  y )  +  c8  (5  —  z)  =  0. 

Da  nun  x  —  x\  y  —  y\  z  —  z  den  Richtungscosinussen  der  Verbindungslinie  der 
Punkte  m,  m  proportional  sind,  so  folgt:  Das  System  der  beiden  Punkte 
bewegt  sich  so,  dass  ihre  Verbindungslinie  fortwährend  zur  Axen- 
richtung des  resultirenden  Paares  der  Momentankräfte  senkrecht 
oder  also  zur  invariabelen  Ebene  desselben  parallel  bleibt.  Fallen 
die  anfänglichen  Momentankräfte  in  eine  Ebene,  so  erfolgt  die  Bewegung  der 
Punkte  in  dieser  Ebene.  Die  drei  Gleichungen  drücken  auch  aus,  dass  die  Summe 
der  Projectionen  der  Flächenräume,  die  von  den,   von  einem  festen 


m 
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Punkte  nach  den  beweglichen  Punkten  gezogenen  Badienvectoren 
beschrieben  werden,  auf  eine  beliebige  Ebene  constant  bleibt. 

3.  Man  kann  denselben  Gleichungen  nach  Poinsot  noch  eine  andere  Be- 
deutung abgewinnen.  Wählen  wir  die  invariabele  Ebene  zur  Ebene  der  YZ%  so 
sind  ca  und  c3  Null,  weil  sie  den  Richtungscosinussen  der  Axe  des  resultirenden 
Paares  proportional  sind,  welche  jetzt  in  die  x-Axe  fällt.  Aus  den  zwei  letzten 
der  Gleichungen 

/     dz  dy\  ,  [  ,  dz  ,  dy'\ 

(    dx  dz\    .      ,  l  ,  dx'         ,  dz\ 

m  \'  dl-xdi)  +  mV  Yt  -m?t)-0' 

(    dy  dx\    .      ,  {  ,  dy  ,  dx\ 

m\*di-yTt)  +  m\*dt-Vdi)-» 

erhält  man  daher  durch  Elimination  von  m,  in: 

L dx.  _ x dJ\ .  /•  dy  _« dx\  _  (j  dx'  _  xf  --)  -  (x  *V—v  dx) • 

V  dt       Xdt)'\Xdt       y  dt)       V    dt        Xdt)'\Xdt       V    dt) 

Nun  denke  man  sich  in  m  und  m  die  Tangenten  an  die  Bahnen  dieser  Punkte, 
lege  durch  sie  und  den  Coordinatenursprung  Ebenen  und  errichte  in  diesem  auf 
sie  die  Normalen  2V,  JV".  Sind  p,  g,  r  die  Richtungscosinusse  für  N,  so  bestehen, 
weil  sowohl  der  Punkt  a?,  y,  z  als  auch  der  Punkt  x  +  dx}  y  +  dy,  z  ~\-  dz  in 
die  zu  N  senkrechte  Ebene  fallt,  die  Gleichungen: 

px  -f-  qy  +  r*  =*  0» 

pdx-\-qdy  -±rdz=*  0, 
aus  welchen  man 

p  :  q  :  r  =  (ydz  —  zdy)  :  (zdx  —  xdz)  :  (xdy  —  ydx) 

zieht.    Ebenso  ergibt  sich  für  die  Richtungscosinusse  p ,  q\  r   der  Normalen  N': 
p  :  q  :  r'  =  (ydz'  —  z'dy)  :  (zdx'  —  x'dz')  :  (x'dy  —  ydx). 

Mit  Hülfe  dieser  Werthe  kann  die  aus  den  Bewegungsgleichungen  gezogene  Pro- 
portion so  geschrieben  werden :  q  :  r  =■  q  :  r.  Nun  sind  aber  die  Gleichungen 
der  beiden  Normalen  N%  N': 

x         y  z  ,       x         y  __  z 

p         q  r  p         q  r 

f/  z  1/  z 

und  folglich  -     =*  —  .   -?  «=»  -,-  die  ihrer  Projectionen  auf  die  invariabele  Ebene. 
q  r       q  r  ° 

Beide  sind  hiernach  identisch.  Legt  man  daher  durch  die  Tangenten  der 
Bahnen  der  Punkte  und  einen  festen  Punkt  Ebenen,  so  schneiden  sie 
die  durch  denselben  Punkt  geführte  invariabele  Ebene  in  einer  ge- 
meinschaftlichen Schnittlinie. 

4.  Da  der  Massenmittelpunkt  sich  mit  conet anter  Geschwindigkeit  geradlinig 
bewegt,  so  braucht  man  nur  die  relative  Bewegung  der  Punkte  m,  m  in  Bezug 
auf  ihn  weiter  zu  verfolgen,  um  das  ganze  Problem  zu  lösen.  Dazu  kann  man 
sich  der  Vereinfachung  bedienen,  dass  man  die  Richtung  der  Bewegung  jene» 
Punktes  zu  einer  Coordinatenrichtung  des  ursprünglichen  Systems,  z.  B.  zur  z  Rich- 
tung also  die  invariabele  Ebene  zur  Ebene  der  xy  wählt. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  Nr.  1  x  »  xl  +  J,  y  =  yx  +  ij,  z  =  zx  +  f; 
x  =*  xi  +  £'i   V '  a  Vi  +  Vt  *  *=■  zi  +  ii   wo  xi>  Vn  zi   die   Coordinaten   des 
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Massenmittelpunktes  und  £,  ij,  £,  ...  relative  Coordinaten  in  Bezug  auf  diesen 
Bind,  so  erhalt  man  vermöge 

d*xx  __  d%yx  __  d*zx 

~dt%   ~~  TP   ~~  ~di*~  : 

z.  B.  für  m,  die  Gleichungen: 


0, 


m 


m  -7-r  =  -}-  ^ -, 


■Sf-^'8- 


r 


Aus  m£  +  »»'{'=»  0  erhält  man  aber  durch  Addition  und  Subtraction  von 
tri £  weiter  (m  +  m)  {  =  m  (£  —  {')  und  ebenso  (m  -|-  m)  77  =  m'  (17  —  if), 
(m  +  »0  J  *■»  m'  (£  —  £')>  sodass  {',  17',  £'  aus  den  Gleichungen  für  m  verschwinden 
und  diese  werden: 


mm 


'    f  J    -    -T- 

dt> 


-  +  (m  +  m)  P  -J- ,      ^'^±(m  +  W')P), 


mm 


,  <**£       ^ 


f 


d^ 


+  (m  +  m')  P  ■>- 


Ihre  weitere  Behandlung  hängt  von  der  Natur  der  Kraft  P  ab.  Für  das  Newto ri- 
eche Attraotionsgesetz  sind  die  relativen  Bahnen  von  tn,  tri  um  ihren  Massen- 
mittelpunkt Kegelschnitte. 

Um  die  relative  Bewegung  des  Punktes  tri  gegen  m  zu  bestimmen,  würde 
man  aus  den  ursprünglichen  Gleichungen  Nr.  1  ableiten: 

d*  {pc_—  x)       d% (t/'~  y)       d*  (z  —  z) 

'     dt* 


dV 


dt' 


x  —  x  y  —  y  z  —Z 

worin  x  —  xf  y  —  y,  z  —  z  die  relativen  Coordinaten  von  m  gegen  m  sind  u.  s.  w. 

§.  7.  Zwei  schwere  Massenpunkte  w,  m  sind  durch  einen  bieg- 
samen Faden  mit  einander  verknüpft,  welcher  über  eine  verticale 
feste  Rolle  ohne  Reibung  hinweggeht.  Welche  Bewegung  nimmt 
dies  System  unter  Einwirkung  der  Schwere  an? 

Es  seien  x,  x    (Fig.  140)  die  Abstände  von  m,  tri  bis  zu   den  Berührungs- 
punkten des  Fadens  mit  der  Rolle  zur  Zeit  t\  die  gegebenen  Kräfte  P  sind  die 
vertikal   abwärts   wirkenden   Gewichte   mg%  tri  g\   die  Effectivkräfte 

d  x  d  x  ti!^  3T 

tn  j-fj  tri  -rry    und  die   verlorenen   Kräfte   mithin    mg  —  m  - -^ , 
ax  ax  dt 

.  d*x 
trig  —  tri  -TT«- .    Das  Gleichgewicht  derselben  erfordert  für  jede  mit 


dP 


der  Bedingung  x  +  *'  =  Const  vereinbare  virtuelle  Bewegung       » 

m  v  ~~  dtv  dx  +  m  v  ~~  ~di?)  8x  s=s°t   Sx  +  *X  =  °' 

Multiplicirt  man  die  zweite  dieser  Gleichungen  mit  X,  addirt  sie  zur 
ersten  und  setzt  die  Coefficienten  von  dx,  Sx  gleich  Null,  so  kommt 


d2x 
mdx^sssmg  +  Xi 


,  d*x  , 

m  -j-p  =  mg  +  X 


d  x        d^  x 
und  wenn  man,  um  zunächst  X  zu  bestimmen,  hiermit  die  Gleichung  -y^  + 


verbindet,  so  ergibt  sich 

X  = 


dt' 


dV 


2  tum  1mg • mg 

m  +  m     V  mg  +  *riy ' 


m 
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d.  h.  —  X  ist  das  harmonische  Mittel  der  Gewichte  mg,  mg.  Hiermit  werden 
die  Bewegungsgleichungen  der  beiden  Massen 

&  x        „        d*x'  ~  ~       m  —  m 

Sind  daher  m  und  m  gleich,  so  ist  G  =  0  und  die  Bewegung  beider  Massen  gleich- 
förmig; ist  G  nicht  Null,  so  ist  sie  gleichförmig  veränderlich.  Für  die  Geschwindig- 
keiten ergibt  sich 

und  da 1-  -=—  =-  0  ist,  so  sind  die  Anfangsgeschwindigkeiten  a  und  a   ver- 

at        dt 

möge   «  +  a'  ■•  0   einander   entgegengesetzt   gleich.    Für   die   Abstände   x,   x 

bat  man 

j-  —  \Gt*  +  «*  +  (?,        a;'  —  —  -iGJ*  —  a*  +  (T, 

wo  ß  -f-  jJ*  =  (7om*$. ,  nämlich  gleich  der  Länge  des  Fadens  weniger  des  Stücks, 
welches  auf  der  Rolle  aufliegt. 

Sind  nicht  die  Anfangsgeschwindigkeiten  a,  a  sondern  anfängliche  momen- 
tane Stosskräfte  meo,  mm  gegeben,  welche  in  der  Richtung  des  Fadens  wirken, 
so  liefert  das  D'Alenibert'sche  Princip  für  sie: 

dB  i     ,  *  dx'  '    '     i     1  r«     *         /^ 

w  j-  =  ma)  +  ^i      w»  -7^  =»  m  a>  +  *, ,    für  J  =  0, 

also 

mm'     ,      .      ,x         da;  da;'       mco  —  m'w' 

1  m  ~±-  m  af  a$  m  +  w 

Die  GrOssen  —  X  und   —  Jj   drücken  die  continuirlich  wirkende  Spannung  T  zur 

Zeit  t  und  die  momentane  Spannung  Tx   zur  Zeit  t  «=»  0  aus,  welche  der  Faden 

abzuhalten   hat.    Denn  indem   man   den  Faden  durchgeschnitten  und  an  seine 

Stelle  die  Spannung  T  eingeführt  denkt,  wird  z.  B.  die  Bewegungsgleichung  für 

d*x 
die  Masse  m  werden  m   7-a  — ■  mg  —  T,  deren  Vergleichung  mit  der  oben  auf- 

dt 

gestellten  T  =»  —  X  ergibt ,  u.  s.  w. 

Die  vorliegende  Aufgabe  und  ihre  Lösung  enthält  die  Theorie  der  Atwood- 
schen  Fallmaschine.  Für  m :  m'  =  7  : 8  erhält  man  deren  gewöhnliche  Einrich- 
tung, für  welche  G  ■■  ^g  wird. 

Man  kann  die  Aufgabe  etwas  verallgemeinern.  Die  Punkte  m,  m  seien  gc- 
nöthigt,  auf  zwei  Geraden  zu  bleiben,  welche  sich  tangirend  an  die  Rolle  an- 
Bchliessen  und  mit  der  Horizontalen  die  Winkel  er,  a  bilden.  Die  Gewichte  zer- 
fallen in  zwei  Componenten  mg  cosa,  mg  cos  a',  welche  durch  die  Normalwider- 
st&nde  der  Geraden  vernichtet  werden  und  mg  sin  er,  mg  sin  a',  welche  an  die  Stelle 
der  obigen  mg,  mg  treten.  Dies  ist  die  einzige  Modifikation,  welche  in  die  oben 
behandelte  Lösung  eingeführt  zu  werden  braucht,  um  die  Lösung  der  erweiterten 
Aufgabe  zu  erhalten. 

§.  8.  Eine  schwere  homogene  Kette  hängt  über  eine  verti- 
kale feste  Rolle  auf  beiden  Seiten  mit  ungleich  langen  Stücken 
herab;  welche  Bewegung  nimmt  sie  an?  Ist  2a  die  Summe  der  Ketten- 
stücke, welche  rechts  und  links  niederhängen,  von  den  Berührungspunkten  mit 
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der  Rolle  an  gerechnet  (ohne  das  auf  der  Bolle  anfliegende  Stück),  x  das  eine, 
2  a  —  x  das  andere  Stück,  so  ist  das  Gewicht  der  Differenz  2  {x  —  a)  die  be- 
schleunigende Kraft  des  Systems.    Man  erhält  daher  als  Bewegungsgleichung: 

d%x 
wo  (i  das  Gewicht  der  Längeneinheit  bedeutet.    Die  Integration  derselben  gibt: 

x  —  a=*Ac      a  +£e  a- 

War  die  Kette  anfangs  in  Ruhe  und  hing  auf  der  einen  Seite  die  Länge  a  -f  &> 
so  hat  man  zur  Bestimmung  der  Constanten  b  =  A  -{-  B,  0=»i  —  B9  wo 
letztere  Gleichung  mit  Hülfe  der  Gleichung  für  die  Geschwindigkeit  folgt.  Daher 
wird: 


(tyi    _iVi\ 


x 

Diese  Gleichung  gilt  bis  x  =  2a,  wo  die  Kette  bis  auf  ein  Stück  abgerollt  ist, 
welches  auf  der  Rolle  berührend  aufliegt.    Die  Zeit  t0  hierfür  ergibt  sich  aus 

Mit  Hfllfe  der  Relation  (ea  +  e-")'  —  (ea  —  e~a)%  =»  4  findet  sich  hierzu  noch 

e       "  —  e  <>, 


'VW1*- 

deren  Addition  zur  vorigen 


'.yi-'K+i/ü)"-1] 


ergibt,  woraus  t0  folgt.    Beispiel:    -r-  =■  -5-  • 

§.  9.  An  einem  biegsamen  Faden,  welcher,  mit  seinem  einen 
Ende  A  befestigt,  vertikal  herabhängt,  befinden  sich  zwei  schwere 
Massenpunkte  m,  m  ;  das  System  macht,  aus  der  Gleichgewichtslage 
herausgebracht,  Schwingungen  um  dieselbe.  Wie  sind.dieselben  be- 
schaffen, wenn  die  Entfernung  aus  dieser  Lage  sehr  klein  ist  und 
das  System  in  einer  Ebene  schwingt? 

Die  x-  und  y-Axe  seien  horizontal,  die  z-Axe  vertikal,  positiv  abwärts,  der 
Ursprung  der  Coordinaten  in  A.  Die  Länge  der  Fadenstücke  im,  mm  sei  a,  a. 
Ferner  sei  der  Winkel,  den  Am  mit  der  z-kne  bildet,  #  und  der  Winkel,  den 
die  Ebene  mAz  mit  der  xz -Ebene  bildet,  qp;  endlich  seien  #',  qp'  die  analogen 
Winkel  für  das  Fadenstück  mm.  Indem  man  die  Spannungen  2\  T'  der  Faden- 
stücke einführt,  erhält  man  sogleich  die  Gleichungen  der  Bewegung  beider  Massen 
m,  m\  nämlich: 

m  -r-,  =  —  T  sin  &  cos  qp  +  T  Bin  &  cos  qp  ,        w  -=-T  =  —  T   sin  v  cos  qp , 
a  *  a  t 

Wj  _£  ==  _  T  sin  6"  sin  qp  +  T   sin  &  sm  qp ,         wi  -=—■  »  —  T  sin  «f  sm  qp , 
in  -jt^  =  mg  —  jf  cos  &  +  2    cos  # ,  m     .--,  «=»  m  (7  —  T  cos  # . 
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Hierzu  kommen : 

x  =  a  sin  d  cos  <jp ,  x  =  a  sin  &  cos  <p , 

y  ss  a  sin  #  sin  <p ,  y'  =»  a  sin  &  sin  <p  , 

Diese  Gleichungen  vereinfachen  sich,   wenn  #,  &'  sehr  klein  sind  und   die  Be- 
wegung in  der  xz- Ebene  erfolgt.    Man  hat  dann  näherungs weise: 

m  f.?  «  -  T*  +  T'fr',       m'  ^  =-  -  TV,        ff  -  afr,        *'  =  afr  +  a'fr', 

c*  f  fl  fr 

HZ  rr\     t      rt*  f    €t     Z  /  nrw  #  •  * 

tn  -7-5-  =  »1^  —  jT  +  7  ,       w  -vyy  =*mg  —  Ty      *  «  a,  *  =  a  +  °  • 

Da  *,  xr'  constant  bleiben,   so  folgt  sofort  T'  =»  mgt   T  =  (m  +  »0  £•    Weiter 
erhalt  man: 


wa 


7  =  -(w  +  m)^  +  m^,        w  \a  ~^t  +  a    dtYj m9*- 


dt 

Multiplicirt  man  die  letzte  dieser  Gleichungen  mit  einer  unbestimmten  Grösse  X 
und  addirt  sie  zur  ersten,  so  kommt 

(m  +  Im')  *L*  +  lm'±.  dj*'  +  !-{(»  +  «')  9  +  m'  (1  -  1)  **}-  0. 

Bringt  man  diese  Gleichung  auf  die  Form 

setzt 

und  disponirt  über  X  so,  dass 

X  a    t  —  1_ 

«i  +  In»'        a    w  +  ro' 

wird,  so  geht  die  Gleichung  über  in  die  Form 

d*<p        g    m  +  m  ,       d*<p  g    m  +  m 

^  +  7Ä^W9"0    oder    ^+n9>-0;        naaiTfW; 

Die  beiden  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  für  X  sind  reell  und  ist  die  eine 
positiv,  die  andere  negativ;  auch  für  die  negative  Wurzel  ist  m  -\-  Im  positiv, 
wie  sich  aus  der  vorstehenden  Form  dieser  quadratischen  Gleichung  ergibt,  deren 
rechte  Seite  und  deren  Zähler  linker  Hand  für  ein  negatives  X  negativ  sind. 
Demnach  ist  der  Coefficient  von  <p  in  unserer  Differentialgleichung  positiv  und 
erhalten  wir  als  Integral 

9  —  #  +  x#'  —  a  cos  (nt  +  (J), 

oder  entsprechend  den  beiden  Wurzelwerthen  Xn  Xs  von  1,  zu  welchen  ni}  n„ 
gehören  mögen,  die  beiden  Integrale 

9>i  —  *  +  *i*'  —  «i  cos  (nj  +  ft), 
9V—  *  +  ***'  —  ««  cos  («,*  +  ft), 

t^Xj  cos  (n,t  -f  ft)  —  aax,  cos  fot  +  (J,)], 
[ofj  cos  (n,  t  +  ft)  —  at  cos  (ti*  *  +  (52)] 


woraus 

frm    * 

.     Xj            Xj 

«1  — *l 
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folgt.   Die  Anfangswerthe  von  -0-,  &',  ^— ,  -=—  bestimmen  die  Constanten  alt  <*8 ; 

ßlt  |Ja.    Man  sieht,  dass  die  Winkel  -9-,  #'  algebraische  Summen  sind  von  Win- 

kein,  welche  zwei  Pendelschwingungen  von  den  Oscillationsdanern  — ,  —    ent- 

sprechen.    Sind  daher  nt  und  «„  commensurabel,  so  wird  die  Bewegung  periodisch, 
Bodass  das  System  in  die  Anfangslage  zurückkehrt. 

§.  10.  Zwei  schwere  Massenpunkte  m,  tn  sind  durch  einen  nicht 
schweren  Stab  verbunden  und  liegt  dies  System  in  einer  Vertikal- 
ebene auf  zwei  gegen  die  Vertikale  unter  den  Winkeln  a,  a  geneig- 
tenGeraden  auf;  dasselbe  macht  kleineSchwingungen  um  eineGleich- 
gewichtslage;  man  soll  die  Oscillationsdauer  derselben  finden. 

Ist  &  die  Neigung  des  Stabes  gegen  die  Vertikale  zur  Zeit  t,  T  seine  Span- 
nung, sind  Ny  N'  die  Widerstände  der  beiden  Geraden,  x,  x  die  Abstände  von 
tn,  m  vom  Schnittpunkte  derselben  und  a  die  Länge  des  Stabes,  so  bestehen  die 
Gleichungen : 

d*x 
m  —^  =«  mg  cos  a  -f-  T  cos  (#  +  «)  i         .1NT  =  mg  sin  a  +  T  sin  (&  -)-  «), 


dt5 
d*3 


tn  -TTg-  =  w'</  cos  a  —  T  cos  (-0-  —  er'),        AT  =  ro'^r  sin  a  -\-  T  sin  (#  -  u ), 


x  =  x  cos  (a  +  «')—-  a  cos  (d  +  a), 

x  =  x  cos  (a  +  °0  +  a  cos  (^  ~  a')> 
mit  Hülfe  welcher  Gleichungen  xy  x,  Ny  N\  T,  Ö"  als  Functionen  der  Zeit  zu 
finden   sind.    Für   die   fraglichen   kloinen  Schwingungen   hat   man   zunächst  die 
Gleichgewichtslagen  dadurch  zu  suchen,  dasß  man 

mg  cos  a  +  T  cos  (d  +  a)  —  0, 

mg  cos  a*—  T  cos  (d  —  a )  —  0 

setzt.  Es  seien  ^ ,  x\  die  Werthe  von  x,  welche  einer  solchen  entsprechen. 
Dann  kann  man  setzen: 

und  sind  £,  £'  sehr  kleine  Grössen,  deren  Quadrate  und  Produkt  getilgt  werden 
sollen.  Indem  man  nun  aus  den  Gleichungen  der  Bewegung  T  eliminirt  und  ab- 
kürzend et  -\-  et  =  ß  setzt,  ergibt  sich 

(d*x  \     ,  t/d*x'  \ 

-j  t  —  g  cos  a)  (x  —  x  cos  ß)  —  m\"T7T  ~~  9  C08  *)  (x  ~~  x*  C08  P)  »  0. 

Aus  der  Gleichung  #*  +  x*  —  2äx'  cosß  =  a*  folgt  aber  nach  Einsetzung  der 
Werthe  x  -■  ajt  +  £>  *'  "■  *i  +4'  m^  Streichung  der  Glieder  zweiter  Ordnung: 
xx  £  +  #VI'  —  O^ii'  +  #'i  6)  cos (J  —  0,  woraus 

t'         txv  —  °^\  C08ß 

xt  cos  ß  —  x\ 

Durch  Elimination  von  xt  x,  £'  ergibt  sich  daher,  wenn  blos  die  Glieder  erster 

Ordnung  beibehalten  werden: 

d*ä 
[m  (*",  —  xx  cos  ßf  +  m  fo  —  x\  cos  ß)*]  j£ 

+  0  sin*  ß  {mxt  cos  a  +  mx\  cos  a')  •  £  «»  0, 
eine  Gleichung  von  der  Form 
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2« 


0, 


welche   auf  die   Oscillationsdauer    —  hinweist 

n 

§.  11.  Bewegung  des  Rades  an  der  Welle.  Es  seien  m,  m  (Fig.  141) 
die  schweren  Massen,  welche  durch  Fäden  mit  dem  Bade  und  der  Welle  ver- 
bunden sind,  x>  x   die  Abstände  ihrer  Schwerpunkte  von  den  Berührungspunkten. 

(d*x\  I        d%x'\ 

g  —  jiäjt    m'  \9  —    775  )     deren    verlorene 

Kräfte.     Ein  Massenpnnkt  p  des  Rades  oder  der  Welle  im 
Abstände   r   von   der   Axe   wird   von   der   Tangentialkraft 

(ir  -j-r  afficirt,  wo  a>  die  Winkelgeschwindigkeit  zur  Zeit  t 

bedeutet;  die  Gentripetalkraft  pro*  kommt  nicht  in  Be- 
tracht, da  sie  bei  einer  mit  der  Natur  des  Systems  verein- 
baren Verschiebung  keine  virtuelle  Arbeit  leistet.  Die  ver- 
lorene Kraft  an  p  ist  daher  die  der  Tangentialkraft  ent- 
gegengesetzte Kraft,  da  keine  gegebene  Kraft  an  p  angreift, 
wenn  wir  das  Oesammtge wicht  des  Rades  und  der  Welle 
am  Schwerpunkte  der  Maschine  angreifend  denken,  wo- 
selbst aber  von  ihm  gleichfalls  keine  Arbeit  geleistet  wird.  Sind  nun  der  Radius 
des  Rades  und  der  der  Welle  c  und  c,  so  sind,  wenn  der  Apparat  um  den  un- 
endlich kleinen  Winkel  d&  gedreht  wird,  ctf-fr,  c'cfd,  rdd  die  virtuellen  Wege 
und  besteht  daher  nach  dem  D'Alembert' sehen  Princip  die  Gleichung: 

dsc  d  x 

cwj-jy«  —  ca>,   weil   die  Geschwindigkeiten   der  Massen 


Fig.  ui. 


Nun  hat  man  -=- —  v«*.    , . 

dt  dt 

m,  m  denen  der  Berührungspunkte  gleich  sind,  x  aber  mit  wachsendem  Drehungs 
winkel  abnimmt;  daher  sind 


dt" 


c  tt  »   -j-nr  ■■  ~  c  tt  und  nimmt  die  Glei- 
ch      ar  dt 


chung  die  Form  an: 

(da>\  .  ,  (     .     ,  da>\        den  ,.-   9 

wenn  M%*  das  Trägheitsmoment  der  Maschine  für  ihre  Axe  ist.    Hieraus  folgt: 

dm  mc  —  mc 


dt        M%*  +  mc*  +  m'c  " 
mithin,  wenn  <o  «-  0  für  t  -»  0  ist: 


co  ■- 


mc  —  mc 


</'• 


Ist  also  mc  —  m'c    nicht  Null,  d.  h.  sind  m  und  m   nicht  im  Gleichgewicht,  so 
ist  die  Bewegung  eine  gleichförmig  beschleunigte.     Die  Spannungen  T,  T'  der 

Fäden  sind: 

_  /         d*x\  (  dm\       (  c  (mc  —  mc         \ 

T-m[g-  dt%)  -m[g-Cli)-[m-  Ä_1._i_??-j  g, 

_  /        dV\  /     .    ,  dm\       {  c' (mc  — mV)-     \ 

Die  Spannungen  sind  constant  während  der  Bewegung. 
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§.  12.  Zwei  geometrische  Systeme,  welche  so  auf  einander  bezogen 
sind,  dass  jedem  Punkte  des  einen  ein  einziger  Punkt  des  anderen  ent- 
spricht und  umgekehrt,  stehen  in  einer  eindeutigen  Verwandtschaft  zu  ein- 
ander in  Bezug  auf  diese  Punktpaare.  Solche  Verwandtschaften  sind  die 
Congruenz,  die  Aehnlichkeit,  die  projectivische  Verwandtschaft  u.  s.  w.  Zwei 
mechanische  Systeme  können,  wenn  ihren  Punkten  die  Coefficienten  zu- 
kommen, welche  man  Masse  nennt,  ausser  diesen  geometrischen  Beziehungen 
auch  hinsichtlich  letzterer  verwandt  sein  und  wenn  an  ihnen  Kräfte  wirken, 
so  kann  auch  hinsichtlich  dieser  eine  Correspondenz  zwischen  -  beiden 
Systemen  bestehen,  vermöge  welcher  die  Kräfte  des  einen  Systems  ein- 
deutig durch  die  Kräfte  des  anderen  nach  Intensität,  Richtung  und  Sinn 
bestimmt  werden.  Ist  dies  der  Fall  und  ist  ausserdem  noch  für  irgend 
eine  Zeit  eine  bestimmte  Beziehung  der  Geschwindigkeiten  für  die  Punkte 
beider  Systeme  festgesetzt,  so  werden  auch  die  Bewegungen,  welche  beide 
Systeme  annehmen,  eine  bestimmte  Verwandtschaft  zeigen,  sodass  die  Be- 
schaffenheit der  Bewegung  des  einen  aus  der  des  anderen  gefolgert  werden 
kann.  Von  den  Einheiten,  welche  in  der  Mechanik  in  Anwendung  kommen, 
können  drei,  die  der  Länge,  der  Zeit  und  der  Masse,  willkürlich  angenommen 
werden,  während  die  der  Geschwindigkeit  und  der  Kraft  auf  sie  zurtick- 
führbar  sind.  Je  nach  der  Definition  der  beiden  mit  einander  zu  ver- 
gleichenden Bewegungen  werden  diese  fünferlei  Grössen  bestimmte  Ver- 
hältnisse zu  einander  haben  und  umgekehrt  entsprechen  bestimmt  voraus- 
gesetzten Beziehungen  dieser  Grössen  bestimmte  Verwandtschaften  der 
Bewegungen. 

Aus  der  grossen  Menge  von  Möglichkeiten,  welche  hinsichtlich  der 
Verwandtschaft  der  Bewegungen  zweier  Systeme  eintreten  können,  wollen 
wir  hier  nur  den  einfachsten  Fall  behandeln,  dass  die  homologen  Längen 
(also  auch  Flächen  und  Körperräume),  die  Zeiten,  in  welchen  homologe 
Punkte  homologe  Bahnstrecken  durchlaufen,  die  homologen  Massen,  die 
Geschwindigkeiten  und  die  Kräfte  während  der  Bewegung  beider  Systeme 
constante  Verhältnisse  bewahren  sollen.  Wegen  der  constanten  Linien- 
verhältnisse werden  die  Systeme  geometrisch  ähnlich  sein;  der  constanten 
Massenverhältnisse  wegen  werden  sie  beiderseits  aus  gleich  viel  ähnlichen 
übereinander  gelagerten  Systemen  bestehend  angesehen  werden  können  und 
wenn  hierzu  noch  die  Bedingung  tritt,  dass  die  Kräfte  in  beiden  Systemen 
dieselben  Bichtungen,  gleichen  Sinn  und  constantes  Verhältniss  ihrer  In- 
tensitäten haben,  so  werden  auch  die  homologen  Zeiten  und  Geschwindig- 
keiten constante,  von  den  Verhältnissen  der  genannten  Grössen  abhängige 
Verhältnisse  besitzen.  Um  dies  näher  zu  begründen,  seien  xiy  y,,  Zi\ 
£<i  *?»>  Sii  mit  Pm  Xi,  Ft-,  Z(\  3i,  Hi,  Z{  die  Coordinaten,  Massen  und 
Kräfte  der  homologen  Punkte.  Dann  bestehen  für  die  homologen  Bewegungen 
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beider  Systeme  die  Beziehungen: 

Vj(-  dtji  czi        / 

2  (tt-  ö*i  +  -.      %  +  .      ö*> )  =  0 

\CXi  C1Ji  CZi  / 


für  das  eine  und 

für  das  andere,  wenn  L  (x,  y,  z  \  x\  y\  z , . . .)  =  0,  M  (x,  y,  z ;  x\  y\  /,...)  =  0, ... , 
i'  (§,  ?j,  f,  .  .  .)  =  0,  M'  (|,  n}%  ?,  . .  .)  =  0,  ...  die  Bedingungen  sind, 
welchen  beide  Systeme  genügen  müssen.  Ist  nun  a  das  constante  Ver- 
hältniss  der  Liniendimensionen,  ß  das  der  Massen,  y  das  der  Kräfte  und 
sind  e  und  <s  die  Verhältnisse  der  homologen  Zeiten  und  Geschwindig- 
keiten, so  hat  man: 

&  =  ctxiy         tu  —  ctyt,         ti  =  a^ ;         p*  =  0ro, ; 

S;-=yX,-,       H;  =  yTi,       Zi  =  yZ;         t' =  et. 

Hierdurch  geht  die  Hauptgleichung  für  das  zweite  System  über  in 

*  {(?  S?  -  '*)  "»  +  (1  £  -  ")  "* 

+  (?§-*)->|  — 

und  diese  Relation  muss  vermöge  der  Aehnlichkeit  der  Systeme  und  der 
Bewegnngen  unabhängig  von  den  Multiplicatoren  a,  ß}  y,  e  bestehen.  Dem- 
nach müssen  diese  als   gemeinschaftliche  Factoren   zur  Linken  herausfallen 

und  muss 

aß 

sein.  Das  Verhältniss  a  der  Geschwindigkeiten  ergibt  sich,  wenn  man  be- 
denkt, dass  Geschwindigkeit  der  Quotient  des  Bogenelementes  durch  das 
Zeitelement  ist;  es  wird  daher 

«  ß 

Schkl.Ii,  Mechanik.    U.  33 
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Was  die  Bedingungen  L  =  0,  2/=  0;  M  =  0,  M'  =  0,  ...  betrifft,  so 
müssen  vermöge  der  geometrischen  Aehnlichkeit  der  Systeme  die  Functionen 
L\  M\  .  .  .  dieselben  wie  X,  Mf  .  . .  und  damit  L\  M\  . .«.  von  dem 
Factor  a  unabhängige  homogene  Functionen  der  Coordinaten  sein.  Die  vor- 
stehende Betrachtung  liefert  daher  den  Satz: 

Zwei  Systeme,  welche  einander  geometrisch  ähnlich  nach 
dem  Aehnlichkeitsverhältnisse  a  sind,  deren  homologe  Punkte 
Massen  vom  constanten  Verhältniss  ß  besitzen  und  an  deren 
homologen  Punkten  Kräfte  wirken,  deren  Richtungen  und  Sinn 
in  beiden  ähnliche  Lage  und  Intensitäten  besitzen,  welche  im 
constanten  Verhältniss  y  stehen,  welche  ferner  von  homologen 
Stellungen  mit  Geschwindigkeiten  ausgehen,   deren  Verhältniss 

a  ~  V  o    *8t>  führen   durchweg  ähnliche   Bewegungen   aus    und 
ß 

zwar  ist  das  Verhältniss  c  der  homologen  Zeiten,  in  welchen  je 
zwei    homologe     Punkte     homologe     Bahnstrecken    beschreiben, 

l/aß 
s  =  y  —  und   behalten  die   Geschwindigkeiten  das  Verhältniss 

7 
0  fortwährend  bei. 

Man  verdankt  diesen  wichtigen  Satz  Newton  (Principia,  lib.  II,  propos.  32). 
Schon  Galilei  wirft  in  seinen  Dialogen  die  Frage  auf,  wie  es  komme,  dass  zwei 
ähnlich  constrnirte  Maschinen  nicht  auch  immer  ähnliche  Bewegungen  zeigen, 
dass  oft  eine  Maschine  im  Modell  sehr  gut  ist,  während  sie  in  grossem  Massstabe 
ausgeführt,  nicht  das  Gewünschte  leistet.  Er  findet  die  Schwierigkeit  in  der  Ver- 
schiedenheit der  Widerstände,  welche  in  beiden  Maschinen  auftreten.  Nach 
Newton  haben  Cauchy  [Mem.  de  VJLcad.  des  sc.  T.  IX,  p.  117  (1829)  und 
Combes  Folgerungen  aus  den  Betrachtungen  Galilei's  gezogen,  Cauchy  in  Bezug 
auf  physikalische  Vorgänge,  Combes  in  Bezug  auf  die  Turbinen.  In  neuerer  Zeit 
hat  Bertrand  (Note  sur  Ja  simüitude  en  mecanique,  Journ.  de  lecole  polytechn. 
Cah.  XXXII,  p.  189  (1848)]  den  Newton  'sehen  Satz  aus  dem  D '  Ale  mber  fachen 
Princip  entwickelt  und  eine  Menge  älterer  und  neuerer  Beispiele  gesammelt,  von 
denen  wir  einige  mittheilen  wollen. 

1.  Wenn  zwei  Punkte  3f,  M'  von  gleiohen  Massen  von  demselben 
Centrum  0  der  ersten. Potenz  ihrer  Entfernung  von  ihm  proportional 
angezogen  werden,  so  erreichen  sie,  obgleich  von  verschiedenen 
Anfangslagen  ausgehend,  dennoch  zu  gleicher  Zeit  das  Centrum, 
vorausgesetzt,  dass  sie  ohne  Anfangsgeschwindigkeiten  oder  mit 
solchen  abgehen,  welche  proportional  ihren  anfänglichen  Entfer- 
nungen von  O  sind.  Das  Centrum  0  bildet  nämlich  mit  den  Punkten  M,  M' 
zwei  Systeme,  in  welchen  das  Verhältniss  der  Kräfte  y  =  OMiOM\  das  der 
Linien  a  =  OMiOM'  und  das  der  Massen  (2  =  1  ist.    Daher  ist  für  das  der 

Zeiten  **  =  tttj'  :  jiW  "**  *'  ^8  en*8Precben  also  proportionalen  Abständen  der- 
selben von  O  gleiche  Zeiten,  mithin  erreichen  sie  zu  derselben  Zeit  das  Centrum. 
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Zieht  0  nach   der  nten  Potenz  der  Entfernung  an,  bo  ist  a  =*  OM :  OM\ 

(OM\*  (OM\i—n 

ß  =  i?   y  =  I         ,J  1   also   *9  =  1     ^., )  Die   homologen  Strecken    werden 

dann  in  Zeiten  durchlaufen,  deren  Verhältniss  e  =  cfi  ist.  Für  die  New- 
ton1 sehe  Attraction  n  =  —  2  wird  £  =  a^  (Euler,  Mechanica  T.  I,  Cap.  III, 
§.  308). 

Für  die  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  der  Cycloide  ist  die  Tangen- 

d  v 
tialkraft   m  -=-r  =  mg  cos  \  a ,   wenn   od   den    Wälzungswinkel   darstellt   (s.  B.  I, 

S.  403).  Denkt  man  sich  daher  um  einen  Punkt  0  einen  Kreis  mit  g  als  Radius 
beschrieben  und  einen  Punkt  M'  gleichförmig  auf  diesem  Kreise  sich  bewegend, 
so  würde,  wenn  der  nach  ihm  gezogene  Radius  OM'  mit  einem  festen  Durch- 
messer des  Kreises  den  Winkel  \(o  bildet,  seine  Projection  M  auf  diesen  Durch- 
messer eine  Bewegung  haben,   für  welche  m  ^-  =  mg  cos  ^  co  wäre,  also  dieselbe, 

als  ob  M  von  0  der  ersten  Potenz  der  Entfernung  proportional  angezogen  würde. 
Man  folgert  hieraus  leicht  den  Isochronismus  des  Cycloidenpendels. 

2.  Zwei  Punkte  bewegen  sich  auf  zwei  Kreisen  von  den  Radien 
r,  r  mit  constanten  Geschwindigkeiten;  ihre  Massen  und  Umlaufs- 
zeiten seien  m,  w';  T,  T' .  Welches  ist  das  Verhältniss  der  Centri- 
petalkräfte,  welche  diese  Bewegungen  ermöglichen?  Man  hat  hier 
a  —  r  :  r ,  ß  =  m  :  fn,  $  =  T  :  T\  mithin 

aß       mr    tnr 

3.  Zwei  Pendel  von  den  Längen  schwingen  an  zwei  Orten,  wo  die 
Beschleunigung  der  Schwere  g  und  g  ist,  nachdem  sie  um  dieselben 
Elongationswinkel  aus  der  Gleichgewichtslage  herausgebracht  sind; 
welches  ist  das  Verhältniss  der  Zeiten,  in  welchen  sie  homologe 
Bogen  durchlaufen,  also  auch  das  Verhältniss  ihrer  Oscillations- 
dauern?    Es  ist  für  sie  a  =»  l  :  l\  ß  =  m  :  m',  y  »  mg  :  mg\  mithin  ist 


vi-n-vi 


4.  Zwei  Fäden  von  den  Längen  2,  V  und  den  Massen  m,  m  seien 
durch  zwei  Gewichte  P,  P'  gespannt.  Die  Osoillationsdauern  T,  T' 
haben  für  sie  das  Verhältniss: 


T-.r^y^-.y^. 


Denn  es  sind  (mit  Vernachlässigung  der  Fadendurchmesser)  die  Fäden  zwei  ähnliche 
Systeme,  für  welche  a  «=  l  :  V,  ß  —  m  :  m,  y  =»  P :  P',  mithin  ist 


l/X    — 
V   V  '  m  ' 


F 

—-        U.   8.    W. 


Wenn  die  Fäden  beide  durch  gleiche  Gewichte  gespannt  und  durch  eine  be- 
liebige Anzahl  von  Maasen  belastet  werden,  welche  auf  beide  ähnlich  vertheilt 
sind  und  sich  verhalten,  wie  die  Längen  der  Fäden,  so  führen  beide  Fäden  ihre 
Oscillationen  in  Zeiten  aus,  welche  den  Längen  /,  V  proportional  sind  (Duhamel). 
Denn  es  ist  a  =  l :  l\  ß  =*  l :  l\  y  =  1 ,  also  €  =  2:2'. 

33* 
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5.  Das  Modell  einer  Maschine  ist  gegeben,  man  soll  beurtkeiten, 
ob  die  Ausführung  im  Grossen  empfehlenswert!]  ist  oder  nicht. 

Ist  a  das  Aehnlichkeitsverhältniss,  so  ist  as  das  der  Massen,  das  der  Schwer- 
kräfte ist  also  gleichfalls  a3,  es  muss  mithin  das  Verhältuias  aller  anderen  Kräfte, 
welche  auf  die  Maschine  und  das  Modell  wirken,  gleichfalls  os  sein.    Das  Ver- 

hältniss  der  Zeiten  ist  demzufolge  s  =  Y  a ;  das  der  Arbeiten  a4,  das  der  Ge- 
schwindigkeiten j/  a .  Da  die  Widerstände  der  Luft  dein  Quadrate  der  Geschwindig- 
keit und  den  Flächen  proportional  sind,  so  ist  ihr  Verhältniss  a3,  wie  gefordert 
wird ;  auch  die  gleitende  Reibung,  welche  proportional  dem  Drucke  ist,  liefert  das 
Verhältniss  a3,  die  wälzende  Reibung  aber,  welche  proportional  dem  Drucke  und 
umgekehrt  proportional  dem  Durchmesser  der  Räder  angenommen  wird,  liefert  das 
Verhältniss  a2.    Sie  ist  demnach  im  Modell  grösser,  als  in  der  Maschine. 


VI.  Capitel. 

Die  Principe  der  Bewegung  des  Massenmittelpunktes,  der  Flächen, 
der  invariabelen  Ebene  und  der  lebendigen  Kraft  für  das 

veränderliche  System. 

§.  1.    Durch  Combination  der  Bewegungsgleichungen 

mi  dl*  ==        '        '         rf? =  y  '        "d?  '     =1,2,3,...» 

des  §.  4  im  vorigen  Capitel  oder  auch  durch  passende  Wahl  der  virtuellen 
Verschiebungen  in  der  Gleichung 

erhält  man  Sätze  von  umfassender  Anwendbarkeit  (Principe)  flir  das  be- 
liebig veränderliche  System,  welche  zum  Theil  Integrale  der  Differential- 
gleichungen der  Bewegung  liefern  und  für  das  unveränderliche  System 
bereits  Cap.  II,  §.13  aufgestellt  wurden. 

Summirt   man  die   Bewegungsgleichungen   nach   dem   Index  e,   so   er- 
hält man 


#Xi 

dt* 


Hm^-ZXt  +  HM,. 


JSmi^-UYi  +  JESf, 

Zmt^  —  ZZi  +  ZS^. 

Für    den    Massenmittelpunkt    (xiyig1)    des    Systems    bestehen    aber    die 
Gleichungen 
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-Em.x,  =  Mxl ,  £*».&  —  Myy ,  EmiZi  =  M  «, , 

**!?—*!/•    ***?-**?•    ZmtäF~MW- 

Mit  ihrer  Hülfe  erhält  man  daher  aas  den  vorsiehenden: 

Dies  sind  aber  die  Bewegungsgleichungen  des  Punktes  #t,  */n  ^.  Sie 
drücken  den  Satz  aus: 

Der  Massenmittelpunkt  des  Systems  bewegt  sich  so,  als  ob 
er  die  Gesammtmasse  des  Systems  enthielte  und  an  ihm  s  am  tät- 
liche Kräfte,  innere,  äussere  und  die  Kräfte,  welche  die  Be- 
dingungen des  Systems  vertreten,  parallel  mit  ihren  Richtungen 
angriffen.    (Princip  der  Bewegung  des  Massenmittelpunktes.) 

Es   sei  das   System   frei,   also   SJp  =  0,    #•'>  —  0,    SP*  =  0.     Halten 

sich  in  diesem  Falle  die  Kräfte  P,,  wenn  sie  parallel  mit  sich  an  einen 
Punkt  verschoben  gedacht  werden,  Gleichgewicht  oder  sind  sie  Null,  so 
ist  2X{  =  0,  2Y{  =  0,  2Zi  =  0  und  die  Bewegungsgleichungen  des 
Massenmittelpunktes  werden: 

^-o         **-o         ^  =  0 

dt2       '       dt*       '       df 

Ans  ihnen  folgt 

xi  =  ao  +  V>      Vi  =  ßo  +  ßi  '>     h  =  Yo  +  Yi L 
Der  Massenmittelpunkt  beschreibt  daher  die  Gerade 

*i—  «o  ^  yi  —  ßo  =  zi  —Yo 
«i  ßi  Y 


mit  constanter  Geschwindigkeit  v  =  "j/aj  -\~  ß]  "\-  y\-  Dieser  Fall  tritt  ins- 
besondere ein,  wenn  eine  Kräftefunction  U  existirt,  welche  blos  von  den 
Differenzen  der  Coordinaten  der  Systempunkte  abhängt.  Enthält  nämlich 
U  die  Differenz  Xh  —  Xk  —  £,  so  ist 

a*A       ag  '  ^  ~      as  *  aso   dxk  +  dxk  ~ 

und  ähnlich  für  alle  übrigen  Differenzen,  sodass 

jss-ir^-o,      2?r,-zr??-of      2^  =  2^  =  0 

e  Xi  c  yi  c  Zi 

werden.  So  insbesondere  bei  gegenseitigen  Attractionen  der  Systempunkte. 
Man  sieht  dies  auch  direct  ein,  indem  diese  inneren  Kräfte  paarweise  gleich 
und  entgegengesetzt  sind  und  sich  also  am  Reductionspunkte  paarweise 
tilgen. 
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Ist  das  System  nicht  frei,  sind  aber  die  Bedingungen  so  beschaffen, 
dass  sie  bloß  von  den  Differenzen  der  £-Coordinaten,  der  y-Coordinaten 
und  der  £-Coordinaten  abhängen,  so  werden  ES£\  £8^{\  US^  Null,  weil 

sie   die  Differentialquotienten  - — ,  — —  ,  .  .  .    enthalten ,    welche    paarweise 

dxh     dXk 

sich  tilgen.  Die  Kräfte,  welche  solche  Bedingungen  zu  vertreten  vermögen, 
tilgen  sich  daher  ebenfalls  paarweise.  Man  kann  daher  den  Satz  auf- 
stellen : 

Ist  ein  System  keinen  continuirlichen  Kräften  oder  inneren 
paarweise  entgegengesetzt  gleichen  oder  überhaupt  solchen 
Kräften  unterworfen,  welche  an  einen  Punkt  verlegt  sich  Gleich- 
gewicht halten  und  ist  es  frei,  so  bewegt  sich  der  Massenmittel- 
punkt desselben  gleichförmig  in  gerader  Linie  oder  bleibt  in 
Ruhe,  wenn  es  anfänglich  ruhte.  Dasselbe  findet  statt,  wenn 
das  System  nicht  frei  ist,  aber  ausser  diesen  Bedingungen  auch 
die  Kräfte,  welche  die  Bedingungsgleichungen  des  Systems 
vertreten,  an  einen  Punkt  verlegt  im  Gleichgewichte  sind.  Ins- 
besondere findet  dieser  Satz  statt,  wenn  eine  Kräftefunction 
existirt  und  sie  nebst  den  Bedingungsgleichungen  nur  von  den 
Coordinatendifferenzen  abhängt.  (Princip  der  Erhaltung  der  Be- 
wegung des  Massenmittelpunktes.) 

Die  Gleichungen  für  die  Bewegung  des  Massenmittelpunktes  erhält  man  auch 
aus  der  Gleichung,  welche  das  D'Alembert'sche  Princip  mit  Hülfe  der- Varia- 
tionen der  Coordinaten  darstellt,  indem  man  dem  System  einmal  eine  Verschiebung 
parallel  der  a-Axe,  das  anderemal  eine  solche  parallel  der  y-Axe  oder  parallel 
der  e-Axe  crtheilt  denkt.  Die  Variationen  dx  Bind  hierbei  im  ersten  Falle  alle 
gleich  und  zugleich  alle  dy  und  dz  Null;  in  den  beiden  anderen  sind  alle  dy, 
resp.  dz  gleich  und  dx  und  dz,  resp.  dx  und  dy  Null.  Jedesmal  fallt  aber  die 
noch  in  der  Gleichung  verbleibende  Variation  als  gemeinsamer  Factor  heraus. 

Um  den  Inhalt  und  Umfang  des  Principe  von  der  Bewegung  des  Massenmittel- 
punktes zu  erläutern,  wählen  wir  folgende  Beispiele  und  Anwendungen. 

1.  Ein  Körper,  auf  welchen  die  Schwere  wirkt,  wird  im  leeren  Räume  in 
irgend  einer  Weise  geschleudert  und  ist  sich  hierauf  selbst  überlassen.  Sein 
Massenmittelpunkt  beschreibt  dem  Principe  zufolge  eine  Parabel,  deren  Ebene 
vertikal  ist  und  durch  die  Anfangsrichtung  der  Geschwindigkeit  desselben  hin 
durchgeht.  Die  vollständige  Bewegung  des  Körpers  ist  eine  Windungsbewegung 
mit  jedem  Augenblick  wechselnder  Axe;  dieselbe  kann  man  auflösen  in  die 
Translationsbewegung  eines  Systempunktes  und  die  Rotation  um  eine  bewegliche, 
durch  diesen  hindurchgehende  Axe.  Wählt  man  zu  dem  Systempunkt  den  Massen- 
mittelpunkt, so  zerfällt  die  Bewegung  des  Körpers  aho  in  die  parabolische  Trans- 
lation dieses,  verbunden  mit  einer  Rotation  um  eine  wechselnde  Axe  des  Massen- 
mittelpunktes. 

2.  Zerfallt  ein  System  während  der  Bewegung  oder  finden  Explosionen  in 
demselben  statt,  so  finden  diese  Ereignisse  nur  in  Folge  des  Aufhörens  oder  der 
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Erregung  innerer  Kräfte  statt  und  da  diese  stets  paarweise  sich  gleich  und  ent- 
gegengesetzt sind,  so  vermögen  sie  nicht  die  Bewegung  des  Massenmittelpunktes 
zu  andern;  dieser  setzt  vielmehr  trotz  des  Auseinanderfliegens  der  Systemstücke 
seine  Bahn  fort,  als  ob  gar  keine  Störung  stattgefunden  hätte.  Wenn  eine  Bombe 
zerplatzt,  so  wird  die  Explosion  durch  die  chemischen  Molecularkräfte  hervor- 
gerufen, welche  als  gegenseitige  Anziehungs-  und  Abstossungskräfte  paarweise 
gleich  und  entgegengesetzt  sind.  So  lange  die  Bomben  stücke  nicht  auf  ein  Hinder- 
nis« stossen,  dessen  Widerstand  als  eine  neue  Kraft  in  das  System  eintritt,  geht 
der  Schwerpunkt  der  zerplatzten  Bombe  in  der  parabolischen  Bahn  der  kugel- 
förmigen Bombe  fort.  Eine  kleine  Modifikation  erleidet  die  Bewegung  des  Schwer- 
punktes in  der  Luft  nach  dem  Zerplatzen,  indem  der  Luftwiderstand  auf  die 
Bombensplitter  anders  wirkt,  als  auf  die  unversehrte  Bombe. 

In  ähnlicher  Weise  haben  alle  Eruptionen  der  Vulkane,  Erdbeben  u.  s.  w. 
keinen  Einfiuss  auf  die  Bewegung  des  Massenmittelpunktes  der  Erde  oder  gar 
des  Sonnensystems;  die  Erde  könnte  zertrümmert  werden  und  das  ganze  Sonnen- 
system könnte  zerfallen,  ohne  dass  der  Schwerpunkt  des  Ganzen  in  seiner  Bahn 
oder  seiner  Geschwindigkeit  gestört  würde. 

3.  Auf  unser  Sonnensystem  wirken  als  äussere  Kräfte  die  Anziehungen  der 
Fixsternwelt ;  wegen  der  ausserordentlich  grossen  Entfernung  sind  diese  Kräfte 
sehr  klein  und  halten  Bich  also,  für  den  Massenmittelpunkt  des  Sonnensystems 
reducirt,  nahezu  Gleichgewicht.  Daher  ist  der  Massenmittelpunkt  des  Sonnen- 
systems entweder  in  Ruhe  oder  er  bewegt  sich  nahezu  in  gerader  Linie  mit  ap- 
proximativ constanter  Geschwindigkeit.  Man  hat  die  Richtung  dieser  Geraden 
durch  Beobachtung  zu  bestimmen  gesucht. 

4.  Ein  lebendes  Wesen  befinde  sich  isolirt  im  Räume;  es  mögen  auf  dasselbe 
keine  äusseren  Kräfte,  ausser  etwa  die  Schwere  wirken  und  in  diesem  Falle  soll 
dasselbe  durch  eine  vollkommen  glatte  horizontale  Ebene  unterstützt  Bein,  deren 
Widerstand  das  Gewicht  tilgt.  Trotz  aller  Muskelanstrengung  wird  es  dem  Wesen 
nicht  gelingen,  seinen  Schwerpunkt  in  Bewegung  zu  setzen,  wenn  es  ursprünglich 
in  Ruhe  war  oder  ihn  zur  Ruhe  zu  bringen,  wenn  er  sich  in  Bewegung  befindet. 
Denn  alle  Muskelkräfte  sind  als  innere  Kräfte  paarweise  gleich  und  entgegen- 
gesetzt und  vernichten  sich,  an  den  Schwerpunkt  verlegt.  So  sehr  auch  immer 
ein  Vogel  in  solcher  ♦ige  mit  den  Flügeln  schlagen  mag,  es  wird  nicht  helfen, 
ihn  vom  Fleck  zu  bringen ;  so  viel  auch  immer  der  Mensch  auf  einer  vollkommen 
glatten  Horizontalebene  sich  drehen  und  wenden  und  seine  Muskeln  anstrengen 
mag,  er  wird  seinen  Schwerpunkt  nicht  heben  und  nicht  aufstehen  können,  wenn 
er  liegt  oder  sitzt..  Bios  der  Luftwiderstand  und  die  Reibung,  wenn  sie  als  neue 
äussere  Kräfte  hinzutreten,  machen  eine  Aenderung  in  der  Lage  des  Schwerpunktes 
möglich. 

5.  Eine  Locomotive  werde  an  Ketten  frei  aufgehängt,  Bodass  sie  schwingen 
kann,  wie  ein  Pendel;  sie  befinde  sich  in  Ruhe.  Wird  nun  der  Kessel  geheizt 
und  lässt  man  den  Dampf  auf  die  Kolben  wirken,  so  macht  die  Locomotive  Schwin- 
gungen. Bei  der  Bewegung  der  Kolben  wird  nämlich  der  Schwerpunkt  im  Innern 
der  Maschine  verlegt,  da  aber  auf  das  ganze  System  nur  äussere  Kräfte  wirken, 
die  im  Gleichgewichte  sind  (denn  der  Dampfdruck  bildet  sich  durch  innere  Kräfte), 
so  muss  der  Schwerpunkt  im  Räume  ruhen.  Dies  ist  aber  nur  möglich,  wenn 
gleichzeitig  mit  dem  Vorwärtsgehen  der  Kolben  das  ganze  System  rückwärts  geht 
und  umgekehrt. 
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§.  2.    Integrirt  man  die  Gleichungen 

dt*        dt  dt  ~ 

um,  ^  =  ^  Em  §-'  =  irr,  +  SS«, 


d(l  ~~~  dt        *  dt 


^   j,¥  =  TS  Zmi  VT  =  ZZ*  +  Z51  ° 


über  ein  beliebiges  Zeitintervall  t  —  t0  hinweg,  so  kommt 

t 


'o  <o 


*-*?-(*.  2) -*/(,i +•?>*• 


<0 

t 


und  wenn  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  den  Richfcungs- 
cosinussen  einer  beliebigen  Axe  (ctßy)  multiplicirt  und  sie  addirt,   weiter 

/      dXi  dy{  dz?         \ 

2  l  m,-  —    cos  a  -f-  m,  -  -  cos  ß  +  iw,  — -  cos  y  I 

\       at  <u  dt  / 

«/      <**<  ,        <fy«        *    ,         <***  \ 

—  2  ( iw,         cos  a  -f~  m«  ~T~  cos  P    i   m<  37  cos  y  I 

\       at  atf  at  / 

=  2  f  [(Xi  +  Ä«)  cos  a  +  (r<  +  S®)  cos 0  +  (Z,  +  £«>)  cos y]  dt. 

Bezeichnet  nun  #,•  den  Winkel,  welchen  die  Geschwindigkeit  vf  des 
Punktes  wf-,  0,-  den  Winkel,  welchen  Pt-  und  0*  den,  welchen  S^  mit 
jener  Axe  bildet,  so  kann  man  die  Gleichung  schreiben: 

ZmiVi  cos  #t  —  (ZmiVi  cos  O,)  ==  2  J  (P,  cos  8<  +  &  cos  8j)  d£, 

d.  h. :  Projicirt  man  ein  in  Bewegung  begriffenes  System  auf 
irgend  eine  Axe,  so  ist  die  Aenderung  der  Summe  der  Momen- 
tankräfte für  die  Projectionsbewegung  während  irgend  eines 
Zeitintervalls  gleich  der  Projection  des  totalen  Kraftantriebes 
auf  die  Axe  während  dieser  Zeit. 

Sind  ZXi  =  2Yi  =  2Z{  ■=  0,  2&?  =  Z&?  =  2S&  =  0,  so  bleibt 

bl°8  2 Mi  Vi  COS  &i  =  (EtHi  Vi  COS  #i) , 
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d.  h.:  Gilt  das  Princip  der  Erhaltung1  der  Bewegung  des  Massen- 
mittelpunktes, so  bleibt  die  Summe  der  Momentankräfte  für  die 
Projectionsbewegung  constant. 

Man  kann  die  obigen  Gleichungen  auch  durch  folgende  ersetzen: 

*ü}-(**)-*./(r'+*>"- 

*$ -(**)-*./<*  +  '»*• 

und  erhält,  wenn  A  der  Winkel  ist,  den  die  Momentankraft  MV  des 
Massenmittelpunktes  mit  der  Axe  bildet: 

t 
M  V  cos  A  —  (M  V  cos  A)  =  2  T(P$  cos  0,  -f-  8t  cos  0'f)  dt. 

Der  vorstehende  Satz  kann  folgende  Erscheinungen  erklären:  a)  den  Rück- 
st 06  8  der  Geschütze.  Vor  der  Explosion  bilden  Geschütz  und  Ladung  ein 
System,  welches  unter  Einfluss  der  Schwere  und  des  Widerstandes  des  ebenen 
Bodens  im  Gleichgewicht  und  ausserdem  in  Ruhe  sich  befindet.  Die  Summe  der 
Momentankräfte,  projicirt  auf  eine  beliebige  Axe,  z.  B.  auf  die  Axe  des  Rohrs, 
ist  daher  Null.  Da  nun  bei  der  Explosion  nur  innere  Kräfte  entwickelt  werden, 
so  muss  diese  Summe  constant  gleich  Null  bleiben;  damit  dies  möglich  sei,  muss 
die  Summe  der  Momentankräfte  für  die  Kugel  der  Summe  der  Momentankräfte 
für  das  Geschütz  entgegengesetzt  gleich  sein.  Daher  erlangen  die  Schwerpunkte 
beider  Theile  entgegengesetzte  Geschwindigkeiten,  welche  sich  umgekehrt,  wie 
die  Massen  dieser  Theile  verhalten  und  wird  das  Geschütz  rückwärts  ausweichen. 
Eine  kleine  Abweichung  hiervon  findet  allerdings  statt,  weil  das  Pulver  der 
Ladung  verdampft;  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  das  Geschütz  zurückweicht, 
ist  deshalb  etwas  grösser,  als  sie  ohne  dies  sein  würde,  b)  Das  Aufsteigen 
der  Raketen.  Bei  der  Entzündung  tritt  am  unteren  Ende  der  Rakete  immer 
mehr  Zündmasse  aus,  welche  verbrennt  und  den  Feuerstreifen  liefert;  daher 
muss  die  Rakete  selbst  eine  entgegengesetzte  Geschwindigkeit  annehmen  und 
aufsteigen.  Die  Beschleunigung  der  Schwere  vernichtet  diese  Geschwindigkeit 
allmälig. 

§.  3.  Wir  combiniren  jetzt  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung 
so,  dass  wir  die  dritte  mit  yt  und  die  zweite  mit  £,  multipliciren,  letzteres 
Produkt  von  ersterem  subtrahiren  und  hierauf  nach  i  summiren.  Dies 
liefert,  in  Bezug  auf  alle  drei  Coordinatenpaare  #,,  Zi\  Zi,  x,-;  #<,  y»  aus- 
geführt, die  Gleichungen 
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Zm<  (*  W  ~  Zi  w)  =  E{yiZi  ~  *Ti)  +  z(*8?  -  «*?), 

Emi  (*  1$  ~ Xi  w) =  z(*Xi  ~ XiZi)  +  z(*^°  ~  *,'s(•"), 


mm.     ]T  • 

aus.    Ebenso   drücken   die  Gleichungen  Znii \ -?j  =  2Xt •  +  27&W,  . . .,   aus 


Denkt  man  sich  die  Kräfte,  welche  am  System  zugreifen,  für  den  Coor- 
dinatenursprung  reducirt,  wie  beim  unveränderlichen  System,  so  drücken 
diese  Gleichungen  die  Aequivalenz  des  resultirenden  Paares  der  Effectivkräfte 
m,g?t-  mit  dem  resultirenden  Paare  der  gegebenen  und  der  Bedingungskräfte 

dt 

welchen  das  Princip  der  Bewegung  des  Massenmittelpunktes  hervorging, 
die  Aequivalenz  der  Reductionsresultanten  der  Kräfte  mtqp,  mit  den  Re- 
ductionsresultanten der  gegebenen  und  der  Bedingungskräfte  aus. 

Nehmen   wir   nun  an,   es    sei  die   rechte  Seite    einer  der  drei   obigen 
Gleichungen,  z.  B.  die  der  ersten  fortwährend  gleich  Null,  so  wird 

d.  h.  die  Componente  des  Axenmomentes  des  Paares  der  Kräfte  m.qp,, 
welche  der  x-Axe  parallel  ist,  bleibt  Null.    Diese  Gleichung  gibt  integrirt 


/     dzi  dy\ 


und  drückt  aus,  dass  die  Componente  des  resultirenden  Axenmomentes  der 
Momentankräfte  parallel  der  z-Axe  constant  bleibt.  Projicirt  man  nun  das 
System  sammt  allen  vom  Ursprung  nach  den  Systempunkten  gezogenen 
Radienvectoren  auf  eine  zur  #-Axe   senkrechte  Ebene  und   nennt  d<s{i)  den 

PC 

Elementarsector,  welchen  die  Protection  des  nach  nu  hinführenden  Radius- 
vectors  auf  jene  Ebene  im  Zeitelemente  beschreibt,  so  nimmt  die  Gleichung 
die  Gestalt  an 

und  liefert  nach  der  Integration 

wenn  man  die  Sectoren  cf^  von  der  Stellung  der  Radienvectoren  zur  Zeit 
/  =  0  an  rechnet.    Man  hat  daher  den  Satz: 

Wenn  die  Componente  des  resultirenden  Axenmomentes 
aller  am  System  angreifenden  Kräfte,  welches  sich  ergibt,  wenn 
man    dieselben    wie    beim    unveränderlichen    System    für   einen 
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Punkt  (den  Coordinatenursprung)  reducirt,  parallel  irgend  einer 
Axe  während  der  Bewegung  des  Systems  fortwährend  ver- 
schwindet, also  die  Componente  des  entsprechenden  Axen- 
momentes  der  Momentankräfte  constant  ist,  so  ist  für  die  Pro- 
jection  des  beweglichen  Systems  auf  eine  zu  jener  Axe  senk- 
rechte Ebene  die  Summe  der  Sectorengeschwindigkeiten,  jede 
mit  der  Masse  des  betreffenden  Systempunktes  multiplicirt  con- 
stant und  ändert  sich  die  Summe  der  Produkte  aus  den  Sectoren 
und  den  Massen  der  Zeit  proportional.  (Princip  der  Flächen.)  Sind 
auch  die  beiden  Grössen 

so  gilt  dieser  Satz  auch  für  die  Axen  des  y  in  z,  resp.  für  Ebenen  senk- 
recht zu  ihnen  als  Projectionsebenen  und  hat  man  ebenso 

dt         *    2t  dt         *    Ä' 

sowie 

£mi<5(J)  =  |  D2  (t  _  f0),       Zmutp  =  *  D3  (f  —  Q. 

Gilt  als  Flächen  princip  für  drei  zu  einander  senkrechte  Ebenen,  d.  h.  ver- 
schwinden sämmtliche  drei  Componenten  des  resultirenden  Paares  der  con- 
tinuirlichen  Kräfte  bei  der  Beduction  für  einen  Punkt,  so  gilt  dasselbe  für 
alle  Ebenen  des  Raumes.  Denn  es  sei  (aßy)  die  Richtung  der  Normalen 
N  einer  beliebigen  Ebene,  so  erhält  man 

2mi{d(^'COBtt^ddi)'C08ß^ddp'(^By)==i(DlcoBa-\-D2coBß'\-DscoBy)dL 

Es  bedeutet  aber  ddp  cos  a  -f-  dd^  cos  ß  +  da{i)  cos  y  die  Projectionssumme 

der  Elementarsectoren  ddp,  dd®,  ddp  oder  also  die  Projection  des  vom 

Radiusvector,  der  nach  w»  führt,  im  Räume  beschriebenen  Elementarsectors 
auf  die  neue  Ebene.  Bezeichnen  wir  dieselbe  mit  d<r^,  so  ist  die  linke 
Seite    vorstehender    Gleichung    Zmiddß.    Die    Grössen    Dn  D2,   D3    sind 

die  Componenten  des  resultirenden  Paares  G  =  YD\  +  D\  H~  &l  der 
Momentankräfte  und  wenn  (abc)  dessen  Richtung  ist,  so  sind  D1  =  (?cosa, 
D2  =  G  cos  6,  Ds  =  G  cos  c.  Daher  wird  die  rechte  Seite  obiger  Glei- 
chung gleich 

^  G  (cos  a  cos  er  +  cos  &  cos  ß  +  cos  c  cos  y)  dt  —  %  G  cos  #  •  d£, 

wenn  6-  den  Winkel  (iV,  6)  bezeichnet    Demnach  erhalten  wir  weiter 

Zniidty  =  \G  cosOdf,      -Etft.aW  =  %G  cos#-(*  —  /0). 

Diese  Summe  wird  ein  Maximum  für  #  =  0,  d.  h.  die  Summe  der 
Flächeuräume,  multiplicirt  mit  den  Massen,  wird  ein  Maximum 
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für   die   zur  Axe   des   resultirenden  Paares   der   Momentankräfte 

senkrechte  Ebene. 

Es  fragt  sich,  in  welchen  Fällen  eine   oder  die  andere  der  drei  Summen  auf 
den  rechten  Seiten  der  Gleichungen   verschwindet    Nehmen  wir  an,  das  System 

sei  frei,  also  alle  £*?>  —  fij">  —  ä£°  ««  0.    Damit  2?(y;Z<  —  *.-  Yi)  verschwinde, 

mus8  das  Paar,  welches  die  Kräfte  Yi ,  Zi  in  der  ys- Ebene  bei  der  Reduction 
für  den  Coordinaten  Ursprung  liefern,  Null  sein,  müssen  sich  also  diese  Kräfte  auf 
eine  blosse  Resultante  reduciren,  deren  Lage  also  die  Lage  der  Centralaxe  des 
ebenen  Kräftesy stein s  hat  Es  existire  nun  eine  Kräfte funetion  U.  An  die  Stelle 
der  Coordinaten  yt ;,  zi  führen  wir  Polarcoordinaten  r< ,  &i  in  der  y  z  -Ebene  ein, 
während  wir  Xi  beibehalten.  Wird  dadurch  nun  U  zu  einer  Function  von  Xiy 
n  und  den  Differenzen  der  Winkel  #,  so  verschwindet 

weil  sich  darin  die  Glieder  paarweise  tilgen.  Man  erhält  nämlich  vermöge  der 
Gleichungen 

behufs  Einführung  der  neuen  Variabelen,  weil  dre  Differentiationen  nach  zh  und 
Vh  resP*  Vh  un<*  zh  a*8  constant  voraussetzen 

dzh  —  w**hdrk  -f  yhd&h ,  0  —  Bin *AdrA  +  ykd*k  , 


0  —  cos  frhdrh  +  zhd&h  ,  dyh  —  cos  &hdrh  —  zhd&h , 


woraus 


h 


du      du  .  A   .  i   du      _         ap      a#      A       1  acr  .  . 

und  mithin 

du         du      du     .  .  atf         atf      atr 

y*  ^-'*  a^  -a*- *nd  eben9°  y*  -vrh-a*wk-d*h 

Enthält  nun  U  blos  die  Differenzen  &h  —  dt«{,  so  werden 

cU_^dü_       dU^^^   dU_ 
d*k         di  '    d*h  dl 

und  folglich  tilgen  sich  die  den  Indices  h  und  k  entsprechenden '  Glieder  in 
2(ytZi  —  ZiYi).  Daher:  wenn  eine  Kräftefunction  U  existirt  und  sie 
von  den  Differenzen  der  Winkel  abhängt,  welche  die  Projectionen 
der  Radienvectoren  auf  die  eine  Coordinatenebene  mit  einer  der  in 
ihr  liegenden  Axen  bilden,  so  gilt  das  Princip  der  Flächen  für  diese 
Coordinatenebene. 

Der  Sinn  davon,  dass  U  blos  Function  von  den  Winkeldifferenzen  ist,  ist  der, 
dass  U  sich  nicht  ändert,  wenn  man  dem  System  eine  virtuelle  Drehung  um  die 
zur  Ebene,  wofür  das  Princip  gilt,  senkrechte  Axe  dergestalt  ertheilt,  dass  das 
System  sich  wie  ein  unveränderliches  verhält  Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  in  U 
nur  die  Entfernungen  je  zweier  Punkte  vorkommen.  Denn  man  hat  für  die  Ent- 
fernung rhk  der  Punkte  roÄ,  mk 
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rA**  Ä  (**  —  **)*  +  (rA  cor*a  ~  r*  »">**)"  +  fr*  sin*A  ~  **  »n**)' 
Ä  (**  -  **)*  +  V  +  V  -  2  V*  cos  (**  -  **) 

und  dieser  Ausdruck  enthält  die  Winkel  4rA,  *rx.  blos  in  der  Verbindung  &h  —  9km 

Wenn  daher  ein  unveränderliches  System  U  blos  von  CoordinatendifFerenzen  ab- 
hängt, so  gilt  immer  das  Princip  der"  Flächen.  Für  gegenseitige  Attractionen 
gibt  es  immer  eine  Kräftefunction ,  welche  von  den  Entfernungen  abhängt,  daher 
gilt  bei  Attractionen  das  Princip  für  alle  Ebenen.  Es  erhellt  dies  auch  daraus, 
dass  alle  diese  inneren  paarweise  entgegengesetzt  gleichen  Kräfte  sich  bei  der 
Bildung  des  resultirenden  Paares  tilgen  nnd  dieues  selbst  mithin  verschwindet. 
Bestehen  ausser  den  gegenseitigen  Attractionen  noch  Attractionen  nach  festen 
Centren,  so  hört  das  Princip  der  Flächen  auf  zu  gelten,  es  sei  denn,  dass  diese 
Centra  alle  in  gerader  Linie  liegen.  Denn  wählt  man  diese  Gerade  zur  Axe  der 
x  und  projicirt  auf  die  Ebene  senkrecht  zu  ihr,  so  liefern  die  Attractionen  nach 
den  Centren  in  der  Projection  eine  Resultante,  welche  durch  den  Ursprung  des 
Coordinatensysteins  geht  und  kein  resultirendes  Paar. 

In  allen  Fällen,  in  welchen  sich  alle  Kräfte  auf  eine  Einzelresultante  redu- 
ciren,  die  durch  einen  festen  Punkt  geht,  gilt  das  Princip  der  Flächen  für  alle 
Ebenen. 

Ist  das  System  nicht  frei,  so  gilt  das  Princip  nur  dann,  wenn  die  Bedingungen 
und  Bedingungskräfte  an  den  genannten  zur  Existenz  des  Principe  erforderlichen 
Eigenschaften  Theil  nehmen.  So  z.  B.  wenn  die  Bedingungsgleichungen  blos  von 
den  Winkeldifferenzen  abhängen,  wenn  die  Verbindungskräfte  paarweise  gleich 
nnd  entgegengesetzt  sind  u.  s.  w. 

Das  Princip  der  Flächen  gilt  auch  für  die  relative  Bewegung  freier  Systeme. 
Setzt  man  x{  =  xx  +  |t. ,  y.  =  yx  +  i^ ,  z.  =»  zx  +  £,.  in  die  Bewegungsgleichung 

ein,  so  wird  z.  B.  die  dritte: 

d*y.  d*x{  /     d*y.  d*x\ 

-  xlJBTi  -  y.SX,  +  £(iiYi  -  i?,X.) 
oder  da  vermöge  des  Princips  der  Bewegung  des  Massenmittelpunktes 


ist, 


d%x.  d*v- 

/     d'u.  d*x\ 


Setzt  man  hierin  die  Werthe 

d*^       d%        d%      d'y,       d*yx       d*rji      d*z{       d*zx        d«  ^ 

ein,  so  kommt 

d*yx  d%  (     d*v.  d*t\ 

£mi*i '  dF  ~  Zm^  '  dW  +  *mi  (**  -ä?  ~  *  dFJ  ~  Z  *r«  -  n^h 

Diese  Gleichung,  sowie  die  analog  gebildeten  vereinfachen  sich  durch  die  be- 
sondere Wahl  des  Ursprungs  (x,  yx  zx)  der  relativen  Coordinaten.  Ist  derselbe 
der  Massenmittelpunkt,  oder  ein  Systempunkt,  welcher  eine  gleichförmige  Be- 
wegung bat  oder  ein  Punkt,  dessen  Beschleunigung  fortwährend  durch  den  Massen- 
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mitielpankt  hindurchgeht,  so  ist  -£m;£(  =  £mirii  =  0  oder 
d?  x        d't/  d^x      d^a      d^  z 

In  allen  drei  Fällen  wird  Em. £,.  •  -j|f  —  £ mi rj.  •  -^  =  0  und  die  obige  Glei- 
chung nebst  den  beiden  analogen: 

Da  diese  Gleichungen  dieselbe  Form,  wie  die  Gleichungen  des  Princips  för  die 
absolute  Bewegung  haben,  so  gelten  auch  die  von  dieser  Form  abhängigen  Be- 
dingungen der  Existeuz  des  Flächen  princips. 

§.  4.     Integrirt   man   die   Gleichungen   des  §.  3    über   das    beliebige 
Zeitintervall  t  —  t0  hinweg,  so  erhält  man 

*»(»£- *£)-[**  (•$-$)] 

t  t 

=  £  j  faZt  -  tiTi)  dt  +  £  j  {yi8f?  -  «Sf)  dt, 

to  to 

(    dxi  dz{\        f         (    dXi  dzt\\ 

to 

—  £  j  {ZiXi  -  xA)  dt  +  zJ(*iXi  -  XiZt)  dt, 

to  t0 

(     dyi  dx\        f         /     dyi  dxX] 

=  £J  faYi  -  »X)  d*  +  zJifrYi  -  *X,)  «, 

d.  h.: 

Die  Aenderungen,  welche  die  Componenten  des  resultirenden 
Paares  der  Momentankräfte  während  irgend  eines  Zeitraumes 
erfahren^  sind  die  Integrale  der  Componenten  des  resultirenden 
Paares  der  gegebenen  und  der  Bedingungskräfte,  Über  dieselbe 
Zeit  ausgedehnt. 

Ist  (ctßy)  die  Richtung   einer  Axe,  multiplicirt  man  diese  drei  Glei- 
chungen mit  cos  a,  cos  0,  cos  y  und  addirt  sie,  so  ergibt  sich:    • 
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Die  Aenderung  der  Projection  des  resultirenden  Axen- 
momentes  der  Momentankräfte  auf  irgend  eine  Axe  ist  gleicb 
dem  Integrale  der  Projection  des  Axenmomentes  der  gegebenen 
und  der  Bedingungkräfte  auf  dieselbe  Axe. 

Sind  daher  die  gegebenen  und  die  Bedingungskräfte  im 
Gleichgewicht  oder  reduciren  sich  dieselben  fortwährend  auf 
eine  Einzelresultante,  so  bleibt  das  resultirende  Axenmoment 
der  Momentankräfte  constant  nach  Grösse  und  Axenrichtung. 

Die  zu  dieser  Axe  senkrechte  Ebene  behält  während  der  Bewegung 
fortwährend  dieselbe  Stellung  im  Räume  und  wurde  von  Laplace  die  in- 
variabele  Ebene  genannt;  ihre  Normale  heisst  die  invariabele  Axe. 
Die  invariabele  Ebene  ist  die  §.  3  erwähnte  Ebene  des  Maximums  der 
Flächen.  Die  Richtung  der  invariabelen  Axe  und  die  Lage  der  invariabelen 
Ebene  wechseln  übrigens  von  Reductionspunkt  zu  Reductionspunkt  Laplace 
glaubte  sie  benutzen  zu  können,  zu  finden,  ob  im  Laufe  der  Zeit  im  Sonnen- 
system StÖsse  vorgekommen  sind.  Ist  das  der  Fall,  so  muss  ihre  Lage 
sich  geändert  haben  und  umgekehrt  haben  Beobachtungen  eine  solche 
Lagenänderung  festgestellt,  so  kann  man  auf  StÖsse  schliessen.  Diese  Be- 
trachtungen basiren  auf  der  Voraussetzung,  dass  das  resultirende  Paar  der 
auf  das  Sonnensystem  wirkenden  Kräfte  nahezu  Null  ist,  was  für  die 
innern  Kräfte  genau,  für  die  äussern  wegen  der  grossen  Entfernungen  sehr 
nahe  zutrifft 

Zur  näheren  Erläuterung  des  Flächenprincipe  lassen  wir  einige  leichte  An- 
wendungen folgen,  welche  sich  den  Betrachtungen  anschliessen ,  die  wir  zur  Er- 
läuterung des  Princips  der  Bewegung  des  Massenmittelpunktes  gegeben  haben. 

Ein  lebendes  Wesen  befinde  sich  irgendwo  isolirt  im  Räume,  die  Einwirkungen 
der  äusseren  Kräfte  auf  dasselbe  Beien  Null  und  es  sei  anfangs  ruhig.  Dass  es 
seinen  Schwerpunkt  nicht  in  Bewegung  zu  setzen  vermag,  sahen  wir  bereits  früher; 
allein  es  kann  sich  auch  nicht  einmal  nm  denselben  drehen.  Denn  betrachten 
wir  den  Schwerpunkt  desselben  als  Pol,  ziehen  von  diesem  nach  allen  Punkten 
seines  Körpers  Radienvectoren  und  projiciren  das  ganze  System  auf  irgend  eine 
Ebene,  z.  B.  auf  die  durch  den  Schwerpunkt  gehende  Symmetrieebene.  Da  das 
System  anfänglich  in  Ruhe  ist,  so  ist  zu  Anfang  die  Summe  der  Sectoren  Null; 
da  das  Spiel  der  Muskeln  aber,  wie  es  immer  beschaffen  sein  möge,  nur  innere 
Kräfte,  welche  paarweise  gleich  und  entgegengesetzt  sind,  zur  Ursache  haben 
kann,  so  muss  die  Summe  der  Momente  der  Momentankräfte  constant  bleiben  und 
da  anfangs  alle  Geschwindigkeiten  Null  sind,  so  ist  die  Sectorensumme  anfangs 
Null  und  muss  fortwährend  Null  bleiben.  Wenn  daher  das  Wesen  einige  Theile 
Beines  Körper»  derart  in  Bewegung  setzt,  dass  für  sie  die  Sectorensumme  beginnt 
positiv  zu  werden,  so  müssen  gleichzeitig  andere  Rörpertheile  so  in  Bewegung 
gerathen,  dass  die  ihnen  entsprechende  Sectorensumme  einen  negativen  Werth 
annimmt  und  hierdurch  die  ganze  Summe  auf  dem  ursprünglichen  Werthe  Null 
erhalten  wird.  Wenn  z.  B.  ein  Mensch  in  solcher  Lage  den  Kopf  nach  rechts 
dreht,  so  wird  sich  der  übrige  Körper  nach  links  drehen;  wenn  er  das  eine  Bein 
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vorsetzen  will,  wird  ei*  in  Gefahr  sein,  mit  dem  anderen  rückwärts  auszugleiten. 
Man  sieht  hieraus,  dass  wir  nur  deswegen  auf  dem  Boden  vorwärts  schreiten 
können,  weil  das  eine  Bein,  welches  nach  rückwärts  ausgleiten  will,  durch  die 
durch  den  Druck  auf  den  Boden  erregte  Reibung  am  Ausgleiten  gehindert  wird. 
Auf  einem  glatten  Boden,  z.  B.  einer  Eisfläche,  findet  das  Ausgleiten  in  Wirklich- 
keit sehr  leicht  statt. 

Ein  Tänzer,  welcher  sich  auf  der  Fussspitze  umdrehen  will,  gibt  seinem 
Oberkörper  eine  Drehung  in  bestimmtem  Siune,  gleichzeitig  wird  aber  sein  Unter- 
körper das  Bestreben  erlangen,  sich  im  entgegengesetzten  Sinne  zu  drehen;  denn 
nur  so  kann  die  Sectorensumme,  z.  B.  auf  die  Horizontal  ebene  projicirt,  Null 
bleiben.  Der  Unterkörper  würde  in  Wirklichkeit  jene  Bewegung  annehmen,  wenn 
nicht  die  Reibung  der  Fnssspitze  am  Boden  als  eine  neue  äussere  Kraft  hinzuträte 
und  dies  hinderte. 

§.  5.  Die  6  Combinationen  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung  eines 
beliebigen  veränderlichen  Systems,  welche  der  Entwicklung  der  Principe  der  Be- 
wegung des  Massenmittelpunktes  und  der  Flächen  zu  Grunde  lagen,  nämlich: 

£»t  S1  -  £X*  +  zaP> 

sind  dieselben,  wie  für  das  unveränderliche  System.  Für  die  Erforschung  der 
Bewegung  des  letzten  sind  sie  hinreichend,  für  das  veränderliche  aber  besteben 
ausser  ihnen  noch  3n  —  x  —  6  andere,  wenn  x  die  Anzahl  der  Bedingungen  ist, 
denen  das  System  genügen  muss  Wir  schliessen  hieraus,  dass  auch  die  aus  ihnen 
abgeleiteten  Sätze  für  alle  Systeme  gültig  sind.  In  der  That  leiteten  wir  aus 
ihnen  auch  die  beiden  eben  genannten  Principe  ab,  welche  für  das  unveränder- 
liche System  bereits  früher  erwiesen  wurden  und  sie  liefern  für  das  veränderliche 
System  Integrale  der  Bewegungsgleichungen,  wie  für  das  unveränderliche.  Beim 
unveränderlichen  System  Hessen  sich  nun  Kräfte  und  Paare  verlegen  und  zu- 
sammensetzen und  war  die  Wirkung  der  zusammengesetzten  Kraftgebilde  die- 
selbe, wie  die  der  ursprünglichen.  Beim  veränderlichen  System  hört  diese  Aequi- 
valenz  auf;  indessen  behält  die  Zusammensetzung  von  Kräften  und  Paaren,  über- 
haupt die  Reduction  von  Kräften  auch  hier  nichts  desto  weniger  eine  Bedeutung. 
So  z.  B.  die  Unveränderlichkeit  der  Resultanten  und  des  resultirenden  Paares  der 
Momentankräfte,  wenn  die  entsprechenden  Gebilde  der  continuirlichen  Kräfte  ver- 
schwinden. 
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§.  6.     Combiniren  wir  die  Differentialgleichungen 

«»,.  ~X'  _  Xi  +  SP,       m<  ^  =  Yt  +  S«\        m{  ~  =  Z,  +  fl« 

dt2  ]      *  dt*  »  dt2  ' 

so,  dass  wir  sie  der  Reihe  nach  mit  den  ersten  Differentialquotienten  der 
Coordinaten  multiplicirt  addiren  und  hierauf  durch  das  ganze  System  Sum- 
miren, so  kommt 

(dxi  &Xi       dyt  d*^       dz{  (PzA  (      dx{ i  dy{  dzÄ 

£mi  KlilF*  di  1?  +  ~dil?)  =  £\Xi~dü  +  Ti Tt  +  Zi Tt) 


^      \  x    dt  ^    y    dt.^    '    dt/ 


Die   linke  Seite    dieser  Gleichung    ist   der  Differentialquotient   der    halben 
lebendigen  Kraft  des  Systems,  nämlich 

d_ 
dt 

die  zweite  Summe  rechts  (vgl.  S.  499)  hat  die  Bedeutung 

*&%  +  *?%  +  W%) -**(£%  +  £%  +  5t£) 

\  *    dt  *    dt  at/  \öXi  at        oy%  dt        dZi  dt/ 


^(S)'+($'+(£)'K4-^'. 


"*"  **     \dXi  dt  "+~  dyi  dt  "*"  dZi  dt)  "t" 


wenn  L  =  0,  M  =  0,  ...  die  Bedingungsgleichungen  des  Systems  sind. 
Sind  nun  diese  Bedingungen  nicht  mit  der  Zeit  veränderlich,  so  enthalten 
Z,  M,  . . .  die  Zeit  nicht  explicit,  erhält  man 

„(oLdXi [tdLdyi  t^dZi\=Q    £(W<^.M^d^:dz\ 
\dXi  dt^dyi  di^dzi  dt)  =    '      W,  dt^  dyi  dt^dz{  dt)       '"' 

und  verschwindet  die  zweite  Summe  rechter  Hand.    Dagegen  hat  man 

\8*  d*  +  dyi  dt  +  d*   dU^^i^    ' 

^(dMdXi i.dMdyi   ,dMdz\       dM 

\dxi  dt  +  dy{  dt  +  dZi  dt)+  dt  =    '"• 

wenn  dies  nicht  der  Fall  ist  und  z.  B.  einzelne  Punkte  sich  auf  ver- 
änderlichen Flächen  oder  Curven  bewegen;  vielmehr  wird  dann  die  zweite 

Summe  rechts 

,  dL  dM 

1      IM      ... 

dt      *  dt 

Mit  Ausschluss  dieses  letzteren  Falles  erhält  man  daher  die  Gleichung: 

£.»**_,(*§+ *'$  +  *£) 

oder 

d  •  \2niiv}  «*  £(XidXi  +  Yidyi  +  Z«**,). 
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Dieselbe  sagt  aus,  dass  die  Elementaränderung  d«r  halben  leben- 
digen Kraft  des  Systems  und  die  Elementararbeitssumme  aller 
Kräfte  Pi  längs  der  von  ihren  Angriffspunkten  durchlaufenen 
Bogenelemente  gleich  sind.  In  dieser  Gleichung  erscheinen  die  Kräfte, 
welche  die  Bedingungen  des  Systems  vertreten,  nicht,  da  ihre  Elementar- 
arbeit Null  ist,  indem  sie  senkrecht  zu  den  Wegen  ihrer  Angriffspunkte 
wirken.  Bezeichnet  T  die  Summe  der  Arbeiten,  welche  von  einer  beliebigen 
Anfangslage  des  Systems  an  gerechnet  bis  zur  Lage,  wo  die  Geschwindig- 
keiten Vi  sind,  geleistet  werden,  so  ist  dT  die  Elementararbeit  für  den 
Uebergang  in  die  nächste  Lage  und  also  dT=  £(XidXi-\-Yidyi-\-  Zidet). 

Daher  wird 

d-iZmivf  =dT 

und  wenn  man  integrirt  von  einer  Lage,  wo  die  Geschwindigkeiten  v$ 
sind,  bis  zur  Lage,  wo  sie  die.Werthe  t\  haben: 

d.  h.  die  Aenderung  der  halben  lebendigen  Kraft  des  Systems 
beim  Uebergang  aus  einer  Lage  in  die  andere  ist  gleich  der 
Aenderung,  welche  die  totale  Arbeit  der  Kräfte  während  dieses 
Ueberganges  erleidet.  (Princip  der  Aequivalenz  zwischen  Arbeit 
und  lebendiger  Kraft.) 

O  TT 

Existirt   eine   Kräftefunction    TT  der   Coordinaten,  sodass   X,  =  - — , 

OXi 

du   „      du 

d  •  i 2mM  =dU,     \ £m{vf  —  ü  +  Ä, 

d.  h.  wenn  eine  Kräftefunction  existirt  und  die  Bedingungen  des 
Systems  von  der  Zeit  unabhängig  sind,  so  ist  die  halbe  leben- 
dige Kraft  des  Systems  gleich  der  Kräftefunction,  vermehrt  um 
eine  Constante.    (Princip  der  lebendigen  Kraft.) 

Bezieht  man  die  vorstehende  Gleichung  auf  zwei  Lagen  des  Systems, 
welchen  die  Werthe  Uot  i;^;  U7  v,  entsprechen,  so  erhält  man  durch  Eli- 
mination der  Constanten  A 

d.  h.  beim  Uebergange  des  Systems  aus  einer  ersten  Lage  in 
eine  zweite  ist  die  Aenderung  der  halben  lebendigen  Kraft 
gleich  der  Differenz  der  Werthe,  welche  die  Kräftefunction  für 
diese  Lagen  annimmt    ' 

Da  die  Kräftefunction  eine  Function  der  Coordinaten  ist,  so  nimmt 
sie  denselben  Werth  an,  so  oft  das  System  in  dieselbe  Lage  zurückkehrt. 
Daher  ist  auch  die  lebendige  Kraft  des  Systems  dieselbe  bei  der  Rückkehr 
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•  - 

zu   derselben   Lage.    Von   der   Art   der   Bewegung   des   Systems   zwischen 
beiden  Lagen  und  der  Zeit,   welche   zum  Uebergang  aus  der   einen  in  die 
andere  verwandt   wird,  ist  das  Princip   der  lebendigen  Kraft  unabhängig, 
wie  von  den  Bedingungen  des  Systems. 
Es  ist  dT=dü7  T=U  +  h. 

Man  erhält  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  auch  aus  der  Gleichung 

*l(-£-*W(«'&-*)'»+(-£-*H 

indem  man  für  die  willkürlichen  virtuellen  Verschiebungen  die  durch  die 
wirkliche  Bewegung  des  Systems  erfolgenden  nimmt;  d.  h.  <¥#,-  =  dxiy 
öyt  =  dyi%  ÜZi  =  d*i  setzt.    Dies  liefert 

Zmi  CS  dXi  +  S  dVi  +  l^d0)  =  £  (XidXi  +  YidPi  +  ZidgÖ' 

da  die  Summe  rechter  Hand  verschwindet.  Die  linke  Seite  dieser  Glei- 
chung ist  aber  d  •  Umivf  u.  s.  w. 

§.  7.  Zwischen  der  lebendigen  Kraft  der  absoluten  Bewegung  des 
Systems  und  seiner  relativen  Bewegung  bezüglich  des  Massenmittelpunktes 
besteht  eine  sehr  einfache  Beziehung.  Sind  xu  yl7  zl  die  Coordinaten 
dieses  Punktes,  £,-,  17,-,  &  die  relativen  Coordinaten  von  w,  in  Bezug  auf 
ihn,  sodass  x4  =  xx  +  h ,  Vi  =  yx  +  r\i ,  *«  =  ex  +  ?, ,  so  wird 

-"-*** o*+ ©)■+(©'} 

—  KS)'+(S)'+(S)"I 

+*«{(S)'+ (©■+(©■} 

"*"  '  l  elf   d*  "*"  d*    d*  ^  dt    dt  V 

Die  erste  Summe  zur  Rechten  ist,  wenn  vl  die  Geschwindigkeit  des  Massen- 
mittelpunktes ist,  %Mv\,  d.  h.  die  halbe  lebendige  Kraft,  welche  dieser 
Punkt  besitzen  würde,  wenn  in  ihm  die  ganze  Masse  des  Systems  vereinigt 
wäre,  die  zweite  Summe  aber  ist,  wenn  w,  die  relative  Geschwindigkeit 
des  Systempunktes  m,  ist,   \  2m uf ;   die  dritte  Summe   aber  verschwindet, 

da  Ztnti  —  0   und  mithin   Zm,-  -r^  -77  =  -~  £mi  — ^  ===  0    ist    u.   s.   w. 

dt    dt         dt  dt 

Daher  bleibt 

UmiVi  =  Mv\  +  2miu} 

d.  h. 

34* 
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Die  lebendige  Kraft  der  absoluten  Bewegung  ist  gleich  der 
lebendigen  Kraft  der  relativen  Bewegung  in  Bezug  auf  den 
Massenmittelpunkt,  zusammen  mit  der  absoluten  lebendigen 
Kraft,  welche  dieser  Punkt  besitzen  würde,  wenn  in  ihm  die 
ganze  Masse  des  Systems  vereinigt  wäre. 

Man  hann  hiermit  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  auf  die  relative 
Bewegung  bezüglich  des  Massenmittelpunktes  ausdehnen.  Führt  man  näm- 
lich die  Substitution  rr,  =  xx  -f-  & ,  y,  =  yx  +  n\i ,  *,-  =  ex  -f-  &  in  die 
Gleichung  des  Principe  ein,  so  kommt 

d  •  \Zmiv}^{dxl  +  2Xi+dy12Yi  +  dzl2Zl)  +  Z{Xidli  +  7idrii  +  Z,rffc). 

Aus  den  Gleichungen 

folgt 

d .  JJfvJ  =  itel2?X,+  ety^F,  +  dzx2Zi  +  dxxZS^  +  ity JM^  +  d*x£SF> 

*  jf  • 

und  da  in  Folge  der  oben  entwickelten  Relation 

d  -±2mivl  =  d  -%Mv\  +  d  •  %2m{u* 
ist,  so  ergibt  sich,  wenn  dxxIIS^  +  dyxJ5SP)  +  d*^£S®  =  0  ist, 

d.  h.  wenn  die  Reductionsresultante  der  Bedingungskräfte  Null 
oder  senkrecht  zur  Geschwindigkeit  des  Massenmittelpunktes 
ist,  so  ist  die  Aenderung  der  halben  relativen  lebendigen  Kraft 
bezüglich  des  Massenmittelpunktes  gleich  der  relativen  Elemen- 
tararbeit der  gegebenen  Kräfte. 

§.  8.  Wenn  für  ein  System  von  n  Punkten  die  höchstmögliche  Anzahl  von 
Bedingungen,  nämlich  3n  —  1  besteht,  so  genügt  das  Princip  der  lebendigen 
Kraft,  um  die  Bewegung  aller  Systempunkte  zu  bestimmen.  Denn  dasselbe  liefert 
ein  Integral  der  Bewegungsgleichungen,  welches  in  Verbindung  mit  den  Be- 
dingungen Sn  Gleichungen  liefert,  durch  welche  die  Coordinaten  aller  Punkte  als 
Functionen  der  Zeit  erhalten  werden.  Dies  findet  z.  B.  bei  dem  unveränderlichen 
System  mit  einer  festen  Axe  statt.  Die  Unveränderlichkeit  desselben  erfordert 
3n  —  6,  die  Festigkeit  der  Axe  aber  fünf  Bedingungen.  Da  nämlich  zwischen 
den  zwei  festen  Punkten  der  Axe  bereits  constanter  Abstand  besteht,  so  werden 
ausser  dieser,  bereits  in  den  3n  —  6  Bedingungen  mit  inbegriffenen  Bedingung 
zur  Unveränderlichkeit  der  sechs  Coordinaten  dieser  Punkt  blos  noch  fünf  Be- 
dingungen erfordert.  Zusammen  hat  man  also  3n  —  6-|-6«8n  —  *  Bedingungen, 
zu  welchen  das  Integral,  welches  die  lebendige  Kraft  liefert,  die  noch  fehlende 
Gleichung  hinzufügt.  So  z.  B.  beim  zusammengesetzten  Pendel,  wo  die  letzte  der 
Bewegungsgleichungen  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  ist. 

§.  9.  Als  Anwendung  der  Principe  der  Bewegung  des  Massenmittelpunktes 
und  der  lebendigen  Kraft  behandeln  wir  den  geraden  Stoss  sphärischer 
Körper. 
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1.  Es  seien  gegeben  zwei  homogene  oder  concentrisch  geschichtete  Engeln 
in  Translation  begriffen  und  zwar  so,  dass  ihre  Schwerpunkte  dieselbe  Gerade  in 
gleichem  oder  in  entgegengesetztem  Sinne  durchlaufen.  Die  beiden  Körper  mögen 
zusammentreffen;  dabei  geht  eine  Formveränderung  derselben  vor  sich,  welche 
als  eine  Folge  der  gegenseitigen  Einwirkungen  der  Molecüle  auf  einander  ange- 
sehen werden  können.  Obgleich  die  Bestimmung  der  Bewegung  des  einzelnen 
Molecüls  Behr  complicirt  sein  wird,  lässt  sich  doch  leicht  die  Bewegung  der 
Massenmittelpunkte  ermitteln.  Dabei  sind  zwei  Fälle  zu  sondern.  1.  Die  Körper 
sind  absolut  unelastisch ;  dann  drücken  sie  Bich  zusammen ,  bis  die  Geschwindig- 
keiten sich  ausgeglichen  haben  und  gehen  sie  von  diesem  Momente  an  mit  ge- 
meinschaftlicher Geschwindigkeit  weiter,  indem  sie  sich  berühren  und  die  durch 
den  Stoss  veränderte  Gestalt  beibehalten.  2.  Die  Körper  sind  vollkommen 
elastisch.  In  diesem  Falle  nehmen  sie  von  dem  Momente,  wo  die  Zusammen- 
drückung aufhört  und  die  Geschwindigkeiten  gleich  geworden  sind,  allmählich  ihre 
alte  Gestalt  wieder  an,  indem  sie  in  entgegengesetztem  Sinne  auf  einander  ein- 
wirken und  in  Folge  dieser  abstossenden  Einwirkung  sich  trennen.  Zwchen 
diesen  beiden  Grenzfällen  der  absolut  unelastischen  Beschaffenheit  und  der  voll- 
kommenen Elasticität  liegen  alle  Fälle  des  grösseren  oder  geringeren  Grades  der. 
Elasticität,  in  welchen  die  Körper  nicht  genau  in  die  frühere  Form  zurückkehren. 
Während  bei  vollkommen  elastischen  Körpern  die  Periode  von  dem  Moment  des 
Maximums  der  Zusammendrückung  bis  zu  dem  Momente  der  Trennung  der  Periode 
vom  Moment  der  Berührung  bis  zur  grössten  Zusammendrückung  vollkommen 
gleich  ist  und  in  ihr  alle  Erscheinungen  genau  ebenso,  wie  in  jener,  nur  in  um- 
gekehrter Ordnung  eintreten,  ist  dieB  bei  weniger  elastischen  Körpern  nicht  mehr 
der  Fall  und  »für  unelastische  Körper  ist  diese  zweite  Periode  vollständig  auf 
Null  herabgesunken. 

2.  Betrachten  wir  nun  die  Körper  zu  irgend  einer  Zeit  t  im  Laufe  des 
Stosses;  xy  x  seien  die  AbscisBen  der  Mittelpunkte  C,  C  derselben  von  irgend 
einem  Punkte  0  (Fig.  142)  der  Centralen  gemessen  und  ro,  tn  ihre  Massen.  Die 
Kugel  C  ist  ein  System,  auf  welches  die  Molecüle  der  Kugel  C  einwirken  mit 

Kräften,  welche  vermöge  der  symmetrischen 
Beschaffenheit  eine  Resultante  liefern,  deren 
Richtung  in  die  Centrale  fällt;  die  Kugel  C 
ist  ebenso  ein  £ystem,  auf  welches  C  ein- 
wirkt und  da  die  Einwirkungen  je  zweier 
Molecüle  gegenseitig  gleich  sind,  so  ist  die 
Resultante,  welche  an  ff  angreift,  jener  an  C  angreifenden  entgegengesetzt  gleich. 
Ist  also  R  ihr  gemeinsamer  Werth,  so  erhalten  wir  für  die  Bewegung  der  Massen- 
mittelpunkte  beider  Körper  nach  dem  Princip  von  der  Bewegung  des  Massen- 
mittelpunktes die  Gleichungen: 

d%x  j)  ,  d*x        D 

Aus  ihnen  folgt  durch  Addition  und  Integration: 

d*x  ,  d*x'  dx         ,  dx        ,. 

m-dF  +  m  JF~0'     mdt+m-dt~  Con8t- 

Es  bleibt  also  die  Summe  der  Momentankräfte  fortwährend  constant 
und  besteht,  wenn  t>,  v  die  Geschwindigkeiten  zu  Anfang  des  Stosses 
sind,  während  der  ganzen  Bewegung  die  Gleichung 
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dx   ,      ,  dx  ,  , 

Sind  nun  1.  die  Kugeln  vollkommen  unelastisch  und  ist  u  ihre  gemein- 
same Geschwindigkeit  im  Momente  des  Maximums  der  Zusammendrückung,  so 
ist  (m  +  tn)  u  die  Summe  der  Momentankräfte  für  diesen  Moment  und  erhalt 
man  aus  der  Gleichung  (m  +  m) u  =  mv  +  m' v'  ^  d*6  gemeinsame  Geschwindig- 
keit, mit  welcher  beide  Körper  nach  dem  Stosse  weitergehen: 

mv  +  •»'  t/ 
Ussst — 

w  +  ro 

Hierbei  können  t>,  v  gleiche  oder  entgegengesetzte  Zeichen  haben,  auch  kann 
die  eine  von  diesen  Grössen  Null  sein.  Gehen  die  Körper  mit  entgegengesetzt 
gleichen  Momentankräften  gegen  einander,  so  wird  w  *=  0  und  gelangen  sie 
zur  Buhe. 

3.  Sind  2.  die  Kugeln  vollkommen  elastisch,  so  bedürfen  wir  zur  Be- 
stimmung der  Geschwindigkeiten  V,  V\  mit  welchen  sie  sich  trennen,  neben  dem 
vorigen   Satze   noch   eines  anderen.     Zu  dem  Ende  multipliciren  wir  die  beiden 

dx         dx 
Gleichungen    für   die  Bewegung   der  Massenmittelpunkte   mit   2  -=— ,   2  -rr-  und 

dt  dt 

addiren  Bie    Dadurch  kommt 


4"  (£)*+»'(£)'] 


(i  (x  —  x) 
2Ä     v  ' 


dt  dt        ' 

oder  wenn  wir  die  relative  Entfernung  x  —  x  der  Mittelpunkte  mit  r  bezeichnen 
und  vom  Anfange  des  Stosses,  wo  dieselbe  r0  sei  bis  zu  irgend  einem  Momente 
deB  StosseB,  wo  sie  r  beträgt,  integriren,  so  folgt: 


m 


r 


Diese  Gleichung  sagt  aus,  dass  die  Aendernng  der  lebendigen  Kraft  vor  Beginn 
des  Stosses  bis  zu  irgend  einem  Momente  gleich  der  doppelten  Arbeit  ist,  welche 
die  Sto8skräfte  B  während  dieser  Zeit  geleistet  haben.  Beziehen  wir  nun  diese 
Gleichung  auf  das  Ende  des  Stosses,  wo  sich  die  Körper  trennen,  so  wird  für 
vollkommen  elastische  Körper  da*  Integral  rechter  Hand  Null.  Denn  während  der 
ersten  Periode  des  Stosses  findet  Zusammendrücknng  statt  und  ist  dr,  also  auch 
Bdr  und  der  Werth  des  Integrales,  ausgedehnt  über  diese  Periode,  negativ;  in 
der  zweiten  Periode  ist  dr  positiv,  hat  Bdr  die  entgegengesetzt  gleichen  Werthe, 
wie  vorher  und  ist  das  Integral  ausgedehnt  über  diese  Periode  dem  vorigen  ent 
gegengesetzt  gleich.  Daher  ist  das  Integral  ausgedehnt  über  die  ganze  StoBszeit 
Null  und  erhalten  wir  die  Gleichung: 

mV*  +  mT*  =  rot>*  +  mv\ 

d.  h.  bei  vollkommen  elastischen  Körpern  ist  die  lebendige  Kraft 
nach  wie  vor  dem  Stosse  dieselbe.  Bei  unelastischen  oder  nicht  vollkom- 
men elastischen  Körpern  ist  das  Integral  über  die  Stosszeit  ausgedehnt  negativ 
und  findet  folglich  ein  Verlust  an  lebendiger  Kraft  statt  gleich  der  doppelten 
Arbeit  der  molecnlaren  Kräfte. 

Die  folgenden  beiden  Gleichungen,  von  denen  die  erste  die  auf  das  Ende  des 
Stosses  angewandte  obige  Gleichung  der  Momentankräfte  ist,  nämlich 
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mV  +  m'V  =  mv  +  mV, 
mF«  +  w'F'8  —  mf^  +  roV8 

dienen  zur  Bestimmung  der  Geschwindigkeiten  F,  V\  mit  welchen  sich  zwei  voll- 
kommen elastische  Engeln  nach  dem  Stosse  trennen.  Indem  man  sie  so  schreibt: 

m  (pt  _  v*)  «  m'  (t,'t  -  F'1), 

m  (F  —  t?)  —  m'  (t>'  -  V) 
und  in  einander  dividirt,  sieht  man,  dass  sie  äquivalent  sind  mit 

mV  +  mV  —  mv  +  »»V, 
F  -  F'  —  -  v  +  v\ 
und  aus  ihnen  erhalt  man 

(m  +  m)  V  =-  (m  —  m)  v  +  2wV, 

(m'  +  m)V=*  (m  —  w)  *  +  2m», 

von  welchen  Gleichungen  die  eine  aus  der  anderen  durch  Vertausch ung  von  m, 

t;,  F  und  m\  t>',  F'  hervorgeht.    Addirt  und  subtrahirt  man  rechts  mv,  resp.  mv 

und  berücksichtigt  mv  -|-  m  V  —  (m  +  m')  u,  so  erhalt  man  weiter: 

F -  2u  -  «,      F'  =  2i*  -  t>' ;     u  =  \(V  +  v)  =  \(V  +  v')\ 

es  ist  mithin  die  Geschwindigkeit  im  Momente  des  Maximums  der  Compression 
das  arithmetische  Mittel  aus  den  Geschwindigkeiten  eines  jeden  der  Körper  zu 
Anfang  und  Ende  des  Stosses. 

4.  Als  specielle  Fälle  heben  wir  folgende  hervor.  1.  Es  sei  C  in  Ruhe, 
also  v  =  0 ;  sind  die  Körper  unelastisch,  so  ist  die  gemeinschaftliche  Geschwindig- 
keit nech  dem  Stosse  u  = j — ?;  u  wird  Null,  wenn  m  =  »  wird,  d.  h.  die 

m  -|-  m  * 

ruhende  Masse  ein  unendlich  grosser  eben  begrenzter  Körper  ist  (näherungsweise 
für  das  Auffallen  eines  Körpers  auf  den  Erdboden  giltig).    Sind  die  Körper  voll- 

AM      ^__     AM.  ^#  AM) 

kommen  elastisch,  so  wird  F  =■  — ; — 7  v ,  V  »  — : ,  v;    für    m  «  oo    wird 

m  -j-  m  m  -\-  m 

7=-»,  V  =  0,  der  Körper  C  prallt  von  C'  mit  derselben  Geschwindigkeit 
zurück.  (Auffallen  einer  elastischen  Kugel  auf  eine  feste  elastische  Ebene.)  — 
2.  Die  Massen  der  beiden  Kugeln  seien  gleich.  Für  unelastische  Körper 
ist  dann  u  —  \  (v  +  v ') ;  ^r  elastische  wird  F  =»  v  ,  V  *=  vf  d.  h.  die  Körper 
gehen  mit  verwechselten  Geschwindigkeiten  nach  dem  Stosse  weiter;  ist  also  der 
eine  in  Ruhe,  so  geht  er  nach  dem  Stosse  mit  der  Geschwindigkeit  des  anderen 
weiter,  während  dieser  zur  Ruhe*  gelangt.  (Anwendung  hiervon  auf  die  gerad- 
linige Reihe  elastischer  Kugeln  gleicher  Masse.) 

5.  Es  Beien  gegeben  zwei  vollkommen  elastische  Kugeln  von  den  Massen 
w,  m    (Fig.  143),  man  sucht  die  Masse  p  einer  dritten  gleichfalls  vollkommen 

elastischen  Kugel  von  der  Eigenschaft,  dass,  wenn  die 
Mittelpunkte  der  drei  Kugeln  in  gerader  Linie  liegen, 
sodass  f*  zwischen  m,  m  sich  befindet,  die  Kugel  m 
mit  der  Geschwindigkeit  F  auf  die  ruhende  Kugel  p 
Fig.  143  treffend,  dieser  eine  solche  Geschwindigkeit  ertheilt, 

dass  sie  beim  Stosse  auf  die  gleichfalls  ruhende  Kugel 
m  letztere  mit  der  grösstmöglichen.  Geschwindigkeit  forttreibt 

2  mV 

Die    Geschwindigkeit  o,   welche  p  durch  m  erlangt,   ist  oj  =  — ; — ,   die 

m  -f-  (t 


i^-myi^jC^'<mf)- 
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9  Mi  tn 

Geschwindigkeit,  welche  hierauf  m  .von  fi  erhält,   V  =  — -j- — , ,    folglich    nach 
Elimination  von  co: 

•   y     a   4mF«  ; ; t— j yr    =  4mF.   -. : r -. TT  \ 

<*  +  tffr  +  »)  M(i  +  -)  (»+-) 

daher  muss  die  Function  p  ll  H — )  ( 1  H )  ein  Minimum  werden.    Dies  fahrt 

9 

su  der  Bedingung  1 1-  =  0,   d.  h.  p  =  Ymm.  Es  muss  demnach  die  Masse 

der  eingeschalteten  Kugel  das  geometrische  Mittel  zwischen  den  Massen  der  ge- 
gebenen Kugeln  sein. 

Soll  zwischen  m  und  m  eine  ganze  Reihe  von  Kugeln  ^ ,  f^ ,  ...  f*>n  ein- 
geschalten werden,  sodass  jede  folgende,  also  auch  die  letzte,  mit  dem  Maximum 
der  Geschwindigkeit  fortgetrieben  wird,  so  wird 

und  hieraus  folgt  —  =  —  =*  £?-  =  ....  =    ^ *     =»  —  =■  « ,   wenn   *    der   ge- 

™        (h        fti  f*«_i        P« 

meinschaftliche  Werth  des  Verhältnisses  zweier  aufeinanderfolgender  Kugeln  ist. 
Multiplicirt  man  diese  n  +  1  Gleichungen  von  der  Form  =  e  mit  einander, 

so  hat  man  «»-M  =  — ,  also  die  geometrische  Progression  pt  =*  6m,  fig  =  £*m, 

tn 


p,  —  e8ft,  ...    m»  *s  «»m,    wt>  * 


er- 


6.  Bei  vollkommen  elastischen  Körpern  findet  kein  Verlust  an  lebendiger 
Kraft  statt,  wohl  aber  bei  unelastischen.  Um  diesen  Verlust  S  zu  bestimmen, 
hat  man 

S  =-  mv%  +  *»Vf  —  (tn  +  *0  w*. 

Addirt  und  subtrahirt  man  2  (tn  +  #0  "**  80  wird 

&  =-  rot?8  +  *»Va  +  (*»  +  w )  *'  —  2  (m  +  m')  u  •  t* 

=»  mt?*  -f-  mV2  +  fr*  +  m)  M*  —  2  (mv  +  mt> )  u, 
da 

(m  +  *0  *  ■"  mt>«+  m«'. 

Indem  man  zusammenzieht,  nimmt  £  die  Form  aü: 

d  «  m  (t>  -  m)9  +  ro'  (u  —  »')«. 

t?  —  w  und  u  —  v  sind  Gewinn  oder  Verlust  an  Geschwindigkeit  der  Körper; 
demnach  ist  der  Verlust  an  lebendiger  Kraft  gleich  der  Summe  der 
lebendigen  Kräfte,  welche  man  mit  den  gewonnenen  und  verlorenen 
Geschwindigkeiten  der   Körper  bilden  kann.     Setzt  man  in  die  Formel 

für  8  den  Werth  von  w,  nämlich  u  =■ ~ — r—    ein,    bo   kann   man   d    unter 

tn  -f-  tn 

der  Form 

Ä  tntn      ,  ,v9 


m  -f-  tn 
darstellen.    Der  vorliegende  Satz  ist  ein  specieller  Fall  eines  allgemeineren  Satzes 


lV.Th.,Cap.V,§§.  10. 11.    Lebendige  Kraft  und  Arbeit  an  einer  Maschine.       537 

Über  den  Verlust  an  lebendiger  Kraft  eines  Systems  durch  Stosse,  welchen  Gar  not 
zuerst  aufgestellt  hat. 

7.  Es  sei  X  die  Abscisse  des  Massenmittelpunktes  der  beiden  Kugeln  zu- 
sammen als  ein  System  betrachtet;  für  ihn  besteht  die  Gleichung: 

(m  +  tn)  X  =  mx  -f  mx'. 

X  ist  eine  Function  der  Zeit,  wie  x,  x   und  erhält  man  die  Geschwindigkeit  -j-t 

d  t 

des  Massenmittelpunktes  aus  der  Gleichung  (m  +  »*')  -rr  ««jt+w  -jj  .      Die 

dt  dt  dt 

rechte  Seite  ist  die  Summe  der  Momentankräfte  und  da  diese  durch  den  Stoss 

nicht  geändert  wird,  so  folgt,  dass  der  Stoss  auf  die  Geschwindigkeit  des 

gemeinsamen  Schwerpunktes  beider  Kugeln  keinen  Einfluss  hat 

§.  10.  Der  schiefe  Stoss  sphärischer  Körper.  Die  beiden  Kugeln 
Cy  C  mögen  zwei  geradlinige  Translationsbewegungen  besitzen,  aber  so,  dass  die 
Schwerpunkte  verschiedene  gerade  Linien  beschreiben;  ihre  Geschwindigkeiten 
seien  constant.  Die  Kugeln  sollen  im  Laufe  ihrer  Bewegung  zusammentreffen, 
es  fragt  sich,  wie  wird  ihre  Bewegung  durch  den  Stoss  geändert?  In  dem  Mo- 
ment des  Zusammentreffens  zerlegen  wir  ihre  Geschwindigkeiten  jede  in  zwei 
Componenten,  von  denen  die  eine  in  die  Richtung  der  gemeinschaftlichen  Nor- 
malen CG'  der  Berührungestelle  fällt  und  resp.  */,  v  heissen  soll  und  eine  andere 
parallel  der  Berührungsebene  r,  z .  Bios  die  ersteren  Componenten  werden  durch 
den  Stoss  geändert,  die  geänderten  setzen  sich  hierauf  wieder  mit  z%  z  zu- 
sammen und  liefern  die  Geschwindigkeiten  F,  F',  mit  welchen  die  Körper  nach 
dem  Stosse  weiter  gehen.    Bei  unelastischen  Körpern  ist  daher  die  gemeinsame 

Np  rm  algeschwind  igkeit 

mv  4-  mv 

«  = j— 

m  +  m 

und  diese  ist  mit  r,  resp.  z   zu  combiniren,  um  F,  V  zu  finden.   Bei  vollkommen 
elastischen  Körpern  dagegen  sind  die  Normalcomponenten  N,  N'  nach  dem  Stosse : 

v      (tn  —  m)  v  +  2i»V        v,       (tn  —  m)  v  +  2mv 
m  +  m  m  ~{-  m 

welche  resp.  mit  r,  t  zusammentreten. 

Ist  tn  ursprünglich  in  Ruhe,  also  v  =  0,  t'  ==»  0,  so  wird 

--      tn  —  tn  «_,  2*ii 

Jv=— — . — , .  v     & 


tn  tn  -f-  tn 

und  für  tn  =  oo  wird  N  =  —  ?,  N'  =  0.  Combinirt  man  in  diesem  letzteren 
Falle  iV=»  —  v  mit  x,  so  folgt  das  Reflezionsgesetz,  nämlich:  Wenn  eine  voll- 
kommen elastische  Kugel  auf  eine  feste  vollkommen  elastische  Platte 
trifft,  so  bleibt  die  Geschwindigkeit  ihres  Schwerpunktes  constant; 
ihre  Richtung  bild#  vor  und  nach  dem  Ausfallen  gleiche  Winkel 
mit  der  Platte. 

Sind  die  Massen  gleich ,  so  ergibt  Bich  N  =  v\  N'  =  v ;  die  Kugeln  gehen 
mit  vertauschten  Normalcomponenten  der  Geschwindigkeiten  weiter. 

§.  H.  Wir  wollen  als  weitere  Anwendung  des  Principe  der  lebendigen  Kraft 
mit  dessen  Hülfe  die  Wirkungsweise  der  Kräfte  an  einer  Maschine  und 
deren  Gang  untersuchen.  Eine  Maschine  ist  ein  System,  an  welchem  Kräfte 
wirken  mit  Bedingungen,  welche  als  von  der  Zeit  unabhängig  angesehen  werden. 
Daher  gilt  für  sie  die  Gleichung  \Ztn{v7  =  \  Zm^V)2  =  T  —  T01  wenn  auch 
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wegen  Reibungen  u.  s.  w.  eine  Kraftefunctdon  nicht  existirt.  Die  Maschinen  ge- 
statten aber  nicht  beliebige  virtuelle  Verschiebungen,  sondern  in  der  Regel  nur 
eine,  aber  meistens  in  doppeltem  Sinne  (vorwärts  und  rückwärts);  es  .ist  daher 
die  Bewegung  aller  Systempunkte  bestimmt,  sobald  die  eines  derselben  bekannt 
ist,  daher  wird  auch  nur  eine  einzige  Gleichung  zur  Bestimmung  der  Bewegung 
der  Maschine  erfordert  und  hierzu  kann  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  be- 
nutzt werden. 

Die  Kräfte,  welche  an  einer  Maschine  wirken,  sind  doppelter  Art,  1.  solche, 
welche  eine  positive  Elementararbeit  leisten,  indem  sie  die  Punkte,  an  welchen 
sie  angreifen,  beschleunigen  und  mit  der  Richtung  der  Wegelemente  derselben 
spitze  Winkel  bilden;  sie  heissen  Motoren  und  sind  z.  B.  die  Dampfkraft,  Wasser- 
druck, Wärme,  Elektricität,  der  Wind,  die  Schwere,  die  Elasticität,  die  Muskel- 
kraft der  Menschen  und  Thiere  u.  s.  w.  Die  Motoren  wirken  auf  einen  beson- 
deren Maschinenbestandtheil ,  welcher  der  Receptor  genannt  wird  (bei  einer 
Wassermühle  sind  es  die  Schaufeln,  bei  der  Dampfmaschine  die  Kolben,  bei  vielen 
einfacheren  ist  es  ein  Handgriff  oder  ein  Fusstritt  u.  s.  w.).  Die  2.  Art  der  Kräfte 
sind  solche,  deren  Arbeit  negativ  ist,  indem  ihre  Angriffspunkte  zurckweichen 
und  sie  mit  den  Wegelementen  derselben  stumpfe  Winkel  bilden.  Diese  Kräfte 
heissen  Widerstände;  sie  werden  geleistet  von  den  Körpern,  welche  mit  Hülfe 
der 'Wirkung  der  Motoren  durch  die  Maschinen  umgeformt  werden  sollen  oder 
werden  zum  Theil  durch  die  Berührung  der  Maschinenteile  unter  einander  oder 
mit  der  umgehenden  Luft  u.  s.  w.  erregt.  Der  Maschinenteil,  welcher  mit  den 
zu  deformirenden  Körpern  in  Berührung  kommt,  an  welchem  also  die  erstgenann- 
ten Widerstände  angreifen,  heisst  das  Werkzeug  oder  bei  grösserem  Umfange 
der  Maschine  die  Arbeitsmaschine,  besteht  oft  selbst  in  einem  ganzen  System 
von  Arbeitern as chinen. 

Die  Arbeit  der  Motoren  heisst  die  bewegende  Arbeit,  die  Arbeit  der 
Widerstände  die  widerstehende  Arbeit.  Die  Bestimmung  der  Maschine  selbst 
ist  die,  die  Motoren  und  Widerstände  überhaupt  in  Verbindung  zu  setzen  oder 
wie  man  sich  ausdrückt,  die  Arbeit  der  Motoren  zu  übertragen.  Der  Maschinen  - 
theil,  welcher  zu  diesem  Ende  den  Receptor  mit  der  Arbeitsmaschine  verbindet, 
heisst  die  Transmission  der  Maschine.  Bezeichnen  wir  die  bewegende  Arbeit, 
die  während  des  Laufes  der  Maschine  geleistet  wird,  indem  die  Geschwindigkeiten 
ti(<)  in  v.  übergehen,  mit  Tm  und  die  gleichzeitig  geleistete  Arbeit  der  Wider- 
stände mit  —  Tr,  so  ist  T  —  T0  =  Tm  —  7V  und  kann  die  Gleichung  der  leben- 
digen Kraft  geschrieben  werden: 

I2m{v}  —  \2m.vW  —  Tm  —  IV. 

Wir  wollen  jetzt  verschiedene  Annahmen  über  den  Gang  der  Maschine  machen 
und  zusehen,  wie  sich  hierbei  die  Arbeiten  der  Motoren  und  Widerstände  ver- 
balten. Es  sei  von  einem  gewissen  Zeitpunkte  an  die^feewegung  der  Maschine 
gleichförmig  und  die  Geschwindigkeiten  vi  also  constant  gleich  t?(0;  dann  ist  die 

linke  Seite  der  Gleichung  Null  und  folglich  Tm  =  TV,  es  nimmt  also  während 
dieses  Intervalls  die  Arbeit  der  Motoren  und  Widerstände  um  dieselbe  Grösse  zu 
oder  es  wird  die  Arbeit  der  Motoren  vollständig  aufgebraucht,  um  eine  gleich- 
grosse  Arbeit  der  Widerstände  zu  tilgen.  Umgekehrt  ergibt  sich,  daBS,  so  lange 
Tm  =  Tr  bleibt,  die  Bewegung  der  Maschine  gleichförmig  bleibt,  weder  beschleu- 
nigt, noch  verzögert  wird.  Denn  man  kann  vermöge  des  bekannten  Zusammen- 
hanges der  Systempunkte  alle  Geschwindigkeiten  auf  der  linken  Seite  der  Glei- 
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chung  durch  eine  von  ihnen  ausdrücken  und  diese  muss  folglich  constant  bleiben, 
wenn  die  linke  Seite  der  Gleichung  auf  dem  Werthe  Null  erhalten  werden  soll; 
was  aber  von  ihr  gilt,  gilt  von  jeder,  folglich  u.  8.  w.  Wird  der  Gang  der 
Maschine  innerhalb  eines  Zeitintervall  es  beschleunigt,  so  wächst  die  linke  Seite 
der  Gleichung,  also  muss  während  desselben  Tm  >  Tr  sein  und  umgekehrt;  einem 
Ueberschuss  der  Arbeit  der  Motoren  über  die  der  Widerslände  entspricht  noth- 
wendig  eine  Zunahme  der  Geschwindigkeit.  Ebenso  entspricht  einer  Verlang- 
samung  der  Bewegung  ein  Ueberschuss  von  Tr  über  Tm  und  umgekehrt.  Aus 
dieser  Wechselbeziehung  zwischen  dem  Gange  der  Maschine  und  der  Arbeit  der 
Motoren  und  Widerstände  ergibt  sich,  dass  wenn  die  Arbeit  der  Motoren  sämmt- 
lich  auf  die  Tilgung  der  Arbeit  der  Widerstände  verwandt  werden  soll,  man  die 
Maschine  in  gleichförmiger  Bewegung  erhalten  muss,  dass  jeder  Ueberschuss  von 
Arbeit  der  Motoren,  der  nicht  auf  die  Tilgung  eines  entsprechenden  Aequivalentes 
von  Arbeit  der  Widerstände  verwandt  wird,  eine  Beschleunigung  der  Bewegung 
der  Maschine  (Vermehrung  der  lebendigen  Kraft)  und  jeder  Defect  von  Arbeit 
der  Motoren  eine  Verlangsamung  (Abnahme  der  lebendigen  Kraft)  zur  notwen- 
digen Folge  hat.  Man  sieht  hieraus,  in  welchem  Sinne  die  Redensart  gemeint 
ist,  wenn  man  sagt,  die  Maschine  verhalte  sich  wie  ein  Reservoir,  in  welches 
Arbeit. der  Motoren  eintritt  und  unter  der  Form  von  lebendiger  Kraft  wieder  aus- 
gegeben wird. 

Nicht  immer  aber  ist  es  möglich,  den  Gang  der  Maschine  so  gleichförmig 
zu  erhalten,  dass  in  jedem  Zeitelemente  die  Arbeit  der  Motoren  die  Arbeit  der 
Widerstände  tilgt;  ist  dieser  ideale  Zustand  nicht  herbeizuführen,  so  sucht  man 
eine  periodische  Bewegung  der  Maschine  zu  erreichen.  Es  tilgen  sich  dann 
wenigstens  in  jeder  Periode  für  sich  die  beiderlei  Arbeiten;  denn  zu  Anfang  und 
zu  Ende  der  Periode  haben  die  Geschwindigkeiten  dieselben  Werthe,  also  ist  die 
linke  Seite  der  Gleichung,  wenn  man  sie  auf  die  ganze  Periode  bezieht,  Null  und 
folglich  während  derselben  im  Ganzen  Tm  =  IV.  Dass  ein  gleichförmiger  oder 
ein  periodischer  Gang  der  Maschine  mit  möglichst  kurzer  Periode  wünschenswerte 
ist,  liegt  am  Tage.  Denn  durch  die  Tilgung  der  Arbeit  der  Widerstände  wird 
ein  Fabrikat  geliefert,  dessen  Erzeugung  der  Zweck  der  Anwendung  der  Maschine 
ist;  die  Beschleunigung  der  Bewegung  hat  daher  keinen  Nutzen,  vielmehr  muss 
die  Arbeit  der  Motoren  vollständig  dem  Zwecke  entsprechend  ausgebeutet  werden. 
Andererseits  hat  der  gleichförmige  Gang  der  Maschine  auf  die  egale  Beschaffen- 
heit und  damit  auf  den  Werth  des  Fabrikates  Einfluss. 

Beziehen  wir  jetzt  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  auf  den  ganzen  Zeit- 
raum vom  Anfang  der  Bewegung  der  Maschine  bis  zum  Stillstand  derselben. 
Anfangs  sind  alle  Geschwindigkeiten  Null,  am  Ende  auch,  mithin  ist  die  linke 
Seite  der  Gleichung  Null  und  daher  Tm  «=  2V,  d.  h.  während  des  ganzen  Laufes 
der  Maschine  tilgen  sich  die  Arbeiten  beiderlei  Kräfte  vollständig ;  es  wird  nichts 
an# Arbeit  gewonnen,  nichts  verloren.  Man  kann  den  ganzen  Lauf  der  Maschine 
in  drei  Epochen  zerlegen:  1.  den  Anlauf,  vom  Beginn  der  Bewegung  biß  zu  dem 
Momente,  mit  welchem  eine  gleichförmige  oder  eine  periodische  Bewegung  ein- 
tritt, 2.  den  Mittellauf,  die  Zeit  der  gleichförmigen  oder  periodischen  Bewegung 
und  3.  den  Endlauf,  die  Zeit  vom  Schluss  der  letzten  Periode  bis  zum  Stillstände. 
Während  des  Anlaufes  wächst  die  lebendige  Kraft  von  Null  an  und  daher  ist 
während  dieses  Zeitraumes  in  jedem  Moment  und  im  Ganzen  die  Arbeit  der  Mo- 
toren grösser  als  die  der  Widerstände,  der  Ueberschuss  bringt  die  Maschine  „in 
den  Gang44.    Während  des  Mittellaufs  ist  in  jedem  Momente  oder  wenigstens  für 
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jede  Periode  die  Arbeit  der  Motoren  gleich  der  Arbeit  der  Widerstände;  während 
des  Endlaufes  ist  die  linke  Seite  der  Gleichung  negativ,  die  lebendige  Kraft 
nimmt  bis  zu  Null  ab  und  es  geschieht  dies  in  Folge  des  Nachlassens  oder  Auf- 
hörens der  Wirkung  der  Motoren. 

Die  Widerstände  zerfallen  in  zwei  Klassen:  1.'  Bolche,  welche  durch  die 
Bestimmung  der  Maschine  gegeben  sind  und  herrühren  von  den  umzuformenden 
Körpern,  durch  Tilgung  von  deren  Arbeit  das  Fabrikat  erzeugt  wird;  sie  heissen 
nützliche  Widerstände;  ihre  Arbeit  sei  Tu;  2.  solche,  welche  in  Folge  der  Be- 
wegung der  Maschine  rege  werden,  wie  die  Reibung,  Luftwiderstand  u.  s.  w.  und 
welche  nichts  gemein  haben  mit  dem  Fabrikate:  sie  heissen  passive  (schäd- 
liche) Widerstände;  ihre  Arbeit  sei  T».  Die  Gesammtarbeit  Tr  aller  Widerstände 
zerfällt  daher  in  zwei  Theile  und  hat  man  Tr  =»  Tu  +  Ta .  Da  nun  die  Arbeit 
der  Motoren  Tm  gleich  Tr  sein  soll,  so  folgt,  dass  ein  Theil  der  Arbeit  der  Mo- 
toren auf  die  Tilgung  der  Arbeit  der  passiven  Widerstände  verwandt  werden  muss 
und  also  für  die  Bestimmung  der  Maschine  verloren  geht.  Daher  muss  man  die 
passiven  Widerstände  soviel  als  möglich   zu  verkleinern  suchen.    Eine  Maschine 

T  T 

ist  um  bo  besser,  je  kleiner  das  Verhältnis  -=?-  und  je  grösser  -=^  ist. 

■Im  ■»  m 

Jeder  Verlust  an  lebendiger  Kraft  muss  vermieden  werden.  Nun  'besteht  die 
lebendige  Kraft  auch  aus  zwei  Theilen:  1.  der  lebendigen  Kraft,  welche  durch 
die  Geschwindigkeiten  der  äusserlich  sichtbaren  Bewegung  gebildet  wird  und  welche 
also  den  Gang  der  Maschine  bestimmt;  *2.  der  lebendigen  Kraft,  welche  die  innere 
Bewegung  der  Maschinentheile ,  die  kleinen  Erschütterungen,  die  Schwingungen 
der  elastischen  Bänder,  die  molecularen  Bewegungen  u.  s.  w.  darstellt  und  nichts 
mit  dem  Gange  der  Maschine  im  Ganzen  gemein  hat.  Dieser  zweite  Bestandteil 
darf  womöglich  gar  nicht  zu  Stande  kommen  oder  muss  durch  Einführnng  grosser 
Massen,  Polster  u.  s.  w.  herabgedrückt  werden ;  denn  die  Arbeit  des  Motors,  welche 
ihn  veranlasst,  ist  verloren.  Eine  schlotterige  Mühle  ist  ein  Beispiel  für  diesen 
Nachtheil. 

Die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  zeigt  deutlich  die  Unmöglichkeit  eines 
Perpetuum  Mobile;  ein  solches  wäre  nämlich  eine  Maschine,  durch  welche 
ohne  continuirliche  Wirkung  eines  Motors  fortwährend  die  Arbeit  eines  Wider- 
standes getilgt  wird ;  auch  wenn  der  Widerstand  noch  so  gering  ist,  so  kann  seine 
Arbeit  nur  durch  eine  äquivalente  Arbeit  entgegengesetzter  Art  getilgt  werden; 
geschieht  dies  nicht,  sondern  wirkt  ein  Motor  nur  eine  kurze  Zeit,  nach  welcher 
die  Maschine  sich  selbst  überlassen  bleibt,  so  nimmt  die  lebendige  Kraft  ab  und 
sowie  Bie  Null  ist,  steht  die  Maschine  still.  Will  man  aber  eine  Maschine  ein 
Perpetuum  Mobile  nennen,  an  welcher  überhaupt  keine  Arbeit  geleistet  wird, 
weder  von  einem  Motor,  noch  von  einem  Widerstände,  sondern,  die  einmal  durch 
Momentankräfte  in  Bewegung  gesetzt,  fortwährend  in  Bewegung  bleibt,  so  ist 
dieselbe  zwar  denkbar,  aber  nicht  realisirbar,  da  wir  die  materiellen  Elemente 
einer  Maschine  nicht  der  Wirkung  der  Naturkräfte  entziehen  können. 

§.  42.  Von  der  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  kann  man  ein  Criterium 
für  die  Stabilität  des  Gleichgewichtes  entlehnen.  Besteht  nämlich  für 
das  System  eine  Kräftefunction,  sodass 

4  Sm.vf  —  \  Zm^W  —  U  -  Ü0 
und 

du  =*  Z  {Xidxi  +  Yidyi  -f  Z^z.) 
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ist,  so  fallt  die  Bedingung,  dass  für  bestimmte  Werthe  von  x. ,  y. ,  z{ ,  .  .  . ,  d.  h. 

für  eine  bestimmte  Lage  des  Systems  Gleichgewicht  bestehe,  mit  der  Bedingung 
zusammen ,  dass  für  diese  Werthe  das  vollständige  Differential  d  11  verschwinde,      ;     ) 
sodass  im  Allgemeinen  für  jede  Gleichgewichtslage  die  Kräftefunction  ein  Maxi-  / 

mnm  oder  elfr  STimifimii  sein  wird.  Wir  setzen  hierbei  voraus,  dass  aus  U  be- 
reits mit  Hülfe  der  Bedingungen  des  Problems  ebenso  viel  Variabein  eliminirt 
sind,  als  die  Zahl  der  Bedingungen  beträgt  und  demnach  U  als  eine  Function 
vollständig  unabhängiger  Variabein,  die  wir  1,  ft,  v,  ...  nennen  wollen,  darge- 
stellt sei.  Findet  ein  Maximum  von  U  wirklich  statt,  so  besitzt  das  Gleich- 
gewicht den  Charakter  der  Stabilität,  d.  h.  das  System  wird  sich,  wenn  die  Punkte 
desselben  aus  der  dem  Maximum  entsprechenden  Lage  nur  wenig  verrückt  werden 
und  kleine  Anfangsgeschwindigkeiten  erhalten,  im  Laufe  der  Zeit  nie  über  gewisse 
enge  Grenzen  hinaus  von  derselben  entfernen. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  können  wir  unbeschadet  der  Allgemeinheit  an- 
nehmen, dass  das  Maximum  von  U  für  die  Werthe  Z=»fi=»v  =  ««-=»0  ein- 
trete und  da  ferner  die  Function  U  in  der  obigen  Gleichung  blos  in  der  Ver- 
bindung U  —  U0  vorkommt ,  so  kann  ihr  auch  eine  beliebige  Constante  zugefügt 
werden.  Durch  eine  zweckmässige  Wahl  dieser  Constanten  kann  man  aber  immer 
erreichen,  dass  der  Maximalwerth  von  U  selbst  die  Null  ist.  Unter  diesen  Voraus- 
setzungen schreiben  wir  nun  die  Gleichung  so: 

±£m.v?  -  U  (l,  p,  vt  . . .)  -  ü  (*0,  p0,  vot  ...)  +  i£mt  vW, 

sodass  also  U  (A,  p,  v%  . . .)  für  Z  =  p  =  v  =  •  •  •  =  Ö  ein  Maximum  wird,  dessen 
Werth  Null  ist  und  X0 ,  p0 ,  v0 , . . .  t><»)  zusammengehörige  Werthe  von  A ,  p ,  v , . . .  vt- 

sind.  Da  jeder  Nachbarwerth  des  Maximums  negativ  ist,  so  lassen  sich  immer 
so  kleine  positive  Grössen  J,  mi  n,  .  .  .  angeben,  dass  für  jedes  System  von 
Werthen  1,  p,  v ,  .  .  .,  dessen  Zahlen  werthe  resp.  nicht  grösser,  als  2,  m,  n,  .  .  . 
sind,  U  (1,  p,  v,  .  . .)  stets  negativ  ist,  ausgenommen  für  das  Werth  System 
2«ß»yta...a0.  Nehmen  wir  nur  solche  Werthsysteme  an ,  bei  welchen 
wenigstens  eine  der  Grössen  A,  p,  v,  .  .  .  dem  Absolutwerte  ihrer  Grenze 
l,  w,  n,  .  .  .  gleich  ist,  so  fällt  dieser  Ausnahmefall  weg.  Ist  nun  — p  von  allen 
diesen  negativen  Werthen  der  Function,  absolut  genommen  der  kleinste,  so  kann 
gezeigt  werden,  dass  wenn  X0 ,  p0 ,  v0 ,  .  .  .  numerisch  nicht  grösser  als  J,  m,  n,  . . . 
und  zugleich  so  angenommen  werden,  dass 

-  Ü(X0,  p0,  vQt  .  .  .)  +  \2m{vW  <p 

ist,  jede  der  Variabelen  A,  p,  v,  ...  im  Laufe  der  Bewegung  unter  ihrer  Grenze 
Z,  m,  n,  .  .  .  bleiben  wird.  Fände  nämlich  ein  Ueberschreiten  dieser  Grenze 
statt,  so  müsste  wegen  der  Stetigkeit  der  Grössen  X9  p,  »,  ...  zu  einer  gewissen 
Zeit  zuerst  Gleichheit  zwischen  einer  oder  mehreren  dieser  Grössen  und  ihrer 
Grenzen  l,  w,  n,  .  .  .  eintreten,  ohne  dasB  eine  der  übrigen  die  Grenze  über- 
schritten hätte.  Für  diesen  Zeitpunkt  wäre  der  negative  Werth  von  U  (X.  p,  v,  .  .  .) 
numerisch*  nicht  kleiner  als  p,  mithin  die  rechte  Seite  unserer  Gleichung  negativ, 
was  mit  der  Natur  der  positiven  linken  Seite  im  Widerspruch  steht;  folglich 
überschreiten  1,  p,  »,  ...  nicht  ihre  Grenzen  und  das  Gleichgewicht  ist  stabiL 
Man  sieht  zugleich  auch,  dass  die  Geschwindigkeiten  t?t  gewisse  Grenzen  nicht 
Überschreiten,  denn  da  das  Maximum  von  U  Null  ist,  so  ist 

Zmvf  <^~U  (*0,  p0,  »o,  . . .)  +  i  £m4vf\ 
Endlich,  da  J,  m,  n,  .  .  .  beliebig  klein  angenommen  werden  können,  so  können 


542  Kinetische  Energie,  potentielle  Energie.    IV.  Th.,  Cap.V,  §.  13. 

die  Grenzen  für  die,  die  Lage  des  Systems  bestimmenden  Grössen  1,  p,  vy  .  .  .  und 
die  Geschwindigkeiten  v  beliebig  eng  gezogen  werden.  • 

Der  vorstehende  Beweis  ist  von  Dirichlet;  vgl.  Cr  eile's  Journ.  B.  XXXII, 
S.  86  —  88,  woselbst  auch  eine  Kritik  der  ungenügenden  früheren  Beweise  ge- 
geben ist. 

§.  13.  Wir  wollen  jetzt  ein  System  betrachten,  auf  welches  nur 
innere  Kräfte  P  wirken,  welche  blos  Functionen  der  Entfernungen  sind. 
Für  seine  Bewegung  existirt  eine  Kräftefunction  U  und  gilt  die  Gleichung 

die  wir  aber  so  schreiben  wollen 

i  2mv*  —  U  =  £  2mv\  —  UQ. 

Die  Function  CT  ist  nach  S.495  U  =  27i2lX  wo RiM  =  f — mifnxF{rin)driH% 

wenn  F(r)  das  Gesetz  darstellt,  nach  welchem  zwei  Masseneinheiten  auf  einander 
einwirken  und  wenn  U  ein  Maximum  wird,  so  findet  stabiles  Gleichgewicht 
der  Kräfte  statt.  Da  U  eine  willkürliche  Constante  enthält,  so  können 
wir  diese  so  bestimmen,  dass  der  Werth  des  Maximums  gleich  Null  wird 
und  für  den  Fall,  dass  TT  mehrere  Maxima  besitzt,  soll  dies  für  das  grösste 
von  ihnen  gelten.  Dann  sind  also  alle  andern  Werthe  von  U  negativ. 
Lässt  man  nun  das  System  aus  der  stabilen  Gleichgewichtslage  in  eine 
andere  übergehen  und  bezieht  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  auf 
beide,  so  stellt  die  negative  Grösse  U  —  0  die  Arbeit  der  inneren  Kräfte 
dar,  welche  dazu  nöthig  ist.  Ebenso  wenn  das  System  aus  einer  beliebigen 
Lage,  welcher  der  Werth  U  entspricht,  zur  stabilen  Gleichgewichtslage 
gelangen  soll,  so  ist  die  positive  Arbeit  0  —  U  erforderlich.  Es  bedeutet 
demnach  —  U  =W  die  positive  Arbeit,  welche  die  Kräfte  leisten  müssen, 
um  das  System  aus  der  Lage,  welcher  U  entspricht,  in  die  Lage  des 
stabilen  Gleichgewichts  überzuführen.    Hiemit  kann  die  obige  Gleichung 

%2mv*  +  W*=i£mvl 

auch  so  ausgesprochen  werden: ' 

Für  ein  freies  System,  welches  blos  inneren  von  den  Ent- 
fernungen abhängigen  Kräften  unterworfen  ist,  bleibt  während 
der  Bewegung  für  jede  Lage  derselben  die  Summe  der  halben 
lebendigen  Kraft  und  der  Arbeit,  welche  die  inneren  Kräfte  zu 
leisten  haben  würden,  um  das  System  aus  dieser  Lage  in  die 
Lage  des  stabilen  Gleichgewichtes  zu  bringen,  eine  cdnstante 
Grösse.  Der  Werth  der  Kräftefunction  für  die  fragliche  Lage 
gibt  jene  zu  leistende  Arbeit  an. 

Die  halbe  lebendige  Kraft  ^Zmv2  heisst  die  kinetische  Energie, 
die  Arbeit  W,  welche  erfordert  wird,  um  das  System  in  die  stabile  Gleich- 
gewichtslage   überzuführen,    die    potentielle    Energie,    die    Constante 
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%2mv2  -f-  W  aber  die  totale  Energie  des  Systems.  Den  eben  ausge- 
sprochenen Satz  nennt  man  den  Satz  von  der  Erhaltung  der  Energie. 
Nimmt  die  kinetische  Energie  zu,  so  nimmt  die  potentielle  Energie  ab  und 
umgekehrt 

Als  Beispiel  wollen  wir  das  System  zweier  Massenpunkte  w,  m   behandeln, 

welche  sich  mit  der  Kraft 

m 


£(-(#1 


anziehen.  In  der  Entfernung  r  «  r0  befinden  sich  dieselben  im  stabilen  Gleich- 
gewicht; für  r  >*r0  findet  Attraction,  für  r<r0  Repulsion  statt.  Bringt  man 
sie  auf  ihrer  Verbindungslinie  aus  der  Gleichgewichtslage  in  eine  Entfernung 
>  r0,  so  ist  eine  positive  Arbeit  nöthig,  um  sie  in  diese  Lage  zurückzubringen; 
nähert  man  dieselben  einander  auf  eine  Entfernung  <  r0 ,  so  ist  gleichfalls  eine 
positive  Arbeit  nöthig,  um  Bie  zurückzuführen.  Die  Arbeit  ist  im  ersten  Falle 
positiv,  weil  Anziehung  stattfindet  und  dr  negativ  ist,  im  anderen  Falle,  weil 
Abstossung  stattfindet  und  dr  poßitiv  ist.    Die  Kräftefunction  ist 

u *.ß,  -  (?)')  *  -  =£  fc^  -  s^n  ■  (?)')  +  «- 

und  erreicht  für  r  «=  r0  ihr  Maximum.    Um  dasselbe  auf  Null  zu  bringen,   hat 

man  Const.  = -  zu  setzen. 

o 
Die  Gleichung  %  Zmv*  +  ^  s=a  Const.  zeigt  auch  einen  gewissen  Uebergang 

von  Arbeit  und  lebendiger  Kraft  von  einem  Systemtheil  auf  den  anderen.  Das 
System  bestehe  aus  zwei  Partialsy steinen  A  und  B,  welche  durch  einen  nicht 
dehnbaren  Faden  ohne  Masse  mit  einander  verbunden  sein  mögen.  Da  der  Faden 
keine  Masse  hat,  so  ist  seine  lebendige  Kraft  Null  und  wenn  er  gespannt  ist,  so 
ist  die  Arbeit  der  beiden  ihn  spannenden  gleichen  Kräfte  Null.  Es  besteht  daher 
die  Summe  \  Smv%  +  W  aus  einem  von  A  und  einem  von  B  herrührenden  Theile. 
Da  beide  zusammen  constant  bleiben,  so  muss  der  erstere  wachsen,  wenn  der 
zweite  abnimmt  und  ist  letzterer  Null  geworden,  so  kommt  die  ganze  Summe 
dem  Theile  A  zu,  wenn  in  demselben  Momente  der  Faden  durchschnitten  wird. 
B  gelangt  in  den  Zustand  des  stabilen  Gleichgewichtes. 

§.  14.  Wir  fanden  früher  die  Gleichung  \  Zmv*  =  \  Mv\  +  $  2mu%. 
Da  keine  äusseren  Kräfte  auf  das  System  wirken,  so  ist  Mv\  constant. 
Substituten  wir  also  den  Ausdruck  rechts  in  die  Gleichung  \  2mv*  -f-  W=  (7, 
so  kommt 

wo  C  nur  eine  andere  Constante  ist.  Da  W  blos  von  den  Abständen  der 
Systempunkte  abhängt,  so  hat  es  für  die  relative  Bewegung  denselben 
Werth,  wie  für  die  absolute.  Es  ist  also  auch  die  halbe  Summe  der 
relativen  lebendigen  Kraft  zusammen  mit  der  Arbeit  W  eine 
Constante. 

Die  lebendige  Kraft  \EmvP  zerfällt  in  vielen  Fällen  in  zwei  Theile, 
von  denen  nnr  der  eine  sich  an  der  äusserlich  sichtbaren  Bewegung  des 
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Systems  bemerken  lässt.  Wenn  nämlich  die  Systempunkte  um  gewisse 
Gleichgewichtslagen  oscilliren,  welche  sich  in  relativer  Ruhe  oder  Be- 
wegung befinden,  so  hat  man,  wenn  xy  y,  z  die  relativen  Coordinaten  in 
Bezug  auf  den  Massenmittelpunkt  für  einen  Systempunkt,  xx,  y, ,  zx  die  der 
Gleichgewichtslage  und  £,  97,  f  die  relativen  Coordinaten  bezüglich  dieser 
Gleichgewichtslagen   sind:  x  =  xY  -{-  £,  #=#1+1?,  #  =  *i  +  £.     Hier- 

dx       dx*        de 

nach  werden  -— *  =  — 1-  -77 ,  •  •  •  •  und  ergibt  sich  ein  Bestandtheil  von 

dt        dt        dt 

ti2,  welcher  aus  — - ,  -77,   -77-   und    ein  anderer,    der  aus   — .  -~ ,  — 

dt      dt      dt  dt     dt     dt 

gebildet  ist.    Ist  das  Oscillationscentrum  (xlyle1)  in  relativer  Ruhe,  so  ist 

der  erstere  Bestandtheil  Null;  dann  ist  u  blos  von  der  inneren  Bewegung 

des  Systems  abhängig. 

§.  15.  DaB  Princip  der  Erhaltung  der  Energie  hat  die  Physiker  der  Neuzeit 
zu  einer  wesentlich  veränderten  und  allgemeineren  Auffassung  der  Naturprozesae 
und  ihres  gegenseitigen  Zusammenhanges  geführt.  Man  hat  die  Ansicht  gewonnen, 
dasB  die  Summe  aller  Energie  im  gesammten  Weltsystem  als  eine  constante  Grösse 
anzusehen  sei  und  dass  alle  Erscheinungen  der  Natur,  so  mannigfach  sie  auch 
sein  mögen,  im  Grunde  nichts  anderes  seien,  als  die  Wechselbeziehung  zwischen 
Arbeit  und  lebendiger  Kraft,  wie  sie  die  Gleichung  ausspricht  Wo  nach  dieser 
Ansicht  ein  Bewegungsphänomen  auftritt,  wird  ein  entsprechendes  Quantum  Arbeit 
auf  sein  Zustandekommen  verwandt  und  wo  es  aufhört,  wird  ein  ihm  äquivalentes 
Quantum  Arbeit  disponibel.  Vorzugsweise  ist  es  die  mechanische  Theorie  der 
WSrme,  welche  von  diesem  Grundsatze  ausgehend  zu  Folgerungen  der  grössten 
Wichtigkeit  geführt  hat  und  noch  ferner  führen  wird.  Die  heutige  Naturforschung 
ist  Daniel  Bernoulli  grossen  Dank  dafür  schuldig,  dass  er  die  Gleichnng  der 
lebendigen  Kraft  zuerst  in  der  heutigen  allgemeinen  Fassung  festgestellt  hat. 
Nicht  geringere  Anerkennung  zollt  sie  den  Ideen  und  Forschungen  eines  Meyer, 
Helmholtz,  Joule,  Thomson  u.  a.  auf  diesem  Gebiete. 


VI.  Capitel. 

Die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  von  Lagrange;    das 
Hamilton'sehe    Princip ;    das    Princip   der   kleinsten  #  Wirkung.     Die 
Hamilton'sehe  canonisehe  Form  der  Bewegungsgleiohungen  und  die 

Hamilton'sehe  partielle  Differentialgleichung. 

§.1.    In  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  (S.  499) 

d*x{  dL  dM 

•  dt*  •    '       ox£       r  dxi  '         ' 

d*y4  dL  dM 

m.  ^  Ä  r*  +  *  ^  +  *ä£  +  '  "   >      »'  -  1.  *.  •  •  -  *» 

<***,  dL  dM 
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wofür  1  =  0,  M  =»  0,  .  .  .  die  x  Bedingungen  des  Systems  darstellen,  welche 
von  Lag  ränge  zuerst  aufgestellt  wurden,  fähren  wir  an  die  Stelle  der  Varia- 
belen  x{ ,  yi ,  zi  neue  Variabele  qu  q21  ...  qu  ein,  deren  Zahl  ^  =  8n  —  %  und 

welche  so  gewählt  sind,  dass  die  %  Bedingungen  L  =  0,  M  =  0  ...  durch  sie 
identisch  erfüllt  werden,  sodass  ohne  Zuhülfenahme  irgend  welcher  Relationen 
zwischen  den  Grössen  q  die  Gleichungen 

L(Si>  2a>  •  •  •  2(U)=aB,°J       Mfa,  &,  .  .  .  qj  —  0,  .  .  . 

gestehen.    So  können  z.  B.  die  Coordinaten  #t.,  yiy  zit  welche  der  Bedingung 

x}         y?        gl 

—  4-  —  -4-  —  —  1 
a*^  b2  ^  c* 

genügen  sollen,  durch  die  zwei  Variabein  q{ ,  q2  ersetzt  werden,  welche  mit  ihnen 
durch   die    Gleichungen  xi  =  a  coa  qx  ,  y{  =»  b  sin  qx  cos  qt  ,    ^  »  c  sin  gx  sin  & 

verbunden  sind.  Setzt  man  diese  Ausdrücke  für  xn  y{,  zi  in  die  genannte  Be- 
dingung ein,  so  wird  sie  von  selbst  erfüllt.  Durch  Einfahrung  der  GrÖBsen  q 
nehmen  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  eine  sehr  bemerkenswerte 
Form  an,  welche  gleichfalls  von  Lag  ränge  zuerst  gegeben  wurde. 

Es  werden  x-,  yt-,  zi  Functionen  von  ql7  q%i  .  .  .  q  .    Multipliciren  wir  die 

obigen   Gleichungen   der  Reihe   nach   mit    den    partiellen   Differentialquotienten 

d  X-    dy-    d  z. 

5—^1  ö~f  ö— '  von  x.,  y.,  z,  nach  einer,  q  ,,  der  Grössen  g,  addiren  sie  und  sum- 
dqa'dqs'dqs  •.'  y»      *  ** 

miren  nach  i  durch  das  ganze  System  hindurch,  so  kommt,  da 

/az,  ^     djL  <hu    ax  #V\     d^toi,  g»,-  -  -g,<) 
'aar  dxi  .  aar  ^y,-  ,  aar  0*A     d^(gi> %•  •  •  •  o 


/aar  ^fi      dM^Vi.dM  **A 

\a*,  a^  +  ayf.  ä$, "*~  a*.  a^,/ 


^ 


««. 


und  diese  Ausdrücke  verschwinden,  weil  Z  fo ,  ja,  .  .  .  g  ),  af  (& ,  &,  .  .  .  q  ),  .  .  . 

identisch  Null  sind: 

(d%xi  dx.       diyi  dy{       d*zt  dz.\ 
d?  äg~  +  "5F  ä7,  +  ~w  dl]  -  ö" 

wenn  Qt  den  Ausdruck 

(a*,  dy,  dz\ 

darstellt.    Wir  wollen  die  Differentiationen  nach  der  Zeit  durch  angefügte  Accente  be- 

dx.  dy.  dz. 

zeichnen,  nämlich  —=j  =  rrj,     ~  =  y'{i  -^-  »  z\  setzen  und  die  vorstehende  Glei- 
chung also  schreiben: 

(dx^  dx.       dy'i  dy{       dz.  dzA 

*m«  \~dt   dja  +  ~dt  dj,  +  dt   dl)  "  Q'' 
Nun  ist: 

d  „    |  M  ,    .  Wi  ,   ,  d/t\        /<*<  dx'{    df/t  dt/t     dz-.  dz'(  \ 
TtSmAStH  +  *H  +  'h.)        lYdl  d7;+  -dt  dti+di  F^l 

+  im.-  \«l  dt  dq',  +  Vi  dtd^,  +  g*Tt  dq't 
SüHMiL,  Mechanik.    IL  35 
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Der  Ausdruok  links  hat  die  Bedeutung 


d 
d 


{dx\  dy{         d/A       a      a  d     dT 

wenn  die  halbe  lebendige  Kraft  mit  T  bezeichnet  wird,  nämlich 

r-i^m,  (*;«  +  #  +  <•). 

Die  zweite  Summe  rechter  Hand  gestaltet  sieb  folgendermassen  um.  Es  bestehen, 
da  x,.,  y{,  *,.  Functionen  der  neuen  Variabelen  werden,  die  Gleichungen: 

dx{  dxt  dx{ 

*'  *"  3£  *  +  Sg  **  +  •• '  +  3£  <■' 

8*,-  $*f.  8*^ 

worin   g',  =■  -3,  >   2a  ~»    Jti  •  ••§£■-■   jj,...^3»  -jr   ist.     Differentiirt  man 
dt  dt  *        dt  p        dt 

diese  in  q\9  <(%%  .  .  .  g£f  .  .  .  </   linearen  Ausdrücke  nach  <£f  so  ergibt  sich 

dx':      dx.      dtf{      dy{      dtf4      dz( 

H~dV  H~i£'  ?%*$% 

Wir  können  daher  die  Differentialquotienten  von  a£,  yj,  tf.  nach  <£  und  die  ent- 
sprechenden Differentialquotienten  ihrer  Derivirten  ^,  y,,  z{  nach  g4  vertauschen 
und  erhalten  für  die  zweite  Summe  rechts: 

x«  L  d  dx'{j../  d  Wi.yd  ma 
f m-  r<  äl  ä£  +  *  äi  ä£  +  *«  äl  dt) 

Sm   L  d    dXi  M«'    d   d"<  ±*d   a*'l 

-  f  M<  P  äl  ä^  +  *  31  ä£ +  '<  Tt  di,Y 

Differentiiren  wir  aber  die  Ausdrücke  für  oJ{,  y'^  z\  nach  qs,  so  erhalten  wir: 

dxi 

a<.      d%  d%    f  d*x.         d  dq9  d  dx. 

H> "  HM,  ix  +  HM, q*  + '"  +  dqjip  *•  ~  "ä^T  **  +  '" =  dt  W, 

0g,       dt  dg/    dq^  dt  dq^' 

d     dxi 
Indem  wir  daher  die  Werthe  für  die  Differentialquotienten  j-  •  ~— , . . .  einführen, 

folgt  weiter  für  die  zweite  Summe  rechts  die  Form: 

&cj       8a:.     <%       dy . 
und  da  die  erste  Summe  rechts  vermöge  der  Relationen  ^-7  «-  -~—  >   0-7  ="  tt-  . . .  • 

gleich  (),  ist,  so  erhalten  wir  als  eine  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung : 
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dt'dfi       V|Sa^ 
oder 

welches  die  zweite  Lagrange'sche  Form  ist.  Indem  wir  a  von  1  bis  p  variiren 
lassen,  gewinnen  wir  die  fi  Bewegungsgleichungen,  welche  ql9  q%y  .  .  .  q  als 
Functionen  von  t  liefern. 

Setzt  man  in  den  Ausdruck  der  Elementararbeit  2  {Xidxi  +  Yidyi  +  Z.dz^ 

dxi  dx{  dxi 

für  dx0  dyiy  dzi  ihre  Ausdrücke  dx{  ■=  *—  dq±  +  g—  dqa  +  •  •   +«-<ig    uw, 

ein,  so  nimmt  er  die  Gestalt  an 

&<*«i  +  Q,dqt  +  •  -  •  +  Q.dq,  +  -  •  •  +  ^ety,  -  270/1^, 
wo  Qt  die  oben  bezeichneten  Ausdrücke  sind.  Man  findet  daher  die  Grössen 
Q3,  indem  man  die  Elementararbeit  der  gegebenen  Kräfte  nach  der  Differentiation 
dqs  der  Coordinaten  ordnet;  sie  sind  deren  Coefficienten;  oder  auch,  indem  man 
die  partiellen  Arbeiten  bestimmt,  welche  den  blossen  Aenderungen  dqa  der  Coor- 
dinaten einzeln  mit  ConstanUetzung  aller  übrigen  entsprechen. 

§.  2.  Im  Falle,  dass  das  Princip  der  Erhaltung  der  Energie  gilt  (S.  542), 
kann  man  zu  den  Lagrange'schen  Gleichungen  auf  folgendem  etwas  einfacherem 
Wege  gelangen,  den  Ball  angegeben  hat  (On  an  ehmentary  proof  of  Lagrange's 
equations  of  motion  in  generalized  coordinates.  Proceedings  of  tht  B.  Irish  Aca- 
demy,  2d.  Ser.,  Vol.  II  [1876  —  77],  pp.  463  —  464). 

Das  System  erleide  eine  Verschiebung,  sodass  die  Coordinaten  qs  sich  um 
dq9  ändern;  der  Punkt  mi  (ßiy'yiy  *,-)  erleidet  dadurch  parallel  den  Axen  die  par- 

dx-  dy{  dzi 

tiellen  Verschiebungen  g—  dqt ,  >>—  8qs%  *—  9q$  und  die  Arbeit  der  an  ihm  an- 

d*x4         d*y{         d*z- 
greifenden  Kräfte  m  -j-$  ,    m  -ttj-  ,    *»  -ra- ,  durch  das   ganze   System    summirt, 

gibt  die  totale,  längs  den  Verschiebungen  dq8   geleistete  Arbeit 

2m<*q<  \dqg-dW  +  Wtdi^  +  ¥.  W  ' 
Die  potentielle  Energie  hat  hierdurch  eine  Abnahme  erlitten  gleich 


Nun  ist 


mithin 


Ferner  ist 


du  *         x     v      (dx<  d'x<   ,   dyi  d*y<  _l  dz*  d%e*\ 
-  ^  8q,  -  dq^m,  ^  —  +-  _  +  _  _J  . 


»* 


*^{Qy+ ©)'+(»)■)• 


h,*        {\dt   dtdqt  + dt  dtdqi+ dt  dtdqj' 

**{       dxi  dq,    ,    fy  dqf    ,  ,    d*i    dq$ 

dt        dqx    dt  ^  dq%    dt   ^         ^  dqg    dt  ^ 

dx4  dx{  dx4 

36 
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worauB  sich  ergibt: 

#    dx{       dxt 

Daher  erhalten  wir 

M>  ~         *  Ut   dq'$  dt  +  dt   3q'g  dt  +  dt   d£  dt  ] 

IdXifai      dy^d^      dz^dz^ 
S         »W*    dqa^dt   dq^  dt   dqj' 

Differentiiren  wir  jetzt,  so  folgt  leicht 

§.  3.    Wir  wollen  einige  Aufgaben  mit  Hülfe  der  Lagrange'schen  Gleichungen 
der  Bewegung  behandeln. 

Wählt  man  zu  den  Coordinaten  q  die  Polarcoordinaten  r,  *r,  <p,  welche  mit 
den  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y,  z  durch  die  Gleichungen 

x  =  r  coa  4r,     y  «■  r  sin  £  cos  tp,     z  =■  r  Bin  4r  sin  9 

verbunden  sind,  so  nehmen  die  Bewegungsgleichungen  die  Form  an 


d^ 
dt 


/dT\       dT  d_  (dT\  __  ST  d   /dT\       dT _  a 

\dr)       dr^V"    dt  \d&)       dd-  —  W'    dt  \d<p)       d<p  ~~  *<P 


und  sind 


ft-*(*i?+'if+'H)'  *-*(x»+rSf+*S)- 


Es  ist  weiter 


«^-»('{s+'Sj+'H)- 


'-♦'-©■-♦*-[60,+-(S?),+-—(?5)T 

—  4  <£*»  (r1  +  r8  •  «•'•  +  r8  sin* b  .  qj'8), 

«—  =*f»r4r'84-  wr  sin8{r  •  9'*,     «^  ™  ror8  sind  cos ä^y'8,    «—  =  0, 
</f  0v  d(p 

dT  ,  dl1  lÄ,  dT  9  .  . 

und  hiermit  werden  die  Beweguugsgleichungen 

d8r 


m 


S— (£)'—  ^6S)'-* 


wd 


n^S)— ' '  — ~ •(Sf)'-^    -R-("--S)-«f 


3n  an  der  Zahl,  wenn  n  die  Anzahl  der  Punkte  des  Systems  ist. 

Für  q>  =»  Cbnrf.  erhalt  man  die  Bewegung  eines  ebenen  Systems  in  seiner 
Ebene  und  werden  die  Bewegungsgleichungen 


d%r  /d*\8       _  ,  d%&    .   n       dr  d» 

m  jp  ~  mr  ( -*-  1  =  O  .     mrJ  ^-^-  4.2«r  -   _— 


/<**\f       ^  /»    ,   n       dr  d»       „ 

(dt)-Qr>     ™%w+2mrTtdT=Q*' 
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§.  4.  Zwei  starre  schwere  Körper  A%  B  von  den  Massen  m,  m  sind 
gelenkartig  mit  einander  so  verbunden,  dass  sie  um  eine  gemein- 
same Axe  ß  drehbar  sind;  A  ist  ferner  drehbar  um  eine  feste  hori- 
zontale, zu  ß  parallele  Axe  a  und  enthält  die  Ebene  beider  Axen  den 
Massenmittelpunkt  von  A,  Man  soll  die  Bewegungsgleichungen  für 
das  Gesammtsystem  beider  Körper  aufstellen. 

Es  seien  9,  ^  die  Winkel,  welche  zur  Zeit  t  die  Ebene  (aß)  und  die  Ebene 
(ßSb),  welche  die  Axe  ß  mit  dem  Massenmittelpunkte  Sb  von  B  verbindet,  mit 
einer  festen  Ebene,  wozu  wir  die  Yerticalebene,  welche  a  parallel  ist,  wählen 
wollen,  bilden.  Diese  beiden  Goordinaten  bestimmen  die  Lage  des  Systems  voll- 
ständig. Ist  a  der  Abstand  der  beiden  Axen,  so  haben  die  Punkte  der  Axe  ß  die 
Geschwindigkeit  09'  und  wenn  b  der  Abstand  des  Punktes  Sb  von  ß  ist,  so  ist 
bi\>  die  relative  Geschwindigkeit  von  Sb  in  Bezug  auf  ß.  Die  Resultante  von 
acp'  und  bip'  ist  die  Geschwindigkeit  dieseB  Punktes  und  da  beide  Componenten 
mit  einander  den  Winkel  iß  —  9  bilden,  so  ist  das  Quadrat  seiner  Geschwindigkeit 
a*91  +  &V'8  +  2  ad  9'^'  cos  (ifj  —  9).  Ist  daher  xa  der  Trägheitsradius  von  A 
in  Bezug  auf  a ,  x  aber  der  Trägheitsradius  von  B  in  Bezug  auf  die  durch  Sb  zu 
den  Axen  a,  ß  parallele  Axe,  so  erhält  man  nach  Cap.  I,  §.  8,  S.  367  für  die 
lebendige  Kraft  des  Systems 

T  —  ±mx29'a  +  ±m'  [aV1  +  &V2  +  2069V  costy  —  9)]  +  ±m'*V*. 
Hieraus  ergeben  sich 

— 7  =>m*l 9' +W1V9' -\-mab cos(^  —  9)^',     ~— -,  =tn  (6f+x*)^  +  m'abcos(ip— 9) , 

- —  =  m  ab  sin  (V>  —  9)  9V»  0— ™  —~tnab  sin  (if>  —  9)  <pty' 

und  gehen  die  Gleichungen  der  Bewegung,  nämlich 

d_  (dT\  _  dT  d^  (dT\  __dT_ 

dt  \dy)       dtp  —  v*'         dt  [d+'J       dy  "~  ^ 

zunächst  über  in 

(m »«  +  m'a»)  jg  +tnab  1  ^  cos  (*  -  „)J  -  m'«6  .in  (* -  <p)  J?  g  =.  ^ , 

"'(»i+«i)Sf  +  *'«»^  [g  «"(¥-»)] +•'-»*«  (*-»)§fg-9. 

Um  ^    und  (^  zu  finden,  erinnern  wir  daran,  dass  diese  Grössen  die  Coeffi- 

cienten  von  dcp  und  dy  in  dem  Ausdrucke  Z  (Xdx  +  •  •  •)  der  Elementararbeit 
der  gegebenen  Kräfte  sind,  wenn  derselbe  in  den  Goordinaten  9,  tp  dargestellt 
wird.    Dies   kommt   darauf  hinaus,   dasB  Q^dy,  Q^dip  die   partiellen  Arbeiten 

sind,  welche  geleistet  werden,  wenn  ^,  resp.  9  als  constant  betrachtet  werden. 
Die  Kräfte  sind  aber  das  Gewicht  mg  von  A,  angreifend  am  Massenmittelpunkte 
Sa  von  A  und  das  Gewicht  mg  von  B>  angreifend  an  Sb.    Ist  c  der  Abstand  des 

Punktes  Sa  von  der  Axe  a,   so  sind  die  Abstände  ya,  y6,  Sa  und  Sb  von  der 

Horizontalebene  der  Axe  a 

ya  s=*  c  cos  9 ,        yb  =  a  cos  9  +  6  cos  ip . 

Wächst  nun  blos  9  um  dcp,  so  ist  die  Elementararbeit 


\i> 
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Qv <*9>  ■"  m9  ~f^  ^V  "^  m 9  !T~  &<P  *=*  —  9  0»<?  +  •»  «)  »in  9>  <*9> 

und  ebenso,  wenn  ^  allein  um  dijt  zunimmt,  die  Elementararbeit 

dyb 
Qyäty  =  mg  j—  <ty  =  —  tngb  amrffdtff. 

In  die  Bewegungsgleichungen  sind  daher  noch  die  Grössen 

Qv  —  —  g  (mc  +  ro'a)  sin  9,         ^^.  =»  —  ro'^o  sin  y 

einzuführen. 

Das  6e8ammtsystem  der  Körper  A  und  £  kann  solche  Bewegungen  machen, 
dass  es  ein  einziges  unveränderliches  System  bildet.  Dazu  ist  erforderlich,  dasB 
während  der  Bewegung  der  Winkel  t/>  —  9  constant  bleibe.  Setzen  wir  9  —  V>=*<*, 
so  nehmen  die  Gleichungen  die  Form  an 

(rox*  IwalT-f+wat  cos*  -j-f  -waö  Bin*  37  -sj  —  —  0  (m  c  +  m  a)  nn  9, 
wi  (&*  +  x*)  i-j-  +w«öcos(FTTf  +waö  Binff-r~  -—  =-tn^öBin^ 

und  wenn  insbesondere  <r  «=  0 ,  d.  h.  9  =  ^  werden  soll,  d.  h.  wenn  die  Massen- 
mittelpunkte Sa1  8b  beide  in  die  Ebene  (aß)  fallen  sollen,  so  werden  dieselben 

d*<p  g(me  +  ma)  _ 

dt»  +  rox2+mV-fao)8m9~ü' 

Beide  Gleichungen  stellen  identisch  die  Pendelbewegung  dar,  welche  das  Ge- 
sammtsystem  nunmehr  um  die  Axe  et  ausführt.  Die  Gleichsetzung  der  Coef- 
ficienten  liefert  daher  mit  Rücksicht  auf  c  =  a  -\-  b  die  Bedingung  für  das  Ein- 
treten der  speciellen  vorausgesetzten  Bewegungsart;  nämlich 

mx»  +m  (o*  +  ab)       5s  _j.  x«  +  g0 

ffic-f  wa  6 

Indem  wir  bedenken,  dass  o*  +  *'  das  Quadrat  des  Trägheitsradius  x.  des  Kör- 

pers  2?  in  Bezug  auf  die  Axe  ß  und  o  +  5-c  ist,  sowie,  dass  —  und  -~  die 

c  0 

einfachen  Pendellängen  la,  L  sind,  welche  den  Schwingungen  der  Körper  A  und 

JB  einzeln  um  die  Axen  a  und  ß  entsprechen,  können  wir  diese  Bedingung  auf 
die  Form  bringen: 

in  welcher  sie  blos  die  beiden  Pendellängen  und  die  Abstände  der  beiden  Massen- 

m  lß  —  b 

mittelpunkte  der  Körper  Ay  B  von  den  Axen  a,  ß  enthält.    Sind  ~  und 

c 

sehr  klein,  so  hat  man  näherungsweise  a  =  la  —  Iß  als  die  fragliche  Bedingung. 

Eine  Glocke  und  ihr  Klöppel  bilden  zwei  Körper  A%  B  von  der  hier  voraus- 
gesetzten Verbindungsart.  Die  vorstehende  Betrachtung  zeigt,  dass  es  auf  viele 
Arten  sich  ereignen  kann,  dass  der  Klöppel  nicht  anschlägt  und  die  Glocke  also 
nicht  geläutet  werden  kann.     Vgl.  Veitmann,   die   Kölner  Kaiserglocke.     Ent- 


*.-*/» 
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hüllungen  über  die  Art  und  Weise,  wie  der  Kölner  Dom  zn  einer  miBBrathenen 
Glocke  gekommen  ist.  Bonn  1880.  In  dieser  Schrift  wird  der  einfachste  aller 
möglichen  Fälle,  in  welchen  Glocken  nnd  Klöppel,  wie  ein  unveränderliches 
System  schwingen  und  der  Klöppel  folglich  nicht  anschlägt  (9  —  tf>)  in  der  hier 
entwickelten  Weise  erläutert 

§.  5.  Zwei  schwere  Punkte  von  den  Massen  m,  m'  sind  durch  einen 
vollkommen  biegsamen  unelastischen  Faden  von  der  Länge  l  ver- 
bunden; m  bewegt  sich  auf  einer  horizontalen  Ebene,  während  ein 
Theil  des  Fadens  mit  m  an  dessen  Ende  durch  eine  unendlichkleine 
Oeffnung  0  in  der  Ebene  vertical  herabhängt.  Man  soll  die  Glei- 
chungen der  Bewegung  dieses  Systems  aufstellen. 

Ist  0  der  Ursprung  eines  Polarcoordinatensystems  der  r,  &  in  der  horizon- 
talen Ebene,  der  Radiusvector  r  also  das  auf  der  Ebene  aufliegende  Fadenstück, 
#  der  Winkel  den  dasselbe  mit  irgend  einer  festen  Geraden  der  Ebene  bildet,  so 
ist  die  lebendige  Kraft  von  m  gleich  m  (r  *  +  r'lr'*),  die  von  tn  gleich  mV,  da 
die  Fadenlänge  constant  und  also  die  Geschwindigkeitscomponenten  beider  Punkte 
in  der  Richtung  des  Fadens  gleich  sind.    Daher  ist 

T  —  im(r,J  +  r'fr'8)  +  im'/8, 

dT  ,      dT  dT  dT       . 

g7  =  (m  +  m)r,     jj-mr^,     W  =  mr*  ■,     ^  -  0. 

Da  da  Gewicht  mg  von  dem  Widerstände  der  Ebene  getilgt  wird,  so  ist  mg  die 
einzige  in  Betracht  kommende  Kraft  und  die  Elementararbeit,  welche  einer 
Aenderung  von  r  entspricht,  Qrdr  =  —  m'gdr,  die  einer  Aenderung  von  &  ent- 
sprechende aber  Q#d&  =»  0,  mithin  Qr  =«  —  mg,  Q9  =  0.  Daher  werden  die 
Bewegungsgleichungen 

Subtrahirt  man  auf  beiden  Seiten  der  ersten  dieser  Gleichungen  mV*  \jj)  und 
integrirt  die  zweite,  so  kommt 

d*r         .  fd&\*  m        (     .      {d&\%\      d&         h 


l*r         ,/dVV  m        (     ,      (d&\*\ 


dt1       '    \dtJ        .     m  +  m'V    '  "   \dt/  /'    dt        mr*> 

wo  h  eine  Gonstante  bedeutet.    Die  linke  Seite  der  ersten   dieser  letzten  Glei- 
chungen ist  die  Beschleunigung  des  Punktes  m  in  der  Richtung  des  Radiusvectors 

r  (s.  B.  I,  S.  352),  während  die  zu  ihr  senkrechte  Beschleunigung    -  -=--  (r*  j-r) 

t  d t  \     dt  / 

gleich   Null  ist.     Daher  ist  die  Kraft  P,   welche  m  beschleunigt,   nach  0  ge- 
richtet und 

P  —1    ww'    /      1      *'  \ 
***  m  +  mV  "*"  m%r*J  ' 

§.  6.  Bewegung  des  Pendels  mit  Rücksicht  auf  die  Bewegung  der 
Erde.  Die  relative  Beschleunigung  eines  Punktes  in  einem  in  Bewegung  be- 
griffenen System  hat  nach  B.  I,  S.  523  zu  Componenten:  1.  Die  absolute  Be- 
schleunigung des  Punktes,  2.  die  entgegengesetzt  genommene  Beschleunigung  des 
mit  ihm  zusammenfallenden  Systempunktes  und  3.  die  zusammengesetzte  Centri- 
fngalbe8chleunigung.  Indem  man  dieselben  mit  der  Masse  m  des  Punktes  multi- 
plicirt,.  erhält  man  die  drei  Componenten  der  Kraft,  welche  demselben  seine  Be- 
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schleunigung  zu  ertheilen  vermag.  Indem  hiernach  zu  der  resoluten  beschleu- 
nigenden Kraft  die  beiden  andern  Kräfte,  nämlich  die  entgegengesetzte  Kraft  des 
Systempunktes  und  die  zusammengesetzte  Centrifugalkraft  hinzugefügt  werden, 
kann  ein  Problem  der  relativen  Bewegung,  wie  ein  Problem  der  absoluten  Be- 
wegung behandelt  werden. 

Wir  wählen  den  Aufhängepunkt  des  Pendels  von  der  Länge  l  zum  Ursprung, 
die  Yerticale  zur  i-Axe,  positiv  aufwärts  gerechnet,  die  Tangente  des  Parallel- 
kreises und  des  Meridians  zur  x~  und  y-Axe  des  Coordinatensystems ,  sodass  die 
positiven  Axen  der  x  und  y  nach  Osten  und  Süden  gerichtet  sind.  Es  sei  ferner 
9  der  Winkel,  den  die  Vertical ebene,  welche  den  Pendelfaden  enthält,  mit  der 
xz-  Ebene  bilden,  und  *r  der  Neigungswinkel  desselben  gegen  die  Yerticale.  Die 
Coordinaten  des  Pendelpunktes  sind  dann 

x  =>  l  Bind"  cos  9,        y  =  l  sin  &  sin  9,        z  =  —  l  cos  &. 

Auf  diesen  Punkt  wirken  1.  das  absolute  Gewicht  tnG  desselben,  dessen  Elementar- 
arbeit —  mGd  (l  co8#)  =  mG  sin4r#<fr  ist;  2.  die  Kraft  des  System punktes,  im 
entgegengesetzten  Sinne  genommen.  Ist  a  der  Endradius,  also  a  cos  X  der  Radius 
des  Paralleikreises,  wo  X  die  geographische  Breite  ist,  so  wird  a>*a  cos  X  die  Be- 
schleunigung und  tnoa*a  cos  X  die  in  Frage  kommende  Kraft,  welche  in  die  Ver- 
längerung des  Radius  des  Parallelkreises  fällt  und  mit  den  Axen  die  Winkel  \ny 
\n  —  *,  X  bildet.  Ihre  Componenten  sind  mithin  0,  mo'asinAcosX,  mco2a  cos  *Z. 
Die  Arbeit  dieser  Kraft  ist  daher  mco'a  coaX  (sinXJy  +  cos X dz)  und  nimmt  mit 
Hülfe  der  Werthe  von  dy,  dz  die  Form  an 

m  a*al  cos  X  [(cos  X  sin  #  -f-  sin  X  cos  &  sin  9)  db  +  sin  X  sin  &  cos  9  ff  9]. 

3.  Die  zusammengesetzte  Centrifugalkraft  hat  zu  Componenten 

ft      /    dz  dy\  ft      /     dx  dz\  Ä      /    dy  dx\ 

-2Ml*Ji-rd7J'    -%m\rdi-*di>    -*m\*dt-qdt)> 

wenn  p ,  q ,  r  die  Componenten  der  Winkelgeschwindigkeit  m  sind,  nämlich  p  ==  0» 
q  =  co  cos  X,  r  =  to  sin  X.    Ihre  Arbeit  ist  daher 

**•  [Sf 8in  *  -  Tt C08  *)  8x  ~  37  8in  *'y  +  37  °08  "'] 

oder,  nach  Einführung  der  Werthe  für  x,  y,  z: 

2m  ml*  sin  4r  (sin  X  cos  #  +  cos  X  sin  fr  sin  1p)  l-^j  J#  —  j-  ^9  j  ■ 

Mit  Hülfe  der  Arbeit  der  drei  Kräfte  bildet  man  leicht  den  Ausdruck  für  die  Ge- 
sammtarbeit,  welche  die  Form 

hat.    Die  Lagrange'schen  Gleichungen 

d^    dT  _dT  7— imZ*(*''  +  sina*.9") 

dt*  d&       d&  —  ^» 

d*  '  89'       09   *^' 
gehen  über  in 

Z    577  —  8m  &  cos  ^  ("j? )     —  #  Bin  ft-f-  a>aa  cos  A  (cos  il  sin  4r  -f-  sin  #  cds  &  sin  9) 

+  2 7a>  sin  *r  -~  (sin  *  cos  #■  +  cos  *  8m  ^  8*n  9)» 
Z  -,-  (sin*  &  j-j  »a>aa8mXcoBlsin#cos9— 2a>Z8in#^(sinXcos4r+co8l8in#8in9). 
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Diese  Gleichungen  gestatten  nur  eine   approximative  Integration   für  ein   belie- 
biges X.    Für  den  Pol  ist  l  *=*  \n\  hierfür  werden  sie 


l 


TT, —  sin  #  cos  #  l~~)   \^GBW&+m*a(Bm&+änd,coB&6in<p)+%la>smi&  -jjsinqp, 

l   *  Ln*»  ^)  -  -  2«J  sin»*  JJ  sin  9. 

Multiplicirt  man  die  erste  mit  -j— ,  die  zweite  mit   ,^  und   addirt  sie,  so   gibt 

dt  dt 

die  darauffolgende  Integration 

wo  4r0  der  Aufangswerih  von  &  ist    Hierzu  gibt  die  zweite,  für  sich  integrirt 

sin1«-  (j?  +  a>)  —  Cbntf. 


Diese  beiden  Integrale  sind  das  der  lebendigen  Kraft  und  das  der  Flächen.  Setzt 

man  den  Anfangswerth  von  -=~  gleich  —  co ,  so  wird 

d  t 

dq> 

dia~m* 

d.  h.  die  Vertical ebene  des  Pendels  rotirt  gleichförmig  um  dieJSrdaxe. 
§.7.    Im  Falle,  dass  eine  Kräftefunction  U  existirt,  haben  wir: 

und  werden  mithin  die  Bewegungsgleichungen  in  diesem  Falle: 

d     dT       d(T+U) 


dt    d£ 

»*     ' 

oder  wenn  man 

,    dT 
noch  -x-j  « 

*  p$,  setzt: 

dt 

d(T+  U) 

dT 

»  =  i, 

Subatituirt  man  die  linearen  Ausdrücke 

*i 

dx{ 

dx. 

■  +  *> 

•«' 

4.  ay'»' 

Z.  i 

i 

=  ä£  *''  +  ••• 

in  den  Ausdruck 

r-*2?«i,(a{« +  #  +  /,■>, 

bo   wird  T  eine   homogene  Function  2.  Grades  der  Grössen  q\ ,  q'2 ,  . . .  g'    und 
folglich  nach  dem  Eu ler' sehen  Satze  über  die  homogenen  Functionen: 
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dT    ,    ,   dT    ,    ,  ,   dT 


2T 


W^x  +  wJ2  +  '"  +  dY^ 


O  rp 

oder    mit  Rücksicht  auf  tt-t  »  P. : 

Wenn  die  Variabelen  q  so  gewählt  werden  können,  dass  eine  von  ihnen,  q» ,  in 
der  Kräftefnnction  U  nnd  in  dem  Ausdrucke  T  der  halben  lebendigen  Kraft  nicht 
vorkommt,  wahrend  letztere  Grösse  den  Differentialquotienten  q8  enthalten'  kann, 

so  wird        0  ' — -  =  0,  also  -~  aBm  0    und    ergibt    sich    mithin    ein    Integral 
oq8  dt 

p9  *=■  Const.  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung  unmittelbar. 

Dies  tritt  z.  B.  bei  der  Newton" sehen  Attraction  eines  Punktes  nach  einem 
festen  Centrum  ein.  Denn  für  dies  Centrum  als  Ursprung  der  Polarcoordinaten 
&  «=  r,  &  =—#,&=»  9  hat  man: 

ü  =-  —  —  ,    T  «  *  m  (/ »  +  r**'*  +  r*  sin*fr  .  9  ■) 

(8.  S.  548)  und  kommt  9  nicht  in  {7  und  T  und  in  T  blos  9'  vor.    Daher  ist 

P-   =■   ^-r  =   «— ;   a=  fUf8  Sin1  #  •  9     =-  COflSt. . 

dq3       d(p 

oder  r%  sin*  #  •  9'  =»  Cotwt  ein  Integral  der  Bewegungsgleichungen.  Vermöge  der 
Transformationsformeln  x  =  r  cos  #,  y  «=  r  sin  d  cos  9,  je?  «■  r  sin  &  sin  9  ergibt 

sich  tg  9  =-  — ,     •    .     =  ? — ?L_     d.  h.   r*  sin2  #  •  9'  =  yz  —  y'*  =  Const. 

y      coss9  y 

nämlich  das  Princip  der  Flächen. 

§.  8.  Man  kann  die  Gleichungen  der  Bewegung  in  der  Lagrange'schen  Form 
aus  folgendem,  von  Hamilton  zuerst  aufgestellten  Principe  ableiten: 

Wenn  die  Lage  des  Systems  zu  einer  Anfangszeit  t  «■  t0  und  einer 
Endzeit  *  =  *,  fest  gegeben  ißt,  T  die  halbe  lebendige  Kraft  und  SU  die 
Elementararbeit  der  Kräfte  für  irgend  eine  mit  den  Bedingungen 
des  Systems  verträgliche  Verschiebung  bedeutet,  so  ist 

u 


ß 


(dT+8U)dt 

für  alle  mit  den  Bedingungen  verträglichen  Verschiebungen,  wobei 
die  den  Zeiten  i0  und  tt  entsprechenden  Verschiebungen  Null  sind. 
Denn  es  ist 

T*-±2m  (x*  +  y  ■  +  *'»),      *  U  —  S(Xdx  +  Ydy  +  Z8m)% 

_     tdx  d'dx  .   d!y  d^y  ,   dz  d'Sz\ 
""         \dt  ~dT  +  dt  ~~dT  +  dt    dt) 

und  daher 
C(fiT  +  SÜ)  dt  -  f[zm  (j|  ^^  +  •••)  +  Z(X3x  +YSy  +  «*]  <**• 
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Nun  liefert  aber  die  partielle  Integration 

und  da  für  t  «■  tot  wie  für  t  =  tt  alle  dx,  dy,  8z  Null  sind,  so  wird 


t,  h 


/'        (dxd'Öx   ,        \  /•_     /d»a  .      ,   d*y  3      ,   d*z  a  \     .. 


<0  «0 

Indem  man  diesen  Ausdruck  in  das  Hamilton'sche  Integral  einführt,  erhält  man 
\dT+dü)dt 


I 

/ 

weil  nach  dem  D'Alembert'schen  Princip  die  Summe  unter  dem  Integralzeichen 
für  alle  verträglichen  Verschiebungen  verschwindet. 

Die  Grösse  8Ü  =  X8x  +  YSy  -f  #$*  stellt  die  Elementararbeit  der  Kräfte 
dar  und  ist  es  nicht  gefordert,  daes  sie  das  Differential  einer  Function  U  sei.  Ist 
dies  der  Fall,  dann  kann  das  Princip  in  der  Form  geschrieben  werden: 


t 


8    t(T+  U)dt=*0. 

Um   nun   aus   dem   Hamilton'schen  Princip   die  Lagrange'schen  Bewegungs- 
gleichungen zu  erhalten,  führen  wir  in  8T  und  9XJ  die  Coordinaten  gnftf  ••&*•"  ff« 

ein.    Es  wird  dadurch  mit  Hülfe  der  Ausdrücke  für  x\ ,  y\ ,  *J ,  .  .  .   des  §.  1  die 

dqs 
Grösse  T  eine  Function  der  Grössen  qs  und  ihrer  Differentialquotienten  g£  =  — 

und  mithin 

£  £f  geht  aber  über  in 

dU=>2  (XSx  +  Y*y  +  Z8z)  =»  2Qs8qa. 
Hierdurch  geht  die  Gleichung  des  Principe  über  in 

h 

Nun  ist  aber 

und  also  wegen  der  festen  Grenzen 
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«0 

und  wenn  man  dies  einfügt 

1 


J%«.«~j%f^> 


woraus  folgt 


Sind  nun  die  Coordinaten  qt  so  gewählt,  dass  sie  die  Bedingungen,  denen  das 
System  unterworfen  ist,  identisch  erfüllen,  so  sind  alle  Sq8  von  einander  unab- 
hängig und  müssen  daher  die  Coefficienten  derselben  verschwinden,  was  zu  den 

Gleichungen 

d  /dT\       dT       ^  4    .    . 

führt. 

Ueber  die  Ausdehnung  dieser  Methode  auf  den  Fall,  dass  U  auch  die  Com- 
ponenten  der  Geschwindigkeit  und  mithin  auch  q9  enthält,  s.  Holzmüller,  Ueber 
die  Anwendung  der  Jacobi- Hamilton' sehen  Methode  auf  den  Fall  der  An- 
ziehung eines  Punktes  nach  dem  electrodynamischen  Gesetz  von  Weber  [Schlö- 
milch's  Zeitschrift  f.  Mathem.  u.  Physik  B.  XV,  S.  69  (1870)].*) 

§.  9.  Mit  dem  Hamilton'schen  Princip  sehr  nahe  verwandt  ist  ein  anderes 
Princip,  mit  Hülfe  dessen  man  gleichfalls  die  Bewegungsgleichungen  erhalten 
kann,  das  Princip  der  kleinsten  Wirkung.  (Vgl.  S.  165  und  B.  I,  S.  351.) 
Gilt  nämlich  das  Princip  der  lebendigen  Kraft,  so  ist  dZ7=-  BT  und  nimmt  das 
Hamilton'sche  Princip  die  Form  an 

*    l2Tdt*-09 

oder,  wenn  man  T  =»  {Zmv?  und  v4dt  =  dsi  einsetzt 


9   j  Zmivid8i  «  0, 


eine    Form,    auf    welche    wir    nachher    zurückkommen    werden.     Indem    man 

da}  dsf 

2Tdt  «  Zm.vfdt  —  Zm.  -~  schreibt  und  aus  £mtvf  «  Zmi  -jr^  *  (U  +  h) 

den  Werth 


it        V 


2(U+h) 
dt  ~~  V     Zmds} 


*)  Im  Anschlüsse  hieran  glauben  wir  hinzufügen  zu  dürfen,  dass  in  neuerer 
Zeit  der  erfolgreiche  Versuch  gemacht  worden  ist,  die  Bewegungsgleichungen 
eines  Punktes,  insbesondere  auch  die,  welche  das  Weber'sche  Gesetz  betreffen, 
durch  reines  Raisonnement  zu  entwickeln.  Vgl.  hierüber  die  gehaltvolle  Schrift 
von  A.  Fick,  Ueber  die  der  Mechanik  zu  Grunde  liegenden  AnBehauungen  (Ver- 
handle d.  phys.-medic.  Gesell  seh.  zu  Würzburg.  N.  F.  XIV.  Bd.). 
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entnimmt,  wird  die  Gleichung 

in  welcher  die  Zeit  t  nicht   mehr   applicit   vorkommt.    Indem  man  statt  t   eine 
der  Goordinaten,  z.  B.  x1  als  unabhängige  Variabele  wählt,  kann  man  schreiben 

9  f  VHU+h)\/ Smi  (- -Y    dxl^8  f  V2(U+h)  VSmi  (^.»  +  yj1  +  *}■)  .  dxx 

—  d  f  Pdxx  =-  jdPdxxt 

indem  man 

dx.  dy.  dz. 

ds?  =>  dx*  +  dy*  +  dz* ,     -— 1— a/.,     -  —  ■««.    — -  —  /, 
•  •  T    y»  T      *  *     da?t         • f    dxl       y  '    dxx         • 

V2(*7  +  A)  V2?*,C<<"  +  tf,  +  <1)-  P 
setzt     Da  P  von  den  x{1  yf. ,  z.,  x'{y  \f{,  zfi  abhängt,  so  ist 

,p         zldP*r    JLdPA„    +dPAe    MdP**'MdP*<SMdP*A 

und  wenn  man  die  partiellen  Integrationen,  wie 

/ap  rd_Pddx. 

(da  #xf  an  den  Grenzen  der  Integration  verschwindet,  weil  die  Anfangs-  und  End- 
punkte fest  bleiben)  benutzt,  so  wird 

•f"«  -S'Vfö  -  i,  Qh + 1-  k  m  «* 

Setzt  mau  zur  Abkürzung  A*=2(U+h),  B  —  27rof.  (a£"  +  y|."  +  *;.*),  so   wird 
P  =»  }/2  •  ]/2*  und 


dP 

daf. 


oder  da 


ist, 


dx,      dx,  (dx\)  ~  *  KT  0*,       dxx  (m*  VW  £) 

dP        d    /dP\      -\/B  fdU  d*x{ 

dx. 


?.       da,  [dx'.)^  V  A  [dx.       m'  dt*)* 
Durch  Einführung  dieses  und  der  beiden  ähnlichen  Ausdrücke  ergibt  sich  endlich 

(dU  d*y\  /du  <***A       -| 
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welche  Gleichung  wegen  der  Willkürlichkeit  der  Grössen  8xit  8y{i  öe4  in  die 
Bewegungsgleichungen 

***{     du     A  <**y,-     dU     n         d%ei     dU     _ 

zerfällt. 

Die  Gleichung  6  f  £m.vid8i  =  0  ist  nur  die  Grundbedingung  dafür,  dass  die 
Function   V  =  f  2mividsi  ein  Maximum   oder    ein  Minimum   sei.     Das  Princip 

der  kleinsten  Wirkung,  welches  eine  solche  Eigenschaft  des  Maximums  oder  Mini- 
mums behauptet,  lautet  nun: 

Wenn  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  gilt,  so  wird  das  Integral 


/ 


2mividsi , 


auf  den  ganzen  Verlauf  der  Bewegung  des  Systems  aus  einer  be- 
stimmten ersten  Lage  in  eine  bestimmte  zweite  Lage  erstreckt,  für 
die  wirkliche  Bewegung  im  Allgemeinen  ein  Minimum,  d.  h.  kleiner, 
als  wenn  das  System  durch  irgend  einen  anderen  Uebergang,  welcher 
mit  den  Bedingungen  desselben  vereinbar  ist,  aus  der  ersten  Lage 
in  die  zweite  gelangt 

Für  einen  einzelnen  Punkt  kann  der  Beweis,  wie  S.  164,  mit  Hülfe  der 
Niveauflächen  geführt  werden,  indem  man  für  die  Spannung  T  dortselbst  die  Ge- 
schwindigkeit v  setzt.  Es  kann,  wie  sich  hieraus  ergibt,  V  für  andere  benach- 
barte Cunren,  als  die  wirkliche  Bahn  grösser  werden,  als  für  die  wirkliche  Be- 
wegung ;  mithin  ist  ein  Maximum  nicht  möglich.  Dass  ein  Minimum  nun  wirklich 
eintritt,  kann  hieraus  noch  nicht  gefolgert  werden,  denn  dieses  setzt  voraus,  dass 
für  alle  Nachbarcurven  V  grösser  wird,  und  es  ist  wohl  denkbar,  dass  der  Fall 
eintreten  könnte,  dass  es  für  gewisse  Curven  grösser,  für  andere  kleiner  ausfallen 
könnte,  als  wie  für  die  wirkliche  Bahn  und  dann  würde  weder  ein  Maximum 
noch  ein  Minimum  eintreten  können.  In  der  That  hat  Jacobi  gezeigt,  dass  in 
gewissen  Fällen  V  nur  innerhalb  eines  gewissen  Bereichs  die  Eigenschaft  des 
Minimums  zukommt,  über  denselben  hinaus  sie  aber  verliert.  So  z.  B.,  wenn  der 
Punkt  bei  conBtanter  Geschwindigkeit  eine  kürzeste  Linie  auf  einer  Fläche  be- 
schreibt. Wenn  nämlich  alle  von  dem  Anfangspunkte  auf  der  Fläche  nach  den 
verschiedenen  Richtungen  auslaufenden  kürzesten  Linien  eine  Enveloppe  bilden, 
so  besteht  die  Eigenschaft  des  Minimums  von  V  nur  von  jenem  Anfangspunkte 
bis  zu  dem  Berührungspunkte  seiner  Bahn  mit  der  Enveloppe.  (Vgl.  Jacobi, 
Vorlesungen  über  Dynamik,  S.  46.) 

Für  ein  System  sind  ähnliche  Betrachtungen  versucht  worden,  indess  scheint 
es  noch  nicht  gelungen  zu  sein,  sie  zu  dem  wünschenswerthen  Grade  von  Evidenz 
zu  erheben;  die  analytischen  Untersuchungen,  welche  die  zweite  Variation  B*V 
entwickeln,  um  die  Frage  zu  entscheiden,  in  welchen  Fällen  V  ein  wirkliches 
Maximum  oder  Minimum  werde,  sind  zu  complicirt,  als  dass  wir  sie  hier  zum 
Vortheil  des  Unterrichtes  entwickeln  könnten.  Wir  begnügen  uns  hinsichtlich 
der  Entwickelung8geschichte  des  Princips  auf  A.  Mayer,  Geschichte  des  Princip« 
der  kleinsten  Action,  Leipzig  1877,  zu  verweisen. 

§.  10.  Hamilton  hat  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  in  einer 
eigenthümlichen  Form  gegeben  und  für  den  Fall,  dass  eine  Eräftefunction  existirt, 
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dieselbe  Ton  einer  Function  abhängig  gemacht,  welche  er  die  charakteristische 
Function  nennt.    Wir  fanden  §.  6  die  Gleichung  m 

Behufs  der  Entwicklung  der  Hamilton* sehen  Gleichungen  schreiben  wir  sie  so: 

und  differentiiren  sie  voll  ständig  nach  allen  darin  vorkommenden  Grössen  qt  und 
c[$.    Dies  gibt 

oder,  weil  sich  die  beiden  Mittelglieder  tilgen: 

Indem  wir  uns  die  Grössen  pu  pt1  .  .  .  p  als  neue  Variabein  an  die  Stelle 
der  Grössen  tfu  £j,  ...  q'    eingeführt  denken,  wird  T  eine  Function  der  Grössen 

ps  und  q9  und  wenn  wir  die  Differentialquotienten  von  T,  partiell  nach  pa  und  qs 
genommen,  unter  dieser  Voraussetzung  in  Klammern  einschliessen,  so  erhalten 
wir  für  das  vollständige  Differential  von  T  die  Gleichung: 

Die  Vergleichung  dieser  mit  der  vorigen  Formel  liefert  aber  die  Besiehungen : 

(dT\         ,         (dT\       _dT 

und  wenn  wir  den  Werth  « —  «  —  [  -  -- j  in  die  Gleichung  _Lf  —  0  -  =  0   des 

H  VV  dt        <>%         ' 

§.  1  einsetzen,  so  folgt 

als  die  Hamilton'sche  oder  die  canonische  Form  der  Bewegungsgleichungen. 
Für  den  Fall,  dass  eine  Kräftefunotion  U  existirt,  welche  von  qg,  nicht  aber  von 

O   TT  <0    TT< 

q'g1  also  auch  nicht  von  den  für  qg  eingeführten  p8  abhängt,  ist  @,  s  ö —  sa>  ( ä  ~i 

und  folglich 

4p, (d{T-ü)\ 

Aus  demselben  Grunde,  dass  U  kein  p$  enthält,  kann  man  aber  die  Gleichung 

q'  =  |  o — I  auch  so  schreiben: 
'       \dPj 

<-C-V)- 

Setzt  man  daher  T  —  U  »  H  und  tilgt  die  Klammern  als  selbstverständlich,  so 
kann  man  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  unter  der  Über  U  gemachten 
Voraussetzung  schreiben: 
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=r    —  1 


H~  T—  U 


•  dt       dp/      dt  dq9 

und  wenn  keine  Kraftefunction  existirt: 
<*2,       dT        dp9  3T 

dT  • 

Die  Grösseo  pm  =  ^--/sind,  da  T  eine  homogene  Function  de«  zweiten  Grades 

der  Grössen  ^  ist,  lineare  Functionen  yon  q9;  löst  man  daher  das  Gleichungs- 

O  rp 

System  p9  =»  ~— ^  auf,  so  ergeben  sich  für  die  q'9  lineare  Functionen  von  den  p9 , 

deren  Coefficienten  die  qs  enthalten.    Mit  ihrer  Hülfe  treten  die  ps  an  die  Stelle 
der  q'9. 

Vermöge  der  Relationen  ~  —.  «•  p    und  ( * — i  =  q[    besteht    zwischen    den 

Grössen  pa  und  q'g  eine  gewisse  Reciprocität. 

Die  Function  H  —  T —  U  nennt  Hamilton  die  charakteristische 
Function.  Vgl.  Hamilton  On  a  generai  method  in  Dynamics;  by  ichich  the 
study  of  the  motions  of  all  free  Systems  of  attracting  or  repeüing  points  is  reduced 
to  the  search  and  differentiatüm  of  one  central  relation  or  characteristic  function 
{Philosoph.  Transactions  of  the  Royal  Society  of  London  for  the  year  1834,  P.  II, 
p.  247)  und:  Second  essay  on  a  generai  method  in  Dynamics  (Ibid.  1836,  P.  I, 
p.  96). 

Wir  lernten  die  charakteristische  Function  bereits  Cap.  V,  §.  12  ihrer  mecha- 
nischen Bedeutung  nach,  nämlich  als  die  totale  Energie  des  Systems,  kennen. 

§.11.  Hamilton  hat  die  Integration  der  Bewegungsgleichungen  Ton  einer 
nicht  linearen  partiellen  Differentialgleichung  abhängig  gemacht,  die  wir  jetzt 
aufstellen  wollen. 

Die  halbe  lebendige  Kraft  T  und  die  Kraftefunction  £f,  welche  t  auch  ex- 
plicit  enthalten  darf,  seien  durch  die  3n-x«fi  Variabein  q^  dargestellt, 
welche  den  Bedingungen  des  Systems  identisch  genügen.  Wir  bilden  die  Variation 
des  Integrales 


/ 


t 

(T  +  U)  dt, 


aber  so,  dass  die  Werthe  an  den  Grenzen  nicht  als  gegeben  angesehen  werden, 
sondern  an  den  Grenzen  andere  Bedingungen  stattfinden.  Indem  wir  abkürzend 
T  4-  U  ■■  9>  setzen,  erhalten  wir,  da  9  eine  Function  von  g,  und  q9  ist : 

ev-fiffpdt  =f*<p-dt  -Tfz^LaA  dt  +  /7*fj  *t\  d* 

und  vermöge  der  Relation 

yt*fc*)'-*/&«',-*/!s-*" 
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also,  wenn  man  zwischen  den  Grenzen  z  und  t  integrirt  und  die  dem  Werthe  z 
entsprechenden  Anfangswerthe  mit  dem  angefügten  Index  0  bezeichnet: 

t  x 

m 

Setzt  man  dies  in  d  V  ein ,  so  ergibt  sich : 

'"  -  *  H  •*  -  *  H?  "■•  +J*  (ff.  -  n  H)  "•"'■ 


* 


Diese  Gleichung  vereinfacht  sich  sehr,  indem  die  eingeklammerten  Grössen  anter 
dem  Integralzeichen  in  Folge  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung  ver- 
schwinden.   Da  nämlich  U  keine  q's  enthält,  so  ist 

dq>     d  (T  +  U)     ar 

Daher  ist 

d?  —  JLd(?     d  {T+LÜJ.  _iü 

d(f,       dt  g^-"  ~"dq'9  dt   di~    ' 

Demnach  bleibt  blos 

tV~2^Sq9-2^dqo-Zpt6q9-ZpOSq! 

-p\dq\  -Pl*q\ PIHI- 

Da  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  als  erfüllt  angesehen  werden,  so 
sind  qs  und  q's,  sowie  pa  als  gegebene  Functionen  von  t  und  den  2  p  Constanten 

zu  betrachten,  welche  die  Integration  dieser  Gleichungen  einführt.  Die  Varai- 
tionen  Sqt  sind  daher  solche,  welche  aus  der  Aenderung  der  2  p  Constanten  ent- 
springen,  da  t  nicht  variirt  wird  und  Sq?   sind  die  der  unteren  Grenze  t  des 

Integrales  V  entsprechenden  Werthe  derselben.  Nun  können  nach  der  Integration 
der  Bewegungsgleichungen  alle  Variabein,  also  auch  <p  als  Functionen  von  t  und 
den  2  p  Constanten  dargestellt  werden.  Diese  Constanten  Bind  willkürlich  und 
kann  man  hierzu  die  Anfangswerthe  gA°,  jp°  wählen.  Es  bilden  die  2  p  +  1  Va- 
riabein t,  q9%  pm  und  die  2p  Constanten  g°,  p*  ein  System  von  4  p  +  *  Grössen, 

zwischen  welchen  aber  die  2  p  Integralgleichungen  bestehen.  Durch  dieselben 
kann  man  also  die  2p  Grössen  p  ,  j>°  durch  t  und  q4,  q*  darstellen  und  es  wird 

hiernach  V  —  ftp  dt  eine  Function  von  t,  q8,  q%.  Hiernach  erhält  man  die  Aen- 
derung von  F,  indem  t  unvariirt  bleibt,  auch  unter  der  Form 

dV  dV 

Die  Vergleichung  beider  Formeln  für  9V  ergibt: 

cV  dV  0 

dV 
Nun  ist   qp  =  — - ;   da   aber  V  die  Zeit  sowohl  explicit,  als  in   den  Grössen  q 

dt 

implicit  enthält,  so  wird 

Sohsll,  Mechanik.  II.  36 


4 
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dV      dV  dV*1.       dV 

di=di  +  £rq~~dt~Ji  +  ***** 


und  mithin: 


■gi  +  ZM>  ~  f- 


*  7\  T  Q    (TT 

Es   ist  aber  <p  =  T  +  0,     ps  =  £y    und    Zpttf8  =-  £  |-,-  q't  «  2T,    ako 

2ps<l't  —  qP883  T  —  U=*H,  sodass  sich  die  Hamilton1  sehe  partielle  Differential- 
gleichung 

ergibt,  welcher  die  Function  V  genügen  muss.    Dies  ist  jedoch  so  zu  verstehen, 

dV 
dass  in  -ff  die  Grösse  q$  durch  pt  ausgedrückt  und  pt  =»  -tt—  gesetzt  wird.    Man 

kann  daher  den  Satz  aufstellen: 

Wenn  die  Bewegung,  deren  Gleichungen  sind: 

dq,  dH  *Ps  dH  TT  rn  TT  ^T 

-dt=dqr     1t a-,    woif-T-^,     P.-^g. 

wo  H  durch  ps  und  q8  dargestellt  ist,  zwischen  zwei  Zeitmomenten 

t,  t  betrachtet  wird,  als  willkürliche  Constanten  der  Integral- 
gleichungen   die    2p    Anfangswerthe    q*    und   p*  gelten    und    ferner 

dV 
p9  »  ^—  in  H  gesetzt  wird,  so  ist 

eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  durch  welche 
V  als  eine  Function  von  t  und  den  p  Grössen  qs  definirt  wird.     Das 

Integral 

t 

^T+ü)  dt, 

t 

in  welchem  T  +  CT  vermöge  der  Integralgleichungen  eine  Function 
bloß  von  t  und  den  2p  Constanten  g°,  jp°  ist,  nachdem  das  Resultat 

der  Quadratur  durch  t  und  die  Grössen  q9l  qf  dargestellt  ist,  ist  eine 
Lösung  dieser  Differentialgleichung. 

Diese  Lösung  enthält  p  ConBtanten  q®  und  p  -j-  1  Variabein  t  und  q9.    Da 

nun  in  H  kein  V  vorkommt,  so  kann  man  der  Lösung  noch  eine  willkürliche 
Constante  hinzufügen  und  sie  dadurch  zu  einer  vollständigen  Lösung  der  partiellen 
Differentialgleichung  machen,  d.  h.  zu  einer  solchen,  welche  ebenso  viele  Con- 
stanten, als  unabhängige  Variabein  enthält. 

Umgekehrt  kann  man  behaupten: 

Kennt  man  eine  vollständige  Lösung  V  der  partiellen  Differen- 
tialgleichung: 

dV 

%  +  H-O, 


t 

ß 
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dV 
wo   H*=>  T  —  ü  eine  Function   der   p  +  1    Grössen    t,  pg  und  pa  —  -g— 

ist,  d.  h.  eine  solche,  welche  ausser  der  mit  V  durch  Addition  ver- 
bundenen noch  \l  andere  willkürliche  Constanten  at  enthalt,  so  sind 
die  Gleichungen 

il         *  dV        R  IX.         R 

worin  die  ß9  neue  willkürliche  Constanten  bezeichnen,  nebst 

dv  dv  dv  _ 

die  Integralgleichungen  des  Systems  von  Differentialgleichungen 

***  _  dH      dp,  dH 

'dt     &*.'    ~dt~~djs'    «-1. *.■.••■**• 

OTT 

Differentiirt  man  nämlich  die  Gleichungen  5 —  =-  (5.  vollständig  nach  t,  so  er- 
hält  man: 

d*V  a»F    dgl         g»F    dg>  ,  JlL^^o 

a^a*"1"?«^,  d*  ^a«^,  dt  "•         fl«^  <** 

d*V_         d*V_  dqx  B*U    d&  d*Y     dq^ 

du' dt +  dpMx  dt  +  a«^.  dt  H       ■"  äaagll  dt  —  ' 

dV 
Differentiirt  man  aber  die  Gleichung  -^--{-  H  =  0  nach  den  Constanten  alt «,, . . .  a 

dV 
und  berücksichtigt,  dass  H  die  Grössen  t,  qs  und  p9  =  -^—  enthält,  die  Constan- 

^»* 

ten  a,  aber  nur  in  den  pt  enthalten  sind,  so  erhält  man: 

d*V       dH  aPl    .   dH  dp%  dH  d*V  ^  q 

dtdax  ■  a^  a«!     a^,  a«^  apu  a^  ***  • 

aar     ggag    gggft  gjf  ^  =  0 

ata«,     aPl  a«2     ap,  a«,  apw  a«8  s=a  • 

3'V    ,  d_H  dp±       dH  dp,    ,         ,dHdJP? 

ctcaft  +  aA  a«;  +  a*  a%  +  •  ■ '  +  aP/<  a«„  -  °- 

Dies  System  linearer  Gleichungen  unterscheidet  sich  aber  vermöge  der  Gleichungen 

dV  Till 

2 —  —  pM  von  dem  vorigen  nur  dadurch,  dass  die  Grössen  ö —  an  die  Stelle  der 

tf  g,  cp9 

dqt  -dg        äff 

Grössen  -r-  getreten  sind.    Hieraus  folgt  -j-  —  #7" ,    *  —  1,  2,  .  .  .  u,    welches 

die  einen  der  Hamilton1  sehen  Differentialgleichungen  der  Bewegung  sind. 

dV 
Differentiirt  man  aber  die  Gleichungen  p.  =  * — ,  so  kommt 


.*. 


86* 
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d*  ^  3?,^*       dq9dqx    dt  "*"  ag#ä&    ci*  ~*    dqjdq^    dt  ' 

oder  weil 

a^a^  —  äg, '    0g,a&  —  ag,  '  "  "  * 

und 

dqt        dH       dq±        dH  dqß        3H 

dt  ö  dii  '      dt  ~  ajp, ' "  "      dY  ""  cjfy 

bereits  als  richtig  erwiesen  sind: 

dt  =  dqtct  ^  dqt  dpx  +  0$,  0j>8  "*  0^  äj^ " 

dV 
Andererseits  gibt  aber  die  Differentiation  der  Gleichung  -~r  +  H  *=  0    partiell 

nach  g,: 


dq$dt  ^  dpt  dq^  dptdqt^        ^  dpp    dq,        a  q$ 

dp,  dH 

Sobtrahirt  man  diese  Gleichung  von  der  vorigen,  so  folgt  -,--  «=  —  -0— ,  welches 

die  andern  Hamilton1  sehen  Differentialgleichungen  sind. 

Für   den   Fall   der   freien   Bewegung   ist  fi  =  Sn   und   kann   man   für    die 
Grössen  q  die  Coordinaten  x{,  y.}  z{  wählen.  Man  hat  dann  T^^m.^+^+O 

O/T» 

und  da  die  Grössen  j? »  ~—  sind,  so  folgt,  dass  die  Grössen  p  hier  ro^,  w,y|,  w,^ 
Entnimmt  man  hieraus  #J,  yj,  *£,  um  sie  in  T  einzusetzen,  so  wird 

'-*i  {(©+(©+(©■}■ 

ar 

Demnach  wird  die  Hamilton'sche  Differentialgleichung  -^--\-  H=0,  H*=>T — U, 

Ö  t 

wo  U  blos  von  den  q,  d.  h.  von  den  Coordinaten  2{,  y$.,  sf.  abhängt.  Eine  voll- 
ständige Lösung  V  dieser  Gleichung  mit  Sn  willkürlichen  Constanten  at ,  as , . . .  er 3« 
ausser  der  additiven  Constanten  liefert  die  Integrale  der  Bewegungsgleichungen : 

d**i      d£  d%_dü  d'*i      du      m 

*' "Si5"  ~  0«, '    "l'd?5r"-8yl'    "'dt^dT.'    *=,1»2>---n 
nämlich 

a«,  " Pl>    ao, " p»  •  •  •     a«3n " Ps* * 

wozu  als  erste  Integrale 


gehören. 


dV  dxi      dV  dyf      ^v  dz.      . 

a#.       •  »*     av-         »*      a^.       •  at 


I V. Th .,  Cap.  VII,  §.  12.    Hamiltons  partielle  Differentialgleichung.  565 

§.  12.    In  dem  Falle,  dass  H  die  Zeit  t  nicht. explicit  enthält,  reducirt  sich 

dV 
die  Hamilton1  sehe  Gleichung  -=-  +  H?=*  0  auf  eine  andere,  welche  eine  Varia- 

O  TT  OlTT 

bele  weniger  enthält.    Setzt  man  nämlich  -^-  =  a,    V  —  t  ^j  =*W  und   fuhrt 

durch  diese  Gleichungen  an  die  Stelle  von  t  und  V  zwei  neue  Variabelen  a  und 
W  ein,  so  wird  t  eine  Function  von  a  und  den  in  V  ausser  t  vorkommenden 
Grössen  und  W  eine  Function  von  a,  &i  ft>  •  •  •  ?„  und  den  Constanten  aly  a%  ... 
Man  hat  daher 

dJ*-  =  d-Z<>±  ^.a?±-t=*-t     dW  =,dV      dV  dt       adt  ^dV 
da   "^  dt    da  da         —         '     dqt  =  dqs       dt   dq9  dq4  S=^l' 

dW  ^dV      dVdt       ^dt  ^dV 
d a9        daM       dt  da$  da9       da% 

und  die  Gleichung  -^  +  H  fqly  qit  . . .  q^ ,  g-  ,   ^-  ,  •  •  .  ^— J  «-  0  wird  jetzt 

.    tt(  dW     dW  dW\        .      ,  ,    _        7r       . 

«  +  *(*■*.-*,.    ä^>   ^-,...^-j  =  Ooder«  +  ^-^-0. 

dV 
Nachdem  sie  integrirt  ist,  erhält  man  V  vermittelst  V  —  t  -~-  =■  Wf    d.    h.   da 

dV  dW  dW 

-—  =a  «     t  =» r — •ist,   vermittelst  F  =  W  —  a  -* —  und  in  dies  F  ist  Überall 

da  da  da 

dW 
statt  a  wieder  t  einzuführen  durch  die  Gleichung  -~ —  »  —  t,  welche  nach  a  auf- 

(/al 

zulösen  ist. 

Die  Lösung  W  enthält  nur  p  Constanten  und  die  aus  ihr  abgeleitete  Grösse 

V  ebenfalls ;  es  muss  aber  F,  um  vollständig  zu  sein ,   p  +  1  Constanten  haben. 

dV  dV 

Allein  da  £  in  ^—  -f  IT  =  0  selbst  nicht  auftritt,  sondern  nur  -^- ,   so   bleibt    F 

eine  Lösung,   wenn  man  auch  t  um  eine  Constante   vermehrt  oder  vermindert. 

dV 
Man  kann  daher  t  —  x  für  t  setzen,  wodurch  1F  =»  F  —  (t  —  t)  -^  =«  F  —  a(t— -  t) 

dW 
und  -~ —  =  t  —  t  wird.    Dann  erhält  F  die  nöthige  Anzahl  p  +  1  Constanten, 

nämlich  die  ft  —  1  Constanten  ax ,  «, , .  .  .  <ty— i ,  die  additive  Constante  von  W 
und  x.    Die  Integralgleichungen  des  Problems  sind  demnach 

dV  dV       .  0F  0F       „      . 

ä^  =  ft'    a^ -*■••■-»£=;"■  fr-1'   ä7 -<*""'• 

Die  letzte  derselben  kann,  da  x  nur  in  der  Verbindung  t  —  r  vorkommt,  also 

—  =  —  55—  ist.  durch  x-r  =  CowäJ.    ersetzt  werden.     Da   nun   5—  =»  a  gesetzt 

wurde,  so  erkennt  man,  dass  die  neu  eingeführte  Variabele  a  die  Bolle  einer 
Constanten  spielt. 

dV-     dW 
Die  Integralgleichungen  kann  man  durch  W  darstellen,  denn  es  ist  *—  »  -~ — 

und  -r—  =  r  —  t  eine  Folge  von  -5—  =  a  und   IF  «  F  —  (*  —  x)  -5-7- .     Daher 
Ca  dt  et 
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werden  dieselben 

Auch  das  System  der  Integralgleichungen:  -75—  =  #,  kann  vermöge  «—  =  -^ —  in 

dW  dW  dW 

umgesetzt  werden.    Man  hat  daher  den  Satz : 

Wenn  die  Kräftefunction  U  und  in  Folge  dessen  die  charakteri- 
stische Function  H «-  T —  U  die  Zeit  nicht  explicit  enthält,  so  stelle 
man  T  durch  qs  und  p9  dar  und  ersetze  in  der  Gleichung 

a  +  T  -  U  —  0 
die  Grössen  j>,  durch  -~— ,  wodurch  diese  Gleichung  eine  partielle  Dif- 
ferentialgleichung wird.    Ist  W  eine  vollständige  Lösung  derselben, 
welche  ausser  der  zu   W  additiv  hinzuzufügenden   Constanten  noch 
p  —  1  Constante  a1(  aa,  .  .  .  a^_i  enthält,  so  sind 

die  zweiten  und  • 

BW  dW _  dW 

»«1 s=al>1'  aar"***"  dq  -**> 

die  ersten  Integralgleichungen  der  Differentialgleichungen  der  Be- 
wegung. Die  2(i  Constanten  derselben  sind  «j...«^— 1,  a,  ft  .  ..&<— 1,  r. 
Für   fia  3nt   cL   h.   für   das   freie    System    sind  p$   die   m^,    mt.^.,    *»,•*£, 

T~*2—  {(m.afj* +  ^1/^* +  (m.fy*}    und    folglich    ist    die    Hamilton'sche 

mi 

Gleichung : 

§.  13.  Um  Probleme  der  Bewegung  nach  der  Hamilton1  sehen  Methode  zu 
behandeln,  bedarf  man  der  Integration  einer  nicht  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung.  Es  ist  daher  von  Wichtigkeit,  wenn  auch  nur  für  ein- 
fachere Fälle  aus  den  bekannten  Methoden  der  Integration  dieser  Gleichungen 
einige  Folgerungen  für  die  Behandlung  der  mechanischen  Probleme  zu  ziehen. 

dz  dz 

Unter  Beschränkung  auf  die  Variabein  x,  y,  z,  wofür  ~—  «=  p,  ~~  =■  g,  ist  die 

Lagrange1  sehe  Integrationsmethode  folgende. 

Wenn  zwischen  xy  y,  z,  pt  q  die  partielle  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung besteht: 

*  (*.  y» *,  p,  3)  —  o 

und  mithin  das  totale  Differential  der  Function  z  die  Form  hat 

dz*=  pdx  +  qdy,  wo  JP  =  g^,    «-A 

so  kann   man  sich  jene  Gleichung   nach  q  aufgelöst  denken  und   das  Resultat 
q  a  j  (x,  y,  z,  p)  in  den  Ausdruck  für  dz  substituiren,  sodass 
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dz  =*pdx  +  %  (*,  y,  *,  P)  dy 
wird.  Um  nun  eine  vollständige  Lösung  der  vorgelegten,  partiellen  Differential- 
gleichung mit  zwei  willkürlichen  Constanten  zu  finden,  genügt  es,  f ür  p  einen 
Ausdruck  p  =  0  (x,  y,  z,  a)  zu  finden,  durch  welchen  pdx  +  %dy  ein  vollständiges 
Differential  wird.  Durch  die  Integration  desselben  erhält  man  z  mit  der  Constan- 
ten a  und  der  durch  die  Integration  eintretenden  weiteren  Constanten.  Damit 
pdx  +  %dy  ein  totales  Differential  werde,  muss  die  Bedingung 

dy       dz  dy       dx      dz  d  x      dp  \dx      dz  dx/ 
oder 

dx^dzP  dp  dx^  dy^\x       dpp)  dz 

erfüllt  werden.  Diese  partielle  Differentialgleichung  für  p  braucht  nicht  allgemein 
gelöst  zu  werden,  vielmehr  bedarf  man  nur  irgend  einer  Lösung  mit  einer  will- 
kürlichen Constanten  a,  nämlich  ö  (x,  y,  z,  a).  In  besonderen  Fällen  vereinfacht 
sich  diese  Gleichung  sehr  wesentlich. 

Kommt  insbesondere  in  *P"  (x,  y,  *,  p,  q)  =  0  die  Function  z  nicht  vor,  ist 
also  die  vorgelegte  Differentialgleichung 

*(*>  yiPiflf)  — 0, 

dt 
so  wird  —•  =  0  und  kann  man  p  als  Function  von  x,  y,  a  ohne  z  bestimmen, 

dp 
dass  pdx  +  Z^y  e*n  totales  Differential  wird.    Dann  ist  auch  ^-»0  und  wird 

p  dureh  die  Gleichung 

dp  0#       dy      dx*** 

zu  finden  sein.  Es  ist  jedoch  zweckmässiger,  hierin  %  durch  die  Function  W  selbst 
auszudrücken  und  die  Lösung  p  =  0  (a?,y,  a)  unter  der  Form  /*(#,  y,  p)  =  a  dar- 
zustellen.   Die  Differentiation  von  !P=Ö  und  f  =■  a  liefert  zu  diesem  Behufe 

0*  "^  02  0*         '    0i>  "*"  0g   0p""    '   0tf"t'0p0tf         '    0y  "*"  0p  0y  """^ 

woraus 

0y        0o  03^    03*     0r        da  d*P    dW 

rL.     ^»  23    —   — — —     •    — — —  -  S53  SSI    — —         - *     - — 

0ä       0#  0X  "  dq  '   dp       dp  dp  '  dq' 

0Ps__0/0/       tP^^^L.ti. 

dx  dx' dp'    dy  dy ' dp 

Mit  Hülfe  dieser  Werthe  wird  die  partielle  Differentialgleichung  für  p  oder  jetzt 

vielmehr  für  f 

0y0£0^0/__09f0jr=sO 

dp  dx~*    dq  dy      dx     dp 
Sobald    man    also    von    ihr    eine   Lösung  f  ohne   Constante   kennt,    so    liefert 
f  (xi  Vi  P)  msm  a  m^  'r  (äi  y*  Pi  2)  =s  °  die  Grössen  p  und  g  als  Functionen  von 
#,  y  so,  dass  dz  =*  pdx -\*  qdy  ein  totales  Differential  und  z*=*f(pdx-\-qdy) 

die  gesuchte  Lösung  von  VF  (x%  y,  p,  g)  =»  0  darstellt,  wobei  zu  z  eine  additive 
Constante  hinzutritt.  Diese  partielle  Differentialgleichung  lösen  oder  ein  Integral 
f  (PiViP)  sam  a  de«  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen 

,       ,       ,         dW    d¥         d¥ 
dx  :  dy  :  dp  es      -  :  d —  :  — 

*^  0p      dq  dx 
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finden,  ist  dasselbe.    Denn  die  Differentiation  von  f=*a  gibt 

dx        T  dy     y  T  dp    F 

und  wenn  man  hierin  für  dx,  dy,  dp  die  ihnen  proportionalen  Grössen  einsetzt, 
so  erscheint  die  obige  partielle  Differentialgleichung,  welcher  mithin  f  genügt. 
Man  kann  die  eben  aufgestellte  Proportion  noch  durch  dq  und  die  ihm  propor- 
tionale Grösse  ergänzen.    Die  Differentiation  von  !PaO  ergibt  nämlich 

^dx  +  ^dy  +  ^dp  +  ^dq-O 

dW         dl?  dW  d*P 

und  da  dx  :  dp  =  -k—  :  —  -tj—  liefert:   -~—  da;  -f*  -^—  dp  =  0,  so  bleibt 

woraus 

,       .         dW         3W 
dy.dq*^:-^ 

folgt,  sodass  jetzt  vollständig: 

,     ,     ,     ,      ay  ay      av      av 

dx:dy..dp:dq  =  -^:^:--^:--^ 

wird,  welche  Proportion  in  Bezug  auf  x  und  p,  sowie  in  Bezug  auf  y  und  <?  sym- 
metrisch ißt. 

Man  kann  die  Betrachtungen,  denen  f  (x,  y,  p)  =*  a  zu  Grunde  lag,  dahin 
erweitern,  dass  die  Function  f  auch  q  enthält  und  F  (&,  y,  p,q)=*a  an  die  Stelle 
von  f  (x,  y,  p)  =*  a  tritt.  Dies  heisst  so  viel,  als  man*  sucht  F  (x%y,p,  q)  =  a 
so,  dass  hieraus  in  Verbindung  mit  W  (x,  y,  p,  (()  =  0  für  p  und  q  Ausdrücke 
in  x,  y,  a  folgen,  welche  pdx-^qdy  zu  einem  vollständigen  Differentiale  machen. 
Es  ergibt  sich  leicht,  dass  die  Function  F  der  Gleichung 

d¥  dF      d¥  dF  _  <W  dF  _  d¥  dJF 
^p    a#         ag    ^y         a#    dp         dy    dq  "* 

genügen,  also  F=oein  Integral  von 

,     ,     ,     ,      a?  ay      av      av 

d*:dy:dp:dff-_:^:-_-:-  — 

sein  muss. 

Differentiirt  man  nämlich  *F  (x,  y,  p,  q)  =»  0  und  F  (x,  y,  p,  g)  =  a,  indem 
man  p  und  3  als  unbekannte  Functionen  von  x  und  y  ansieht,  welche  der  Be- 
dingung 

dp       dg 

dy      dx 

genügen  müssen,  partiell  nach  x  und  y  und  eliminirt  aus  dieser  und  den  so  zu 
gewinnenden  Gleichungen 

dV  ,eV  dp      frPdq^Q        WiWdPiWH^Q 

Wx        dp  dx       dq  dx'**    '       dx*"  dp  dx   '   dq  dx^    * 

dy~*~dpdy  +  dqdy='       äy  +  dp  dy  +  dq   dy^    ' 

n '  ff  •  d>  äy* 80  ergibt  dch  die  Qleichun& 
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\dp   dx~*   dq   dy       dx  dp       dy  dq)  \dp  dq        dq   dpi 

deren  erster  Factor  links,  der  Null  gleichgesetzt,  die  obige  partielle  Differential- 
gleichung liefert.    Man  erhält  daher  den  Satz: 

Bildet  man   behufs   der  Integration   der   partiellen  Differential- 
gleichung  3*  (x,  y,  p,  q)  =  0  das   System    gewöhnlicher   Differential- 
en   d*P       d*P       d*P 
gleichungen  dx:dy:dp:dq=*  ^—  :  ^— : —  ^x:~  % —    ün^    findet    ausser 

V  =»  0  noch  ein  Integral  F  {x,  y,  p,  q)  =  a  desselben,  so  erhält  man 
mit  Hülfe  von  V?  =»  0  und  F  =»  a  solche  Functionen  p  und  q  von  x 
und  y,  dass 

*  ^fiPd*  +  9LdV) 

als  eine  volständige  Lösung  der  Gleichung  ^  =  0  durch  blosse  Qua- 
dratur gefunden  wird. 

§.  14.  Für  die  Bewegungsgleichungen  eines  Problems,  für  welches  die  Kräfte- 
function  die  Zeit  nicht  ezplicit  enthält,  kann  man,  wenn  blos  zwei  Variabel e 
9i  >  0i  vorkommen ,  schreiben : 

,  dH    dH        dH        dH 

und  für  sie  besteht  die  partielle  Differentialgleichung 

«  + JET— 0,      H~  T-  U, 

dW  dW 

wenn  darin  px  »  ^ — ,  ©,  =  ~ —  gesetzt  wird.    Von  dieser  Gleichung  wird  nun 

dqx  »-"       dq2 

eine  vollständige  Lösung  W  gefördert  mit  zwei  Constanten  a  und  a  und  dann  sind 

dW       .  dW 

— -  «  &  ~ —  =  z  —  t 

da  da 

Integrale  der  Bewegungsgleichungen.  Hat  man  daher  als  zweites  Integral  des 
Systems  derselben  ausser  a  +  if  =  0  noch  die  Gleichung  F (qx ,g„Pj,p2)  =  fl 
gefunden,  so  ist 

♦        W=f(pxdqx  +p%dq%), 

indem  an  die  Stelle  der  Grössen  xy  y,  p,  g,  i/>,  z  hier  ql}  g8,  px>  p2,  et  +  2f,  W 
treten.    Es  sind  dabei  also 

£-/(£*+&<*)-■  £-/(&*+£*)--• 

Auch  kann  man  der  obigen  Proportion,  welche  die  Bewegungsgleichungen  aus- 
drückt, links  dt  und  rechts  1  zufügen.  Man  hat  daher  den  folgenden,  zuerst 
von  Jacob i  1836  aufgestellten  Satz: 

Wenn  ein  Problem  der  Mechanik  blos  von  .zwei  Variabelen  qx,  q2 
abhängt,  wenn  für  dasselbe  eine  Eräftefunction  U  existirt,  welche 
die  Zeit  nicht  explicit  enthält  und  man  von  dem  System  der  Bewe- 
gungsgleichungen, nämlich 

**  s      ^      *       *  A    dH    dH        dH        dH       „      „       TT 

dUdqx  :dqr.dPl:dPi  -  1 :  R  :  &  :  -  ^  :  -  ^  ,       H-T-U 

•  ?)  T  ?i  T 

noch   ein  Integral  F  (&,  &,  px,  p%)  —  a  kennt,  wopi»^,   p%  «  5-^, 
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so  bestimmen  die  Gleichungen  a  +  H  =-  0  und  F  (qly  q2y  ply  p2)  =»  a  die 
Grössen  pl9  p2  als  Functionen  von  qx,  &,  a  und  a  so,  dass  die  beiden 
übrigen  Integrale  der  Bewegungsgleichungen  sind: 

welche  mit  a  +  •#  ^  0,  F  =  a  zusammen  die  vollständige  Integration 
des  GleichungssystemB  darstellen.  (Vergl.  Jacobi,  Vorlesungen  Über 
Dynamik,  S.  175.)  , 

§.  15.    Für   die  freie   Bewegung   eines   Punktes  in   der  Ebene  sind 

Zffi  =  £—  ,   -rjf  =*  -~-    die    Bewegungsgleichungen    und    ist    T  ==  £  (#'*  +  y'*) . 

Kennt  man  also  ausser  a-\~±(x* +!/'*) —  27=0  noch  ein  Integral  F(xty,x,y')=*a9 
so  sind 

/(£*■+ Sf  <*)-  »•  /$'*+%*)—> 

die  Integralgleichungen  des  Problems,  erstere  die  Gleichung  der  Bahn,  während 
durch  letztere  die  Zeit  eingeführt  wird. 

Ein  anderes  hierher  gehöriges  Problem  ist  die  Bewegung  eines  Punktes 
auf  einer  krummen  Fläche.  Vgl.  Jacobi,  Dynamik,  8.  176;  Padova,  Appli- 
cazione  del  metodo  di  Hamilton  al  moto  di  un  punto  sopra  una  super  fiele  (Bat- 
taglini,  Giornale  di  matematiche,  T.  VIII,  p.  90  [1870]).  Ott,  ein  Problem  der 
analytischen  Mechanik  (Bewegung  eines  Punktes  auf  der  Oberfläche  eines  ihn 
nach  dem  Newton'sche  Gesetze  anziehenden  homogenen  Rotationsellipsoids).  Viertel- 
jahrsBchrüt  der  naturf.  Gesellsch.  in  Zürich.  18.  Jahrg.  (1873),  Heft  1,  8.  1—61. 
Desgl.  Schleiermacher,  über  die  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  dem  ver- 
längerten Rotationsellipsoid  und  ultraelliptische  Integrale  dritter  Gattung  (Dissert. 
Erlangen). 

Das  Ziel  unseres  Buches  gestattet  uns  nicht,  die  Theorien  dieses  Capitels  aus- 
führlicher zu  geben  und  verweisen  wir  daher  auf  Jacobi 's  Vorlesungen.  Doch 
wollen  wir  von  der  übrigen  massgebenden  Literatur  den  bereits  citirten  Schriften 
noch  folgende  zufügen: 

Poisson,  Remarques  sur  V Integration  des  iquations  differentielles  de  la  Dyna- 
mique.  Comptes  r.  IV  (1837),  p.  631  —  632  und  Liouville,  Journ.  de  Mathem.  II 
(1837),  pp.  817-886. 

Bertrand,  Memoire  sur  les  thioremes  giniraux  en  Micanique.  Compt.  r. 
XXXII  (1851),  p.  709—710.  —  Mim.  sur  les  integrales  communes  ä  plusieurs  pro- 
blemes  de  Micanique  (1861).  Liouville,  Journ.  XVII  (1852),  pp.  121—174.— 
Note  sur  V Integration  des  equations  diffirent.  Liouville,  Journ.  XVII  (1852), 
p.  175—176.  —  Mim.  sur  V Integration  des  equations  differentielles  de  la  Micanique. 
Liouville,  Journ.  XVII  (1852),  pp.  393-436  und  Comptes  r.  XXXI V  (1862),  pp.  636 
—639.  —  Sur  un  nouveau  thioreme  de  Micanique  analytique.  Comptes  r.  XXXV 
(1852),  pp.  698—99. 

Bour,  Mim.  sur  V Migration  des  iquations  differentielles  de  la  Micanique 
analytique.  Comptes  r.  XL  (1855),  pp.  524-  526.  —  Sur  V Integration  des  iquations 
differentielles  de  la  Micanique  analytique  avec  Note  de  M.  Liouville.  Liouville, 
Journ.  XX  (1866),  pp.  185—202  und  Mim  des  Sav.  Ür.  XIV  (1856),  pp.  792—812. 
—  Sur   V Migration  des  iquations  differentielles  partielles  du  1.  et  du  2.  ordre. 
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Comptes  r.  L1V  (1862),  pp.  439—444;  649—664;  688—693;  646—66  und  Journ. 
de  Ticole  polyt.  XXII  (1862),  Cah.  39,  p.  149—191. 

Min  ding,  Disquisüio  de  formae,  in  quam  geometra  britannicus  Hamilton  inte- 
gralia  mechanices  analyticae  redegit,  origine  genuina.  Dorpati  Liviorum,  1864. 
4°  (18  pp.). 

Watson  a.  Burbury,  A  Treatise  an  the  application  of  gener alized  coordi- 
naies  to  the  kinetics  of  a  material  System.    Oxford  1879.  (104  pp.). 

Graindorge,  Memoire  sur  V  Integration  des  equations  de  la  Mecanique. 
Bruxelles  1871.  (116  pp.) 

Koppe ,  Der  Jacobi'sche  Multiplicator  für  die  Differentialgleichungen  der 
Mechanik  bei  Existenz  einer  auch  von  den  ersten  Dirivirten  nach  der  Zeit  ab- 
hängenden Kräftefunction.    (Dissert.  Jena  1879.)    43  S.    8°. 

Serret,  Mem.  sur  le  principe  de  la  moindre  action.  Bullet,  des  Sc.  math.  et 
astron.  p.  Darboux,  T.  II  (1871). 


VIII.  Capitel. 

Baü's  Kinetik  der  Dynamen  am  unveränderlichen  System. 

§.  1.  Wir  wollen  in  diesem  Capitel  eine  kurze  Darstellung  der  kinetischen 
Theorie  von  Ball  geben,  welche  sich  an  die  im  III.  Th.,  Cap.  X,  S.  211  ffg.  ent- 
wickelten statischen  Lehren  desselben  anschliesst.  Das  Mittelglied  zwischen 
beiden  bildet  die  Darstellung  von  Axenparametern ,  Windungen  und  Dynamen 
durch  ein  eigentümliches  System  von  Coordinaten,  wovon  wir  zunächst  reden 
wollen. 

Es  seien  a,  0,  y,  d,  c,  £,  r\  sieben  gegebene  Axen  mit  gegebenen  Para- 
metern pa,  pa,  .  .  .  p„  und  suche  man  die  Axe  ip  mit  dem  Parameter  p^,  welche 

reciprocal  ist  zu  den  6  Axen  y,  d,  e,  f,  rj.  Sind  nun  die  7  Axen  die  Axen  von 
7  Dynamen,  welche  auf  ein  unveränderliches  System  wirken,  welches  blos  um  y 
eine  Windung  erleiden  kann,  so  tilgen  die  Widerstände  jede  Dyname  um  eine  zu 
ift  reciprooale  Axe.  Daher  werden  die  5  Dynamen  um  y,  d,  c,  £,  rj  getilgt  und 
bleiben  blos  noch  die  Dynamen  um  er,  ß  wirksam.  Construirt  man  nun  das  Cylin- 
droid  (a,  ß)  und  sucht  auf  ihm  die  Axe  q  mit  dem  Parameter  j»  ,  welche  reci- 
procal ist  zu  ^,  so  kann  man  das  Yerhältniss  der  Intensitäten  Ra,  R*  der  Dy- 
namen um  a,  ß  so  bestimmen,  dass  sie  einer  Dyname  um  o  mit  dem  Parameter 
p  äquivalent  werden.  Sie  halten  daher  Gleichgewicht  mit  den  Dynamen  um 
y,  #,  .  .  .  rj.  In  derselben  Weise  bestimmt  man  das  Yerhältniss  der  Intensitäten 
jedes  anderen  Dynamenpaares  von  er,  ß,  .  .  .  £,  17,  sodass  Gleichgewicht  eintritt. 
Man  erkennt  hieraus,  dass  man  um  7  gegebene  Axen  mit  gegebenen 
Parametern  immer  7  Dynamen  finden  kann,  welche  im  Gleichgewicht 
sind.  Ebenso  ergibt  sich,  dass  für  7  solche  Axen  immer  7  Windungs- 
geschwindigkeiten möglich  sind,  welche  äquivalent  Null  sind.  Hier- 
aus folgt  weiter,  dass  jede  gegebene  Dyname  oder  Windung  um  irgend 
eine  Axe  in  sechs  andere  Dynamen  oder  Windungen  um  sechs  ge- 
gebene Axen  mit  gegebenen  Parametern  zerlegt  werden  kann,  welche 
der  gegebenen  Dyname  oder  Windung  zusammen  äquivalent  sind. 
Dieser  Satz  ist  eine  Verallgemeinerung  von  III.  Th.,  Gap.  III,  §.  10  (S.  45). 
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§.  2.  Um  eine  gegebene  Dyname  um  die  Aze  q  vom  Parameter  p  und  der 
Intensität  P  in  sechs  Dynamen  um  die  Axen  ft1 ,  (i2 ,  ...  p6  mit  den  Parametern 
P\ »  Pti  •  •  •  Pe  aufzulösen,  seien  Pn  P2,  .  .  .  P6  die  Intensitäten  der  Componenten. 
Man  wähle  irgend  eine  Windung  um  eine  Axe  rj.  Dann  muss  die  Arbeit  der 
Dyname  um  q  gleich  sein  der  Summe  der  Arbeiten  ihrer  sechs  Componenten  und 
mithin,  wenn  ©      .  ©      ....  o     6>      die  virtuellen  Coefficienten  bezeichnen 

sein.  Indem  man  fünf  andere  Axen  der  Reihe  nach  an  die  Stelle  von  rj  treten 
läset,  erhält  man  im  Ganzen  6  Gleichungen,  welche  die  Intensitäten  P,,  P„ .. .  P8 
und  damit  die  6  Componenten  der  gegebenen  Dyname  bestimmen.  Eine  Verein- 
fachung tritt  ein,  wenn  man  17  reciprocal  zu  ps,  f&a,  .  .  .  ft6  wählt.  Dann  werden 
o„„  =  ©„„  ='•  •  •  ffl   ,   =0   und  erhält  man  P©^»  Pi®„„    nebst  fünf  ahn- 

liehen  Gleichungen,  indem  man  fünf  andere  Axen  für  17  wählt. 

Ebenso  ergeben  sich  die  6  Componenten  einer  Windungsgeschwindigkeit 
(cd,  pQ(o)  um  eine  Axe  9  vom  Paremeter  q  in  Bezug  auf  6  gegebene  Axen  mit 

gegebenen  Parametern. 

Die  Intensität  P  der  resultirenden  Dyname  (oder  Windungsgesch windigkeit) 
kann  durch  die  Intensitäten  der  Componenten  dargestellt  werden.  Wählt  man 
nämlich  der  Reihe  nach  für  17.  die  Axen  pt,  f^,  ...  p6  selbst  und  bedenkt,  dass 
für  zwei  zusammenfallende  Axen  der  virtuelle  Coefficient  in  den  doppelten  ge- 
meinschaftlichen Parameter  Übergeht,  so  erhält  man 

Po      =  P,»,  4-  P,o       +--.  +  P-0   », 


Po      =  p,  o       +  P4©       +  •  •  •  +  PAp- 

und  wenn  man  q  selbst  an  die  Stelle  von  i\  treten  läset 

P«   «Po      4-  P.©       4-  •  •  •  4-  PA© 

Indem  man  ö„  ..  0„  n,  .  .  .  ©„  n  eliminirt,  ergibt  sich 

§.  3.  Man  kann  die  6  Axen  j*j  ,  .  .  .  fi6  insbesondere  bo  wählen,  dass  fix  be- 
liebig, fi%  reciprocal  zu  px ,  ps  reciprocal  zu  ^ ,  fv,  p4  reciprocal  zu  ^ ,  p, ,  p, ; 
fi6  reciprocal  zu  f*, ,  .  .  .  fiA  und  fi6  reciprocal  zu  pn  ^,  .  .  .  p0  wird.  Dann  sind 
je  zwei  dieser  Axen  reciprocal.  Sechs  solche  Axen  sollen  ein  System  coreci- 
procaler  Axen  heissen.  Da  jeder  Axenparameter  5  Grössen  zu  seiner  Bestim- 
mung verlangt,  so  sind  30  Grössen  für  die  Bestimmung  der  6  Axen  erforderlich. 
Sollen  je  zwei  Axen  reciprocal  sein,  so  sind  \  .  6  .  6  =  16  Bedingungen  zu  er- 
füllen. In  einem  System  coreeiproealer  Axen  sind  also  nur  15  Grössen  disponibel. 
Da  für  coreciprocale  Axen  aHJU    =  0  ist,  so  nimmt  die  letzte  Formel  des  vorigen 

Paragraphen  die  Form  an: 

p^P*  -APf  +  ftP?  +  •  •  •  +p6Ph 

Die  Intensitäten  von  den  6  Componenten  einer  Dyname  oder  die  Winkel- 
geschwindigkeiten  der  6  Componenten  einer  WindungBgeechwindigkeit  in  Bezug 
auf  ein  System  von  6  reeiproealen  Axen  sollen  die  Coordinaten  der  Dyname 
oder  Windungsgeschwindigkeit  und  die  6  Axen  mit  den  bestimmten  Axen- 
Parametern  die  Coordinatenaxen  hoissen: 
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Die  Elementararbeit  einer  Dyname  von  der  Intensität  P  in  Bezug  auf  eine 
Elementarwindung  von  der  Amplitude  d&  kann  mit  Hälfe  der  Coordinaten  Px, 
Pa,  .  .  .  Pe  der  Dyname  und  d#n  d4rs,  .  .  .  d&Q  der  Elementarwindung  dargestellt 
werden.  Diese  Arbeit  besteht  aus  36  Gliedern,  welche  man  erhält,  indem  man 
jedes  P  mit  jedem  d&  combinirt.  Da  aber  die  Coordinatenaxen  coreciprocal 
sind,  so  verschwinden  30  Glieder  und  bleiben  nur  die  6  Glieder  übrig,  für  welche 
P  und  d&  derselben  Coordinatenaxe  angehören.  Für  sie  wird  der  virtuelle 
Coefficient  gleich  dem  doppelten  Parameter  der  Coordinatenaxe  und  daher  die 
ganze  Arbeit  gleich 

§.  4.  Die  6  Coordinaten  at ,  <x2 ,  ...  aQ  einer  Dyname  um  die  Axe  a  von 
der  Intensität  gleich  der  Einheit  heissen  die  Coordinaten  des  Axenpara- 
meters  pa  (oder  der  Schraube  cc).  Da  die  Intensität  1  die  Schlusslinie  eines 
Polygrons  ist,  gebildet  aus  an  .  .  .  a6,  so  besteht  zwischen  diesen  Grössen  eine 
Bedingung. 

Um  die  Coordinaten  des  Axenparameters  pa  zu  bestimmen,  bestimmen  wir 
die  Arbeit  der  Einheitsdyname  um  a  in  Bezug  auf  eine  Amplitude  dft.  um  pt. ; 
sie  ist  Vdfr.aafi'.    Da  die  Coordinatenaxen  coreciprocal  sind,  so  ist  sie  gleich  der 

Arbeit  der  Componente  um  p§.  in  Bezug  auf  dieselbe  Amplitude  d&{  um  p.  näm- 
lich gleich  2pt.a<d#|..  Aus  der  Gleichung  2dd,itüafxi  »  2 piaid^i  folgt  daher, 
unter  Anwendung  derselbe  Betrachtung  für  alle  Coordinaten 

«   b-  — —  ,      of8  =*  -—  ,  •  •  •  <rö  =■  — —  • 
Px  P*  Pn 

Bestimmt  man  also  die  virtuellen  Coefficienten  des  Axenparameters 
pa  in  Bezug  auf  die  Coordinatenaxenparameter  (welche  von  der  Nei- 
gung der  Axe  a  gegen  die  Coordinatenaxen  ihren  kürzesten  Abstän- 
den von  diesen  und  der  Summe  der  Parameter'abhängen),  so  ergeben 
sich  die  Coordinaten  «lf  aa,  .  .  .  aQ  durch  Division  der  virtuellen 
Coefficienten  durch  die  Parameter  der  Coordinatenaxen. 

Die  Componenten  einer  Windung  um  die  Axe  cc  von  der  Amplitude  d&  haben 
die  Amplituden  aid^,  a,c?£',  .  .  .  aQd&;  die  Componenten  einer  Dyname  von 
der  Intensität  JP  um  die  Axe  ß  haben  die  Intensitäten  Pßu  Pß8,  .  .  .  PßQ.  Daher 
ist  nach  §.  3  die  Arbeit  der  Dyname  während  der  Windung 

Pd&  [2ptalßl  +  2p%a2ßt  +  •  .  -  2p?aflft,]. 
Der  Inhalt  der  Klammer  ist  daher  der  virtuelle  Coefficient  zwischen  Dyname  und 
Windung,  nämlich  ©<*/*  =  Zpiaißi. 

Da  der  doppelte  Axenparanieter  der  virtuelle  Coefficient  zweier  eoineidirender 
Axen  ist,  so  erhält  man  pa  =  ßaa  «  2Pia}  • 

§.  5.  Für  die  folgenden* Betrachtungen  wählen  wir  die  drei  Hanptaxen  SA, 
SB ,  SC  des  Massenmittelpunktes  S,  deren  Trägheitsradien  a,  6,  c  seien,  zu  Coor- 
dinatenaxen, indem  wir  SA  als  zwei  zusammenfallende  Axen  ^,,  p%  mit  den  Para- 
metern pi  «»  o,  pt  e»  —  a\  ebenso  SB  als  fia,  p4  mit  den  Parametern  p3  =  b, 
p4  =•  —  b  und  SC  als  p6,  jti6  mit  den  Parametern  p6  »■  c,  p6  =  —  c  ansehen. 
Nach  S.  364  ertheilt  eine  Momentandyname  (Plf  P,p,)  um  ftt  dem  System, 
dessen  Masse  M  sei,  wenn  es  frei  ist,  eine  TranslationsgeBchwindigkeit  Pt  :  3f 
parallel  ft   und  eine  Winkelgeschwindigkeit  a^  =»  p^  :  Mp\  =  Pt  :  3fpt  um 
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fi1T  sodass  der  Effect  einer  Momentandyname  um  eine  Hauptaxe  des  Massenmittel- 
punktes eine  Windungsgeschwindigkeit  um  dieselbe  Heuptaxe  ist. 

Ein  freies  unveränderliches  System  besitze  eine  Windungsgeschwindigkeit  um 
die  Momentanaxe  a  von  der  Winkelgeschwindigkeit  co  und  dem  Parameter  pa. 
Dieselbe  kann  durch  eine  gewisse  Momentandyname  um  eine  gewisse  Axe  r\  her- 
vorgerufen werden.  Sind  die  Coordinaten  der  ersteren  gegeben,  so  können  die 
Coordinaten  der  letzteren  gefunden  werden.    Ist  nämlich  P  die  Intensität   der  ! 

Dyname,  so  zerlege  man  die  Dyname  in  die  Componenten  Prjl9  P%,  •  •  •  Pv*  ' 

um  filf  fta,  .  .  .  p6.  Diese  geben  die  Winkelgeschwindigkeiten  Pt\x  :  Mply 
Prj2  :  Mp2 ,  .  .  .  Pi?6  :  Mps  um  die  Coordinatenaxen,  welche  den  Componenten 
(oal$  (oa„  .  .  .  coaQ  von  co  gleich  sein  müssen,  woraus  folgt: 

Mmp1a1  =  Pr\l%  Mmp^  =  Pij,,  .  .  .  Mmp5a6  =  Pij6, 

d.  h.  sind  die  Coordinaten  der  Windungsgeschwindigkeit  propor- 
tional <*!,  a3,  ...  a6,  so  sind  die  Coordinaten  der  entsprechenden 
Momentandyname  proportional  pxaXi  p2u21  .  .  .  p6ct6. 

§.  6.  Sind  er,  ß  zwei  Momentanaxen  und  17,  £  die  ihnen  entsprechen- 
den Momentandynamen  und  ist  cc  reeiprocal  zu  £,  so  ist  ß  reoiprocal  ; 
zu  17.  Dieser  Satz  folgt  für  das  freie  System  unmittelbar.  Denn  die  Coordinaten  \ 
von  £  sind  proportional  ptßit  p2&i  -  •  -  Pefie  xsn^i  die  Bedingung,  dass  cc  und  £ 
reeiprocal  sind,  ist  nach  §.  4  aa$  ==* pfaßi  +  p\*%ß%  +  •  •  •  +  J>?«ö&  ■■  °-  Sie 
drückt  aber  auch  aus,  dass  ß  und  rj  reeiprocal  sind.  Zwei  Axen  a,  0,  für  .welche 
diese  Bedingung  erfüllt  ist,  heissen  conjngirte  Momentanaxen. 

Dieser  Satz  gilt  nicht  blos  für  das  freie  System,  sondern  auch  für  das  System, 
wenn  es  Freiheit  irgend  einer  Stufe  besitzt.  Denn  wenn  auf  das  System  eine 
Momentandyname  P  um  die  Axe  £  wirkt,  bo  ist  die  Wirkung  der  Widerstände 
äquivalent  einer  Dyname  Q  um  eine  gewisse  Axe  v.  Durch  Einführung  dieser 
kann  das  System  als  ein  freies  betrachtet  werden,  auf  welches  eine  Dyname 
wirkt,  deren  Componenten  um  die  Coordinatenaxen  die  Intensitäten  P£,  +  Q*\, 
P£g  -f-  Qv21  ...  P£6  -\-  Qvq  haben.  Diese  Grössen  sind  daher  proportional 
Aft.Aft,...  d.h.  es  ist  Ptl  +  Qv1=XpJuP^+Qv2~Xptß„...P$(i+Qv6=*Xp6ßti. 
Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  j^c^,  ,p2cft,  .  .  .  pQa6  und  addirt  sie,  so 

folgt  P (plal £t  +p2cc2 U  +  --)  +  Q(Pi«i*i  +JPi«8^  +  •  •  •)  —  JP?«i ßi  +P  1«4 ß*  + ' ' • 
Nun  ist  cc  und  £  nach  der  Voraussetzung  reeiprocal,  a  und  v  sind  es  aber,  weil 
die  Widerstände  bei  einer  Windung  um  a  keine  Arbeit  leisten.  Daher  wird 
P?aift  +  Pla*ß*  +  •  •  •  =  0,  wie  für  das  freie  System. 

§.  7.  Wenn  das  System  frei  ist,  so  gibt  es  zu  jeder  Momentan windung  um 
eine  Axe  nur  eine  Momentandyname,  welche  sie  hervorruft.  Ist  das  System 
aber  in  seiner  Freiheit  beschränkt,  so  gibt  es  eine  Schaar  von  Mo- 
mentandynamen, deren  jede  die  Momentanwindung  hervorzubringen 
vermag.  Es  habe  das  System  Freiheit  n.  Stufe,  erleide  um  eine  Axe  S  eine 
Windung  und  sei  X  irgend  eine  Axe,  um  welche  eine  Momentandyname  wirkend, 
diese  Windung  um  S  hervorzubringen  vermag.  Zu  dem  Axensystem  n.  Stufe, 
welchem  8  angehört,  gibt  es  ein  reciprocales  von  der  Stufe  6  —  n  und  es  seien 
Blf  B9i  ...  .Be— »,  6  —  n  Axen  desselben.  Dann  bestimmen  die  Axen  X,  JBn 
B2,  ...  Be—n  ein  Axensystem  nächst  höherer,  (7  — n)ter  Stufe.  Jede  diesem 
Axensystem  angehörende  Axe  Y  ist  die  Axe  einör  Momentandyname,  welche  die 
Windung  um  S  hervorrufen  kann.  Denn  man  kann  die  Dyname  um  T  in  7  —  n 
Dynamen   um   X;  Bx ,  B2 ,  .  .  .  2?6— *   zerlegen.     Von   den   7  —  n   Componenten 
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werden  aber  alle,  bis  auf  die  um  X  durch  die  Widerstände  vernichtet.  Daher 
ist  die  Dyname  um  Y  äquivalent  der  Dyname  um  X  und  bringt  daher  auch  die- 
selbe Wirkung,  nämlich  die  Windung  um  S  hervor. 

Hat  das  System  Freiheit  5.  Stufe,  so  bringen  Momentandynamen  um  die 
Axen  eines  Gylindroids  Windungen  um  eine  gegebene  Axe  hervor;  hat  es  Frei- 
heit 3.  Stufe,  so  bilden  alle  Axen,  um  welche  Dynamen  wirkend  das  bewegliche 
Punktsystem  um  dieselbe  Axe  winden,  das  System  aller  zu  einem  bestimmten 
Cylindroid  reciprocaler  Axen. 

In  dem  Axensystem  Z  der  n.  Stufe,  welches  alle  Axen  enthält, 
um  welche  ein  System  von  der  n.  Stufe  der  Freiheit  Windungen  er- 
leiden kann,  kann  man  auf  verschiedene  Arten  n  Axen  wählen,  so- 
dasB  je  zwei  derselben  conjugirte  Axen  sind.  Es  seien  Bu  2?a,  .  .  .  Be—n 
Axen  des  zu  Z  reciprocalen  Axensystems  Z\  Ist  Ax  eine  Axe  von  Z%  so  hat  man 
zur  Bestimmung  einer  anderen  Axe  A  desselben  Systems,  welche  beliebig  ge- 
wählt werden  kann,  n  —  1  willkürliche  Constanten.  Es  sei  Jt  die  Axe  einer 
Momentandy name,  zu  welcher  Al  die  Momentan windungsaxe  ist  Wählt  man  nun 
weiter  A%  reciprocal  zu  J^  Bly  B„  .  .  .  Be—n,  so  sind  A^  und  A%  conjngirt  und 
für  die  Wahl  von  At  bleiben  noch  n  —  2  Constanten  willkürlich.  Es  sei  J,  die 
Axe  einer  Momentandyname  zu  9At  als  Momentanwindungsaxe.  Wählt  man  dann 
weiter  A3  reciprocal  zu  Jx ,  J% ,  JB, ,  Bt ,  .  .  .  B»—e  und  setzt  diesen  Prozess  fort 
bis  zur  n.  Axe  An,  so  erhält  man  tt  Axen  Al9  A^,  .  .  .  An,  von  denen  je  zwei 
conjugirt  sind.    Die  Anzahl  aller  für  die  Wahl  dieser  n  Axen  noch  disponibelen 

Constanten  istn  —  1  +  w  —  *  +  •  ••  +  1==siw(n  —  *)»  *l*°  na*D  ß0  gross  als 
die  Anzahl  w  (n  —  1)  der  Constanten,  welche  irgend  n  Axen  von  Z  bestimmen. 

In  dem  Axensystem  Z  der  n.  Stufe  der  Freiheit  gibt  es  immer 
n  Axen,  sodass  je  zwei  derselben  conjugirt  und  zugleich  reciprocal 
sind.  Man  kann  nämlich  die  ±n  (n —  1)  disponibelen  Constanten  der  Wahl  von 
n  paarweise  conjugirter  Axen  so  bestimmen,  dass  diese  Axen  reciprocal  werden. 
Zu  dem  Ende  wähle  man  Ax  reciprocal  zu  Blt  2?lv  .  .  .  JBe— n,  wobei  n  —  1  Con- 
stanten disponibel  bleiben,  dann  A2  reciprocal  zu  Ax,  Bu  ...  Be~n  mit  n  —  2 
disponibelen  Constanten  u.  s.  f.  Man  erhält  dann  für  die  Anzahl  der  willkür- 
lichen Constanten  behufs  der  Wahl  von  n  coreciprocalen  Axen  von  Z 

n  —  1  +  n  —  2  +  ---  +  l=«±n(n  —  1). 
Die  Bestimmung  erschöpft  also   genau  die  Gesammtzahl   aller   überhaupt  dispo- 
nibelen Constanten. 

In  dem  Axensystem  Z  der  n.  Stufe  der  Freiheit  gibt  es  nur  n  Axen 
der  Art,  dass  eine  Momentandyname  um  irgend  eine  derselben  dem 
beweglichen  System  eine  Windungsgeschwindigkeit  um  dieselbe  Axe 
ertheilt (Hauptaxender  Momentaudynamen  undMomentanwindungen). 
Sie  sind  die  n  conjugirten  und  coreciprocalen  Axen.  Es  genügt,  den 
Beweis  für  n  —  3  zu  führen,  für  jede  andere  Stufe  der  Freiheit  ist  er  diesem 
ähnlich.  Es  seien  Aly  A9,  Az  die  drei  conjugirten  und  coreciprocalen  Axen  des 
Axensystems  Z  der  3.  Stufe,  Bl%  Bi1  Bs  irgend  drei  Axen  des  reciprocalen  Axen- 
systems Z'  und  -Rn  2?s,  22,  die  Axen  von  irgend  drei  Momentandynamen,  welche 
um  Au  A^  As  Momentan  Windungen  hervorrufen.  Jede  Momentandyname,  deren 
Axe  dem  Axensystem  Blt  Bly  2?,,  B%  angehört,  windet  das  System  um  Al  (vgl. 
den  Beweis  des  1.  Satzes  dieses  Paragraphen).  Die  Axen  dieses  Systems  sind 
aber  reciprocal  zu  At  nnd  As;  denn  da  Ax  und  At  conjugirt  sind,  ist  Bx  reci- 
procal zu  A^  und  ebenso  ist  Bl  reciprocal  zu  A$1  da  Al  und  A5  conjugirt  sind. 
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Hieraus  ergibt  sieb,  dass  eine  Dyname,  deren  Axe  reciprocal  zu  i,  und  A9  ist, 
das  System  um  Al  windet.  At  ist  aber  selbst  reciprocal  zu  A%  und  A9  und  daher 
windet  eine  Dyname,  deren  Axe  Al  ist,  das  System  um  Ax  selbst  Ebenso  für 
A%  und  A9. 

Für  das  freie  System  (n  =  6)  z.  B.  sind  die  drei  Hanptaxen  SA,  SB,  SC 
mit  den  doppelten  Parametern  a,  —  a,  6,  —  6,  c,  —  c  6  Hanptaxen  der  Momentan- 
dynamen  und  Momentanwindungen. 

Es  fehlt  nun  noch  der  Nachweis,  dass  es  ausser  den  n  bezeichneten  Haupt- 
axen  der  Dynamen  und  Windungen  keine  weiteren  gibt.  Denn  es  sei  S  irgend 
eine  weitere  Hauptaxe,  sodass  eine  Dyname  nm  dieselbe  eine  Windung  um  sie 
selbst  hervorbringe;  so  zerlege  man  sie  in  n  Dynamen  um  die  Hanptaxen  Al% 
At,  .  .  .  AH  und  seien  Sx,  &„  .  .  .  S*  die  Intensitäten  dieser  Componenten.  Diese 
Zerlegung  muss  möglich  sein,  da  vermöge  der  Windung  des  Systems  um  S  diese 
Axe  dem  Axensystem  Alt  A^  .  .  .  An  angehört.  Diese  n  Componenten  rufen  ein- 
zeln Windungugesch windigkeiten  um  Al9  At,  .  .  .  AH  hervor,  deren  Winkel- 
geschwindigkeiten cl%  oif  ...  <f*  proportional  den  Intensitäten  St ,  <S8 ,  .  .  .  &» 
sind  und  sich  zu  der  Windungsgeschwindigkeit  nm  S  zusammensetzen  lassen 
müssen.  Hieraus  folgt  aber,  dass  jede  Axe,  welche  dem  Axensystem  Al%  . .  .  An 
angehört,  eine  Hauptaxe  sein  müBste,  was  nicht  allgemein  der  Fall  ist.  Ist  näm- 
lich X  eine  Axe  mit  einer  Dyname  und  Y  die  ihr  entsprechende  Momentan- 
windungsaxe,  so  erzeugen  die  Componenten  von  X  in  Bezug  auf  AXi  ...  An, 
deren  Intensitäten  Xn  .  .  .  X»  seien,  Windungsgeschwindigkeiten  nm  Au  .  .  .  An 

X  XL  X 

gleich  -—  ffj ,    —-  ffa,  •  •  .  -^  an  und  diese  müssten  gleich  den  Componenten  der 

«l  ßf«  an 

XX  X 

Windungsgesoh windigkeit  um  Y  sein.    Da  aber  die  Verhältnisse  ~- ,  -=^  •  •  •  ^~ 

Oi        og  On 

einander  gleich  sind,  so  müssten  die  Winkelgeschwindigkeiten  der  Componenten 
der  Windungsgeschwindigkeit  um  Y  um  Alt  .  . .  An  proportional  sein  den  Inten- 
sitäten X1}  X2I  .  .  .  Xn  der  Dyname  um  X.  Da  aber  Windungsgeschwindigkeiten 
und  Dynamen  dieselben  Gesetze  der  Zusammensetzung  befolgen,  so  müssten  Y 
und  X  identische  Axen,  d.  h.  X  müsste  eine  Hauptaxe  sein. 

§.  8.  Die  Windungsgeschwindigkeit  eines  Systems  mit  Freiheit  n.  Stufe 
kann  zerlegt  werden  in  n  Componenten  nm  n  Axen  des  Axensystems  n.  Stufe, 
welches  der  Freiheit  angehört.  Sind  diese  Axen  conjngirte  Axen,  bo  ist 
die  kinetische  Energie  (halbe  lebendige  Kraft)  des  Systems  die  Summe 
von  n  quadratischen  Gliedern. 

Es  wirke  eine  Momentandyname  auf  das  System  und  erzeuge  um  eine  Axe  a 
eine  WindungBgesch windigkeit,  in  Folge  deren  das  System  die  kinetische  Energie 
Ea  erlangt  Ertheilt  ihm  nun  eine  zweite  Dyname,  deren  Axe  v  sei,  ein  Win- 
dungsgeschwindigkeit  nm  die  Axe  ß  und  ist  Ep  die  kinetische  Energie,  welche 
es  dadurch  erlangen  würde,  wenn  es  vorher  keine  Windung  besässe,  so  wird  die 
kinetische  Energie,  welche  durch  die  gleichzeitige  Wirkung  beider  Dynamen  her- 
vorgerufen wird,  von  Ea  und  Ep  abhängen.  Die  Art  dieser  Abhängigkeit  ist  je 
nach  der  gegenseitigen  Lage  der  Axen  verschieden.  Im  Allgemeinen  wird,  wäh- 
rend, das  System  nm  ß  eine  Windung  erleidet,  die  Dyname  um  v  in  Bezug  auf 
die  Windung  nm  a  noch  eine  Arbeit  leisten.  Nur  dann,  wenn  diese  Arbeit  Null 
ist,  also  die  Axen  cc  und  v  reciprocal  und  folglich  a  und  ß  conjngirte  Axen  sind, 
wird  die  Energie  Ep  nicht  durch  Ea  modificirt  und  ergibt  sich  Ea  +  Ep  als  die 
von  beiden  Dynamen  zusammen  erzeugte  Energie  des  Systems.    Wirken  ebenso 
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noch  weitere  Dynamen  und  bilden  die  Momentanaxen  aller  ein  System  con- 
jugirter  Axen,  so  gilt  der  Satz  in  erweiterter  Form  und  ist  Ea  +  Ep  +  *  ■  •  die 
gesammte  kinetische  Energie,  welche  durch  eine  Reihe  von  Windungen  um  con- 
jugirte  Axen  a,  ß,  .  .  .  erzeugt  wird. 

Um  die  kinetische  Energie,  entsprechend  einer  Windungsgeschwindigkeit  (co, 
pca)  um  die  Axe  a  durch  die  Coordinaten  alt  aa,  .  .  .  a6  des  Axenparameters  pa 
in  Bezug  auf  die  Hauptaxen  darzustellen,  bedenken  wir,  dass  die  Componente  der 
Translationsgeschwindigkeit  parallel  der  Coordinatenaxe  a$.  gleich  copia{  ist  und 

also  den  Bestandtheil  ±  Mco*p?a? ,  die  Componente  der  Winkelgeschwindigkeit 
um  a{  aber,  nämlich  ma{  den  Bestandtheil  ±to*a}M%*  liefert.  Der  Parameter  p{ 
ist  aber  der  Trägheitsradius  %  von  a{.  Denn  ist  P  die  Intensität  der  zu  ai  ge- 
hörigen Dyname  und  x  der  Trägheitsradius ,  so  muss  jpf. (»«.  =  ?:  M  und 
co «f  =s  p.P. :  M%*  sein,  woraus  *  =»  p.  folgt.  Daher  ist  das  Trägheitsmoment 
Mp] ,  sodass  dieser  letztere  Bestandtheil  gleichfalls  in  \  <o*pf  <*?  übergeht.  Daher 
ist  die  kinetische  Energie  der  Windung  um  a{  überhaupt  gleich  Mco^pfaf.   Dem 

obigen  Satze  zufolge  ist  daher  die  der  Windung  um  die  Axe  a  entsprechende 
kinetische  Energie  des  Systems 

Ma>*  (*>?«?  +  pl*l  +  •  •  .  jp|«i)  _  M<o*u* , 

wenn  w*  »pjaj  +  p\u\  +  •  •  •  p\a\  gesetzt  wird. 

Ist  das  System  nicht  frei,  sondern  nur  windbar  um  eine  Axe  a  (Parametei  pa), 
bo  ertheilt  ihm  eine  Momentandyname  von  der  Intensität  P,  deren  Axe  t\  ist,  um 
a  eine  Wind ungsgesch windigkeit  cd,  welche  leicht  zu  bestimmen  ist.  Denn  der 
Momentanwiderstand  ist  äquivalent  einer  Momentandy name  von  der  Intensität  Q 
um  eine  gewisse  Axe  v.  Durch  Einführung  derselben  wird  das  System  frei.  Die 
Componente  um  die  Coordinatenaxe  pt-,  welche  von  beiden  Dynamen  zusammen 

herrührt,  hat  die  Intensität  Ptj{  -f  Qvi  und  ertheilt  dem  System  parallel  p.  die 

Translationsgeschwindigkeit  («Pfy  +  Qvi)  :  M,  sowie  die  Winkelgeschwindigkeit 

(Prii  +  Qvi)  :  ^Pi-    *)*e  Winkelgeschwindigkeit  um  a  hat  aber  um  /*,  die  Com- 

ponenten  <oa{  und  besteht  daher  die  Gleichung 

Multiplicirt  man  diesen  Ausdruck  mit  pfa.  und  summirt  nach  t,  so  erhält  man 

da  £piuivi  «  Oav  =-  0  ist,  weil  a  und  v  reeiprocal  sind.  Hierdurch  ist  co  be- 
stimmt. Es  ist  direkt  proportional  dem  virtuellen  Coefficienten  fifa,;  und  umge- 
kehrt proportional  «**.   Die  kinetische  Energie  des  Systems  folgt  hieraus,  nämlich 

DJ   02 

Wenn  das  System  sich  frei  um  die  Axe  a  drehen  würde  in  Folge  der  Dyname 
um  r\ ,  so  würde  von  den  Componcnten  Py.  die  kinetische  Energie 

Schbll,  Mechanik.    II.  37 
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P*  ! 

und  also  die  Gesammtenergie  —  2^^?    ertheilt  werden.    Die  Differenz   zwischen 

dieser  und  der,  dem  in  der  Bewegung  auf  die  Axe  a  beschrankten  System  ertheilten 
Energie  ergibt  daher  den  Energieverlust  ! 


P 

M 


§.  9.  Wir  haben  bisher  für  eine  Dyname  oder  Windungsgeschwindigkeit 
6  Coordinaten  angewandt.  Für  ein  System,  welches  Freiheit  ».  Stufe  besitzt, 
genügen  aber  n  Coordinaten.  Es  wurde  nämlich  gezeigt,  dass  es  stets  möglich 
ist,  in  dem  Axensystem  der  w.  Stufe  n  Axen  zu  bestimmen,  von  denen  jede  zu 
den  übrigen  reciprocal  ist  Wählt  man  tt  solche  coreciprocale  Axen  unter  die 
Coordinatenaxen,  so  werden  von  den  6  Coordinaten  «,,  «,,  ...  er6  einer  Axe  a 
6  —  n  gleich  Null.  Da  nämlich  eine  Dyname  von  der  Intensität  1  um  eine 
Axe  a,  welche  dem  Axensystem  n.  Stufe  angehört,  in  n  Componenten  von  den 
Intensitäten  aly  at,  ...  <rn  um  n  coreciprocale  Axen  dieses  Axensystems  zerlegt 
werden  kann,  so  genügen  diese  n  Grössen  als  Coordinaten  für  die  vollständige 
Bestimmung  der  Dyname.  Der  Parameter  von  a  ist  dann  i>i«?  +  •  •  •  +  pn«J 
und  der  virtuelle  Coefficient  zweier  Axen  a,  ß  wird  2(paipi  +  •  •  •  +PÄ«ÄPn). 

Um  eine  Axe  des  Axensystems  n.  Stufe  zu  finden,  welche  zu  n  —  1  Axen  des- 
selben Axensystems  reciprocal  ist,  wähle  man  6  —  n  Axen  des  reciprocalen  Axen- 
systems, dann  ist  die  gesuchte  Axe  zu  6  —  n-f-n  —  1  =  5  bekannten  Axen  reci- 
procal, also  bestimmt,  da  es  zu  5  Axen  nur  eine  reciprocale  gibt. 

Eine  Dyname,  welche  auf  ein  System  mit  Freiheit  n.  Stufe  wirkt, 
ist  immer  äquivalent  einer  gewissen  Dyname  um  eine  Axe,  welche 
dem  Axensystem  n.  Stufe  angehört.  Denn  man  wähle  n  Axen  des  Axen- 
systems und  6  —  n  Axen  des  zu  ihm  reciprocalen  Axensystems.  Zerlegt  man  die 
gegebene  Dyname  in  Componenten  um  diese  6  Axen,  so  werden  die  6  —  n  Com- 
ponenten um  die  letzteren  Axen  durch  die  Widerstände  des  Systems  getilgt, 
während  die  n  ersteren  sich  zu  einer  Dyname  um  eine  Axe  des  Axensystems 
tt.  Stufe  zusammensetzen.  Diese  Dyname  heiBst  die  reducirte  Dyname  der  ge- 
gebenen. 

Wählen  wir  zu  Coordinatenaxen  die  n  Hauptaxen  und  sind  i^ ,  i\% ,  ...  tjh 
die  Coordinaten  einer  reducirten  Dyname  in  Bezug  auf  sie,  sowie  co,,  <d8,  ...  mn 
die  der  entsprechenden  Winkelgeschwindigkeit,  sowie  uly  us,  .  .  .  un  die  ent- 
sprechenden Werthe  der  Grösse  u  für  die  Axen,  so  ist  nach  §.  8,  weil  die  Dy- 
namen  um  die  Hauptaxen  selbst  winden,  also  die  virtuellen  Coefficienten  gleich 
den  doppelten  Parametern  werden 

a>fu?  «■  -=r=-  und  also    i?g-  = <o{ , 

d.  h.  die  Coordinaten  der  reducirten  Dyname  werden  proportional  den  Grössen 

— -  CO.  ,     — -  tO%1    •  •  •    CDn . 

Px  P*  Pn 

§.  10.  Wir  wollen  jetzt  annehmen,  das  bewegliche  System  von  der  n.  Stufe 
der  Freiheit  sei  einem  System  continuirlicher  Kräfte  unterworfen,  für  welches 
das  Princip  der  Erhaltung  der  Energie  gilt  Das  Kräftesystem  ist  zu  jeder  Zeit 
einer  Dyname  äquivalent,  welche  wir  zum  Unterschied  von  den  bisherigen  Mo- 
mentan dyname  n   eine   continuirlich   wirkende   Dyname    nennen.     Das   be- 
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wegliche  Punktsystem  befinde  sich  in  einer  Lage  2  stabilen  Gleichgewichtes  nnd 
besitze  eine  Windungogeschwindigkeit  um  eine  Axe,  vermöge  welcher  es  in  eine 
unendlich  nahe  Lage  2'  übergeführt  wird.  Die  unendlichkleine  Amplitude  der 
Elementarwindung  sei  fr.  In  der  Lage  2  ist  die  Kräftefunction  oder  das  Potential 
V  ein  Maximum,  dessen  Werth  nach  Cap.  V,  §.  11,  S.  511  gleich  Null  angenom- 
men werden  kann,  Bodass  V  selbst  für  Bewegungen  in  der  Nähe  der  Gleich- 
gewichtslage negativ  sein  wird.  Indem  das  System  die  Gleichgewichtslage  ver- 
läset, werden  die  Kräfte  einer  Dyname  Äquivalent,  die  wir  durch  ihre  reducirte 
Dyname  ersetzt  denken,  deren  Axe  rj  und  deren  Componente  um  n  coreciprocale 
Coordinatenaxen  die  Intensitäten  i^,  17,,  ...  rjH  haben,  während  fr,,  fr,,  .  .  .  frn 
die  Componenten  der  Amplitude  fr  um  dieselben  Axen  darstellen  mögen.  Der 
Werth  von  V  wird  eine  Function  von  9t ,  fr, ,  .  .  .  frn  ohne  Absolutglied  Bein, 
welche  in  eine  Reihe  nach  Potenzen  dieser  Grössen  entwickelt,  mit  den  Gliedern 
zweiter  Ordnung  beginnt,  indem  die  Glieder  erster  Ordnung  vermöge  des  Maxi- 
mums in  der  Lage  2  verschwinden.  Sie  und  ihre  Derivirten  werden  daher  die 
Form  haben 

V*  =  Alx*\  +  A»*\  +  •  •  •  +  Ann»*  +  «^„fr^,  +  li„H  +  •••  +  •••, 

|£=  2  [Au*i+  Au*x  +  Au&%  +  ...  +  4^*,]. 

Aus  der  Lage  2'  wird  nun  das  System  in  eine  weitere  unendlichnahe  Lage  2" 
gelangen  und  dabei  wird  die  Dyname  um  rj  eine  Elementararbeit  leisten,  welohe 
durch  die  Abnahme  —$V$  des  Potentials,  d.  h.  durch 

dargestellt  wird.  Dieselbe  ist  aber,  da  die  Coordinatenaxen  coreciprocal  sind, 
gleich 

ZliPi**!  +  2i?,p,$fr,  H h  %rjnpnd&n. 

Indem  wir  die  Coefficienten  beider  Ausdrücke  gleich  setzen  (denn  die  Gleichheit 
der  Ausdrücke  muss  für  verschiedene  Lagen  von  2"  bestehen),  erhalten  wir  die 
Coordinaten  rji  der  reducirten  continuirlichen  Dyname,  nämlich 

1_  dV»  1^  dV»  \_dV9 

*=     2Pld»r     n*~     2Ptd*t"--     *•"■      2pBa4N' 

§.  11.  Analog  zu  §.  6  ergibt  sich,  dass  wenn  einer  Elementarwindung  fr  um 
die  Axe  (fr)  eine  continuirliche  Dyname  um  eine  Axe  ij  und  einer  anderen 
Elementarwindung  9  um  eine  Axe  (9)  eine  Dyname  £  entspricht  und  (fr)  zu  f 
reciprocal  ist,  dann  auch  (9)  zu  17  reciprocal  sein  muss.  Zwei  Axen  (fr),  (<p)  von 
dieser  Eigenschaft  heissen  in  Bezug  auf  das  Potential  conjugirte  Axen. 
Denn  die  Bedingung  der  Reciprocalität  von  (fr)  und  f  ist 

i>i*i  &  +  P»**t>  + h  Pn*J»  —  °> 

1    dV 
wenn  f.  die  Coordinaten  von  £  sind.    Es  sind  aber  &  =■  —  - —  ^— 2 ,    wenn    cp, 

•  2  p.  d<p{  ^ 

die  Coordinaten  von  9  sind  und  in  V  statt  frlf  fr,,  .  .  .  die  Werthe  qplf  qp,  ge- 
schrieben werden.  -  Hiermit  wird  die  Bedingung  der  Reciprocalität 

A  dVtp  dV<p  dV9 

welche  aber,  wenn  man  die  Derivirten  von  V  einsetzt  in  die,  in  Bezug  auf  frn  fr, . . . 

37* 
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und  9n  qp2  symmetrische  Form 

An^lfpi  +  •  '  •  +  Ann&n<pn  +  Al%  (^«Pg  •+•  &*  <pf)  +  •  •  •  =  0 

übergeht  und  ebenso  erhalten  wird,  wenn  man  ausdrücken  will,  dass  9  und  3 
reciprocal  seien. 

Jeder  Windungsaxe  &  entspricht  die  Axe  r\  einer  continuirlichen  Dyname. 
Man  kann  zeigen,  dass  es  n  Axen  t?  gibt,  welche  mit  den  ihnen  entsprechenden 
Axen  0  zusummenfallen  (Hauptaxen  in  Bezug  auf  das  Potential).  Denn 
es  sei  a  eine  solche  Axe  und  P  die  Intensität  der  Dyname  um  rie,  welche  der 
Windung  von  der  Amplitude  a  um  a  entspricht,  bo  ist  nach  §.  10 

*  2p.    oai  7       '  »»      •  * 

und  wenn  man  die  Werthe  von  Va  und  dessen  Differentialquotient  nach  ai  ein- 
führt und  hierauf  %  =»  1,  2,  .  .  .  n  setzt : 

«i  Mn —  JPi  j  +  «tÄu  H h  «n^in  —  0, 

<*iAnx  +  «s^m  H h«»  M*»  +  —  P*  J  —  0 . 

Eliminirt  man  aus  diesen  n  linearen  Gleichungen  a,,  a„  ...  a»,  so  bleibt  eine 

P 

Gleichung  n.  Grades  zur  Bestimmung  von  —  mit  n  reellen  Wurzeln ;  zu  jedem 

Wurzelwerthe  ergeben  eich  aus  den  linearen  Gleichungen  die  Verhältnisse  der 
Coordinaten  «,,  or,,  .  .  .  a»  für  eine  bestimmte  Axe  und  da  zwischen  diesen  Coor- 
dinaten  eine  Relation  besteht  (s.  §.  4)  diese  Coordinaten  selbst.  Man  kann  zeigen, 
dass  diese  Axen  reciprocal  sind  (Ball,  theory  of  screws,  p.  69). 

§.  12.  Zu  jeder  Momentan  windungsaxe  #  des  Axen  Systems  n.  Stufe  gehört 
eine  Axe  A,  um  welche  eine  Momentandyname  die  Windung  &  hervorbringt.  Zu 
jeder  Axe  0  gehört  aber  auch  eine  Axe  17,  welche  die  Axe  der  reducirten  conti- 
nuirlichen Dyname  ist,  welcher  das  Kräftesystem  nach  der  Windung  &  äquivalent 
ist.  Man  kann  zeigen,  dass  es  n  Axen  17  gibt,  «welche  mit  den  ihnen 
correspondirenden  Axen  X  zusammenfallen  (harmonische  Axen).  Denn 
in  Bezug  auf  die  n  Hauptaxen  der  Momentandynamen  und  Windungen  sind  die 
Coordinaten  der  Momentandy name  um  X1  welche  die  Windung  &  hervorzubringen 

u} 
vermag,  nach  §.  9,   wenn  h  einen  Proportionalitätsfactor  bedeutet  h  —  wit  wo 

Pi 

co.  =-77  un<^  wenn  X  mit  r\  zusammenfallen  soll,  so  müssen  n  Gleichungen  be- 
ll t 

uf  1     dV& 

stehen  von  der  Form  h  —  m*  «= —  ■*-£- .  oder  da  nach  §.  9  die  Coordinaten 

Vi     '  2p.  d*{ 

*}  u?        1     pi         1    P 

P.  der  Dyname  P.  «=  M  —  m.,    also    —  «^ «=  -=>  —    ist,    wenn   man 

•  *  *  Pi  p.        M   <o{        M  <o 

p 

—  h  —  =  M s2  setzt  und  den  Werth  von  V&  einführt,  die  Gleichungen: 
00 

fr,  {Au  -  M o'u?)  +  fr,  Alt  +  •  ■  •  +  fr.  4„  -  0, 


fr,^,,,  +  fr,4„  H +  fr«  U«n  ~  ■^«*«5)  -  0- 

Aus  diesen  folgt  nach  Elimination  von  fr, ,  fr, ,  . .  .  fr«  eine  Gleichung  n.  Grades 
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für  s*  mit  n  reellen  Wurzeln  und  jeder  derselben  entspricht  daher  ein  Paar  zu- 
sammenfallende Axen  X  und  rj.  Ball  zeigt  (a.  a.  0.  S.  75),  dass  jedes  solche 
Paar  conjugirte  Axen  der  Momentan  dynamen  und  also  conjugirte  Axen  in  Bezug 
auf  das  Potential  sind. 

§.  13.  Nach  §.  8  ist  die  kinetische  Energie,  herrührend  von  der  Bewegung 
um  die  Coordinatenaxe  vom  Index  i  gleich  3fw?a)?,  also  die  gesammte  kine- 
tische Energie  T  des  Systems 

T  -  M  (uj  a>?  +  u\  v\  +  .  .  .  +  w>2)7 

während  die  potentiale  Energie  V  eine  homogene  Function  2.  Grades  von  #1T 
#9,  .  .  .  &n  ist.  Die  Bewegungsgleichungen  von  Lagrange,  deren  Zahl  n  ist,  weil 
die  Coordinaten,  welche  hier  angewandt  sind,  die  Bedingungen,  welche  die  Be- 
wegung beschränken,  von  selbst  erfüllen,  sind  nämlich 


L(2Lyg.-*t 


dt  \drnj   l  d&i 
gehen  mit  Hülfe  des  Ausdruckes  für  T  über  in 

und  werden  mit  Hülfe  des  Werlhes  von  V  lineare  Differentialgleichungen  2.  Ord- 
nung. Um  sie  zu  integriren  kann  man  eine  Function  ß  der  Zeit  und  n  Con- 
stanten /i ,  /i  ,..-/"„  so  finden ,  dass 

wird.    Die  Bewegungsgleichungen  werden  nämlich 


Bestimmt  man  /i,  f%>  .  .  .  fn  und  eine  Grösse  8  so,  dass 

fx  (An  -  M «f  O  +  /9  Jlf  +  •  •  -  +  /^  =  0, 

A^nl  +  /i^n*  + h  fn  {Ann  -  Mu*8*)  =-  0 

wird,  so  reduciren  sich  die  n  Gleichungen  auf  die  eine 

Das  System  der  Hülfsgieichungen,  welches  zur  Bestimmung  der  Constanten  f  und 
8  dient,  ist  das  System,  welches  die  n  harmonischen  Axen  liefert  und  die  Con- 
stanten /i,  f%y  .  .  .  fni  welche  einem  der  n  Werthe  von  8  entsprechen,  sind  die 
Coordinaten  der  diesem  Werthe  entsprechenden  Axe.  Die  Integration  der  Diffe- 
rentialgleichung für  &  gibt 

ß«#sin(s*  +  c). 

Hieraus  folgt  sodann,  wenn  JTlt  .  .  .  2f«,  cx,  .  .  .  cn  willkürliche  Constanten  und 
f     die  Werthe  von  f   sind,  welche  der  Wurzel  «*  entsprechen,  nach  der  Theorie 

der  linearen  Differentialgleichungen 


582                             Das  Problem  der  schwingenden  Saiten.    IV.  Th.,  Cap.  IX,  §.  1 
#1  Ä  fu  Hi  s»n  (*i  *  +  Ci)  H r"  fmBn  sin  (snt  +  c), 


*n  Ä  f\nHi  Bin  («l  *  +  Ci)  H K  f»»*7»  sin  (*«*  +  C»)» 

wovon  man  sich  auch  hinterher  überzeugen  kann,  indem  diese  Ausdrücke  der 
Bewegungsgleichungen  genügen  und  die  genügende  Anzahl  2n  willkürlicher  Con- 
stanten  enthalten. 

Die  hier  in  Kürze  mitgetheilte  Ball' sehe  Theorie  gibt  die  kleinen 
Schwingungen  eines  Systems  n.  Stufe  der  Freiheit  um  eine  stabile  Gleichgewichtslage. 
Die  Constanten  werden  durch  den  AnfangszuBtand  bestimmt.  Man  wird  die  an- 
fangliche Windungsgeschwindigkeit  in  n  Componenten  um  die  Hauptaxen  auf- 
lösen. Ist  der  Anfangszustand  so  beschaffen,  dass  H%  =  Hz  =»  •  •  •  Hn  ==  0,  also 
{rt  =■  fn  Ht  sin  («!*  +  c),  .  .  .  &n  =»  flnHt  sin  ($1t  +  c),   so  werden   die  Coordi- 

naten  des  Systems  proportional  fll%  /i,,  .  .  .  fln,  d.  h.  das  System  oscillirt  dann 

um  die  harmonische  Axe,  deren  Coordinaten  dies  sind. 

Wir  dürfen  den  tiefen  Forschungen  Ball 's  auf  dem  Gebiete  der  Mechanik,  von 
welchen  wir  hier  einen  kurzen  Abrisa  geben,  nicht  weiter  folgen,  sondern 
müssen  auf  sein  Werk  selbst  verweisen.  Er  hat  seine  Theorie  für  alle  Grade 
der  Freiheit  im  Speciellen  durchgeführt  und  eine  Menge  neuer  Satze  und  frucht- 
barer Methoden  gelehrt,  welche  eine  wichtige  Parthie  der  Mechanik,  die  Kinetik 
des  unveränderlichen,  bestimmten  Beschrankungen  seiner  Beweglichkeit  unter- 
worfenen Systems  zu  einem  lange  ersehnten  Abschlüsse  hinzufünren  geeignet 
Bind.  In  Bezug  auf  den  Zusammenhang  seiner  Lehren  mit  der  Theorie  der 
Liniencomplexe  verdankt  er  K 1  e  i  n '  s  Untersuchungen  über  Liniencomplexe 
manche  Hilfe.  Es  ist  zu  hoffen,  dass  die  sich  allmälig  ausbildende  rein  geome- 
trische Theorie  der  Complexe  den  hier  vorgetragenen  Lehren  noch  einen  er- 
höhten Grad  der  Anschaulichkeit  verleihen  werde. 


IX.  Capitel. 

Einige  Probleme  der  Bewegung  veränderlicher  Systeme. 

§.  1.  Bewegung  eines  biegsamen  und  dehnbaren  homogenen 
Fadens  (Problem  der  schwingenden  Saiten).  Ein  biegsamer  und  dehnbarer 
Faden  von  der  Länge  l  sei  zwischen  zwei  festen  Punkten  A,  B  gespannt  Zur 
Zeit  t  =  0  sei  er  um  ein  Weniges  aus  der  Gleichgewichtslage  entfernt,  sei  ihm 
ein  bestimmter  Geschwindigkeitszustand  ertheilt  und  mögen  auf  ihn  confdnuirliche 
Kräfte  P  wirken.  Es  sollen  die  Gleichungen  seiner  Bewegung  aufgestellt  und 
näherungsweiee  integrirt  werden. 

1.  Wir  nehmen  die  Gerade  AB  zur  as-Axe,  zwei  andere  zu  ihr  und  unter 
einander  senkrechte  Axen  des  Punktes  A  zur  y-  und  s-Axe.  Die  anfängliche 
Spannung  des  Fadens,  ohne  dasB  die  Kräfte  P  wirken,  sei  in  allen  Punkten  gleich  r. 
Die  Gerade  AB  ist  nicht  die  Gleichgewichtslage,  um  welche  der  Faden  schwingen 
wird,  sie  ist  die  Gestalt  des  Fadens,  welche  er  annehmen  würde,  wenn  blos  die 
Spannung  r  wirkte.  Ein  Punkt  N  dieser  Linie  wird  zur  Zeit  t  —  0  die  Lage  J&f0, 
zur  Zeit  *  die  Lage  M  haben.  Ist  AN  =  x,  so  seien  x  +  «,  y>  *  die  Coordinaten 
von  M ,  entsprechend  der  Zeit  t,  sodass  u,  y,  z  die  Verschiebungen  des  Punktes 
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N  darstellen.  An  dem  Punkte  M,  in  welchem  man  sich  das  Bogenelement  MM' 
verschwindend  zu  denken  hat,  wirkt  nun  die  gegebene  Kraft,  welche  wir  auf  die 
Masse  e  der  Längeneinheit  beziehen,  sodass  Xsds,  Yeds,  Zeds  ihre  an  M  in 
Betracht  kommenden  Componenten  sind ;  ferner  die  Spannungen  T,  T  -\-  dT 
längs  den  beiden  an  M  anstossenden  Elementen,  deren  Componenten  Tx  +  $TX, 
Ty  -f.  dTyy  Tz  +  dTz  im  Sinne  des  wachsenden  Bogens  und  —  Tx,  —  Tv%  —  Tz  im 
entgegengesetzten  Sinne  sind. 

Diese  Componenten  beziehen  sich  auf  die  Zeit  t  und  dTx,  dTy,  dTz,  ds  sind 
Aenderungen,  welche  man  zu  derselben  Zeit  beim  Uebergange  vom  Punkte  N 
zum  Punkte  N'  erhält,  wobei  sich  x  allein  ändert;  es  sind  partielle  Aenderungen 
nach  x.  Diese  Spannungscomponenten  liefern  mit  denen  der  äussern  Kraft  zu- 
sammen dTx-\-  Xeds,  dTy  -f-  Ytds,  dTz  +  Zsds,  welche  mit  den  Reactions- 
kräften  am  Punkte  M  Gleichgewicht  halten.  Die  Beschleunigungscomponenten 
des    Punktes   M  (x  +  u,  y,  z)    zur   Zeit  t    Bind   die    zweiten   Derivirten    seiner 

d*u 
Coordinaten  nach  der  Zeit.    Daher  ergeben  sich  als  Reactionskräfte  —  sds  x-y , 

d*v  d*z 

—  sds  ~-f ,  —  sds  -^-ß ,  indem  x  von  der  Zeit  unabhängig  ist.  Da  u,  y,  z  Func- 
tionen von  x  und  t  sind,  so  sind  diese  Derivirten  partielle;  daher  das  Zeichen  3 
und  nicht  d  geschrieben  werden  muss.  Das  Gleichgewicht  der  Kräfte  von  M 
liefert  uns  daher  die  Gleichungen  der  Bewegung: 

btx  +fx-  %t%ds=o,  dTv+  (y-  ^ «a«=o, dT.+(z-d^\ 8aSs=0. 

Um  nun  TXy  Tv,  Tz  zu  erhalten,  ist  T  mit  seinen  Richtungscosinussen  zu  multi- 
pliciren.    Diese  sindVe  Richtungscosinusse  der  Fadentangente  zur  Zeit  t,  nämlich 

Q  ' — - ,   ~- ,   «- ,   wo  dies  Zeichen  d   einer  Aenderung   des  x.   d.  h.  einem 

08  08        08 

Uebergange  vom  Punkte  M  zu  M'  zu  derselben  t  entspricht.    Demnach  ist 
T        T    d(x  +  u)  dy         T  dz 

GS  08  08 

Wir  wollen  nun  den  Faden  so  beschaffen  annehmen,  dasB  das  Bogenelement 
MM'  =  ds,  welches  ursprünglich  die  Länge  NN'  =-dx  hatte,  nach  wie  vor  die- 
selbe Masse  besitzt.    Dann  ist,  wenn  M  die  Gesammtmasse^des  Fadens  und  Z. 

M 
seine  ursprüngliche  Länge  AB  bezeichnet,  sds  =  -y-  dx.   Führen  wir  diesen  Aus- 
druck  in  die  Bewegungsgleichungen  ein,   und   schreiben   statt  der  Differentiale 
derivirte  Functionen,  so  nehmen  dieselben  die  Gestalt  an: 


'- '»    +?(*-»)-. 


dx      ds 


d       dz  +M(Z       d*A       0 


2.  Nehmen  wir  jetzt  an,  es  wirken  keine  äusseren  Kräfte,  d.  h.  es  seien 
X,  Y,  Z  gleich  Null  und  sei  der  Zusammenhang  der  Fadentheile  der  Art,  dass 
die  Verlängerung,  welche  ein  Theil  desselben  durch  eine  spannende  Kraft  erleidet, 
der  ursprünglichen  Länge  und  der  spannenden  Kraft  proportional  sei.  Nun  besass 
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ds  ursprünglich  die  Länge  dx  und  ist  mithin  ds  —  dx  seine  Verlängerung;  die 
ursprüngliche  Spannung  war  r  und  ist  mithin  die  Kraft,  welche  die  Verlängerung 
hervorgebracht  hat  T  —  z.  Daher  besteht  die  Gleichung  ds  —  dx  =  E  {T  —  r)  dx% 
sowie  E  einen  constanten.  von  der  materiellen  Beschaffenheit  des  Fadens  ab- 
hängigen  Coefficienten  bedeutet.  Im  vorliegenden  Falle,  wo  keine  äusseren  Kräfte 
wirken,  ist  die  Gleichgewichtslage  des  Fadens  die  Gerade  AB  und  wird  derselbe, 
wenn  er  zur  Zeit  t  =  0  nur  eine  kleine  Ausbiegung  erfährt,  fortwährend  nur 
kleine  Abweichungen  von  AB  zeigen.  In  Folge  dessen  wird  zu  allen  Zeiten  die 
Tangente  der  Fadencurve  mit  AB  einen  sehr  kleinen  Winkel  bilden,  sein  Cosinus 

/7   (SC      I      U  i 

-      0 — -  also  sehr  nahe  die  Einheit  und  ds  =  dx  +  du  sein.   Daher  ergibt  die 
ds 

du 
oben  entwickelte  Formel  T  —  t  +  E  -*--  • 

'        dx 

Demzufolge  wird  die  erste  der  drei  Bewegungsgleichungen: 

„d*u       M  d*u 
dx9"  l   dt*  ' 

Drücken  wir  jetzt  die  beiden  anderen  Richtungscosinusse  der  Fadentangente  und 
die  Componenten  der  Spannung  mit  Rücksicht  auf  die  angeführten  speciellen  Ver- 
hältnisse aus.    Man  erhält: 

'8f-('+*5i)KqFi:-('+»K)  JJ[« -«  +  •••]• 

dy 
Es  ist  aber  ■—-  die  Tangente  der  Neigung  der  Projection  des  Fadenelementes  auf 
o  x 

die  xy-  Ebene  gegen  die  z-Axe,  also  sehr  klein.    Ebenso  ist  u  gegen  x  und 

mithin  du  gegen  dx  sehr  klein.    Mit  Beseitigung  der  kleÄen  Grössen  höherer 

Ordnung  erhält  man  demnach  T  ~-  =  x  -~  und  folglich  für  die  zweite  und  ganz 

in  derselben  Weise  die  dritte  Bewegungsgleichung,  nämlich 

d^y_Md^y  Ps       M  Fz 

T  dx*        l   dt*'       x  dx***  l   dt*  ' 

Setzt  man  -=^-  =  et*   und    —  =  o9,   so   nehmen   die   Bewegungsgleichungen   die 

einfache  Form  an;, 

d*u  ___    8  d*u        d*y        9  d*y         (Pz        ,  d*z 
dt*  ""*   dx2'       dt*  B"a  dx*'       dt*****  dx*' 

Sie  sind  simultane  partielle  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  und  dienen 
dazu,  u,  y,  z  und  mithin  die  Lage  jedes  Systempunktes  (#,  0,  0)  als  Functionen 
seines  Abstandes  in  der  Gleichgewichtslage  von  dem  einen  Endpunkte  des 
Fadens  und  der  Zeit  zu  finden.  Die  erste  Gleichung  bestimmt  die  Bewegung  der 
Projection  des  Syttems  auf  die  x-Axe  (die  sogenannten  Longitudinalschwingungen 
der  Saite),  die  zweite  und  dritte  die  Bewegung  der  Projection  auf  die  xy-  und 
die  xz-  Ebene  (die  Transversal  Schwingungen).  Da  jede  der  Gleichungen  blos  eine 
der  gesuchten  Functionen  w,  y,  z  und  die  unabhängigen  Variabein  x  und  t  ent- 
hält, so  können  sie  gesondert  integrirt  werden.  Zu  den  Differentialgleichungen 
treten  noch  die  Bedingungen  der  Anfangslage  und  des  anfänglichen  Geschwindig- 
keitszustandes hinzu,  sowie  die  für  alle  Zeiten  zu  erfüllende  Bedingung  des 
Systems,  dass  die  beiden  Endpunkte  fest  seien.  Bezüglich  der  Anfangslage  müs- 
sen sich  also  u,  y  und  z  für  t  «■  0  auf  bestimmte  Functionen  f0  (x),  f(x)  und 


für  x  «*■  0, 

x  «=»  l  und 

alleWerthe 

von  t. 
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/i  (x)  von  x  reduciren,  sodass  y  «=«  f(x),  g  =  fx  (x)  die  Gleichungen  der  Form 
sind,  in  welche  man  die  Saite  zur  Zeit  t  =  0  durch  Herausbringen  aus  der  Gleich- 
gewichtslage gebracht  hat    Ebenso  müssen  die  Componenten  der  GeEchwindigkeit 

O  Q  JV 

sich  für  t  »  0  auf  gegebene  Functionen  ^  «•  F0  (x),    ~^  *-  F(x),  ^-  =  J\  (a) 

v*C  v*c  ox 

reduciren.  Demnach  ist  das  Problem  in  folgenden  Bedingungen  vollständig  ent- 
halten: 

d*u        ,  3*«  -  ,  .  du       „  , 

W~ufi?'     "-'ort'  JF -*•<•>•  "-u 

f^-a»|^,      y -/•(*)     und      |f  -  F(ß)  für  (  -  0,     y-0 

3.    Wir  beschäftigen  nns  vorläufig  nur  mit  der  Behandlung  des  Gleichungs- 
systems 

y  —  0  (Ür  *       ,  für  jedes  t. 

• 

Für  sich  drücken  diese  Gleichungen  die  Bewegung  der  Saite  aus,  wenn  dieselbe 
blos  TransversaUchwingungen  in  der  xy- Ebene  macht.  Der  erste,  welcher  die 
vorliegende  Aufgabe  löste,  war  D'Alembert  (Memoire*  de  VAcademie  de  Berlin). 
Wir  wollen  zunächst  seine  Methode  der  Integration  der  partiellen  Differential- 
gleichung erläutern,,  die  beiden  willkürlichen  Functionen,  welche  das  allgemeine 
Integral  enthält,  bestimmen,  und  später  die  neuere  Methode  mit  Hülfe  von  Parti- 
cularlösungen  und  F<Turi  er 'sehen  Reihen  auseinandersetzen.  D'Alembert 
schreibt  die  Differentialgleichung  in  der  Form 

di'di 


ox  \     dxj 


und  bemerkt,  dass  sie  ausdrückt,  dass  die  Grosso  -Jr  dx  +  a"  ~-  dt    ein    Voll- 
öl ox 

ständiges  Differential  einer  Function  u  von  x  und  t  ist,  sodass 

du  _  %  dx + «.  |y  dt. 

Ot  ox 

Hierzu  tritt  die  allgemein  gültige  Gleichung: 

Aus  beiden  Gleichungen  ergibt  sich,  wenn  man  die  zweite  mit  a  multiplicirt  und 
mit  der  ersteren  durch  Addition  und  Subtraction  verbindet: 

d  («  +  «y)  -  föL  +  a  |Q  d  {x  +  at), 

Da  die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  vollständige  Differentialien  sind,  so  müs- 
sen es  auch  die  rechten  Seiten  sein.    Demnach  ist  tX  -\-  a  ~-  eine  Function  von 

ot  ox 
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x  +  at  und  ?M-  —  a  -J^-  eine  Function  von  x  —  at.   In  Folge  dessen  sind  u  +  ay 

1  dt  dx 

und  u  —  ay  Functionen  resp.  von  x  -\-  at  nnd  x —  aty  d.  h.  man  kann  setzen 

u  -f  ay  «—  9  (#  +  at),        t*  —  ay  «■  —  ^  (x  —  a*) 

und  mithin  wird 

2ay  «=  qp  (35  +  a0  +  V*  (*  —  a0> 

welche  Gleichung  die  allgemeine  Lösung  der  Differentialgleichung  der  schwingen- 
den Saiten  mit  den  zwei  willkürlichen  Functionen  tp  und  fp  darstellt.  Um  die 
Form  derselben  zu  finden,  wie  sie  dem  mechanischen  Probleme  entspricht,  haben 
wir  gemäss  den  Bedingungen  des  Anfangszustandes 

2af  (x)  «  tp  (x)  +  y  (*), 

mithin,  nachdem  man  die  zweite  dieser  Gleichungen  zwischen  0  und  x  integrirt 
hat,  wodurch 

X 

2   I  F  (x)  dx  =  tp  (x)  —  ip  (x) 
wird  ° 

X  X 

tp  (x)  =  af  (x)  +  f  F  (x)  dx,        tp  (x)  =  af  (x)  —  f  F  (x)  dx 

o  o 

und  mithin,  indem  man  an  die  Stelle  des  Argumentes  x  die  Argumente  x  -f  at , 
x  —  at  Beizt: 

x+at  x — at 

2ay  —  a  [f(x+at)  +  f(x  —  at)]  +  f  F  (x)  dx  —   f  F(x)dx, 

A  °  ° 

y  -  i  in*  +  «0  +  f  (*  -  «0J  +  ^  /*»  **• 

x  —  at 

Da  die  Zeit  t  von  0  bis  od  und  x  von  0  bis  l  läuft,  so  erhalt  x  +  at  alle  Werthe 

von  0  bis  o> ,  x  —  at  aber  alle  Werthe  von  —  oo  bis  l.   Damit  also  y  und  mithin 

dv 
auch  ~  für  alle  Werthe  von  t  gefunden  werden  könne,  müssen  die  Functionen 

tp  (|)  und  tp  ({)  für  alle  Werthe  des  Argumentes  { ,  die  erste  von  0  bis  oo ,  die 
zweite  von  —  oo  bis  J  bekannt  sein.  Durch  den  Anfangszustand  sind  aber  die 
Functionen  f  und  F  und  in  Folge  dessen  auch  die  aus  ihnen  gebildeten  Func- 
tionen tp  und  tp  nur  für  alle  Argumente  zwischen  0  und  l  bestimmt.  Die  Aus- 
dehnung dieser  Kenntniss  der  Werthe  derselben  ergibt  sich  mit  Hülfe  der  Be- 
dingung für  die  Grenzpunkte  der  Saite.  Vermöge  derselben  ist  y  =  0  für  x  =»  0 
und  x  =  J,  d.  h.  es  bestehen  die  Gleichungen: 

tp  (at)  +  tp  (—  at)  =  0,        tp  (l  +  at)  +  tp  (l  —  at)  «  0, 

oder,  wenn  man  at  =  q  setzt: 

9>  (?)  +  V  (-  Q)  —  0,        tp  (l  +  ?)  +  tp  (J  -  *)  =-  0. 

Diese  Gleichungen  bestimmen  den  periodischen  Charakter  der  Functionen  tp 
und  tp  und  damit  den  der  ganzen  Bewegung.  Die  erste  zeigt,  daas  wenn  tp  (q) 
für  irgend   ein  positives  $   bekannt  ist,   man   sofort  tp  ( —  (?)  für   das   absolut 
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ebenso  grosse  negative  q  erhält  und  dass  wenn  ip  (—  q)  für  ein  negatives  q,  also 
für  ein  positives  Argument  bekannt  ist,  <p  für  das  entsprechende  negative  Argu- 
ment erhalten  wird,  sowie  dass  die  eine  dieser  Functionen  periodisch  ist,  wenn 
es  die  andere  ist.  Die  zweite  Gleichung  sagt  aber  aus,  dass  eine  derselben  perio- 
disch sein  muss.  Denn  setzt  man  in  ihr  l  —  q  =«  —  0,  also  q  =  l  -\-  o,  so  kommt 
<j>  (2 1  +  0)  =■  —  yp  (—  c)  und  da  die  erste  Gleichung  hierzu  —  ^  ( —  0)  =>  4  9  (0) 
liefert,  so  wird  <p  (o  -\-  21)  =  <p  (0).  Die  Periode  von  tp  ist  also  %J.  Dasselbe 
gilt  von  jf>.  Hiernach  ist  klar,  wie  die  Reihe  der  Werthe  der  Functionen  tp  und 
t/>,  welche  durch  den  Anfangazustand  nur  zwischen  den  Grenzen  0  und  l  des 
Argumentes  gegeben  ist,  über  diese  Grenzen  ausgedehnt  wird  und  wie  durch  die 
Bedingungen  an  den  festen  Endpunkten  diese  Functionen  als  periodische  definirt 
werden.  Setzt  man  für  er  die  Grösse  at,  so  erhellt,  dass  wenn  at  um  21  zu- 
nimmt, die  Functionen  tp  und  y  und  also  auch  die  Ordinate  y  und  die  Ge- 
schwindigkeit ~y  dieselben  Werthe  annehmen.    Es  kehren  daher  nach  der  Zeit 

22 
T  =  —  alle  Zustände  der  Saite  in   derselben  Ordnung  wieder  und  macht  die 

Saite  fortfahrend  gleiche  Oscillationen  von  der  Dauer  T.    Für  die  Anzahl  n  der 

CL  T  2 

Oscillationen  in  der  Zeiteinheit  hat  man  nT»l,  also  n  =  -,  oder  da  o1  «  -^ 

ist :  n  =  ^  1/  -jT^r  •    Diese  Schwingungazahl,  welche  unabhängig  von  der  Anfangs- 

gestalt  der  Saite  ist,  bestimmt  die  Höhe  des  Tones,  den  sie  erzeugt.  Sie  ist 
proportional  der  Quadratwurzel  aus  der  Spannung  r.  Da  M  selbst  proportional 
l  ist,  so  wird  n  umgekehrt  proportional  der  Länge  der  Saite.   - 

4.  Ist  z.  B.  \V-  =  F  (x)  für  t  =»  0  gleich  Null,  so  erhält  man 

0  x 

tp  (x)  —  af  (x) ,      *  (*)  —  af  (x), 
oder  y-Ufix  +  aQ  +  ffr-at)}. 

5.  Wir  wollen  jetzt  die  erwähnte  zweite  Behandlungsweise  unseres  Problems 

durchführen.     Der   linearen   partiellen    Differentialgleichung    ~-ft  =  a*  *-^  kann 

man  durch  eine  Exponentialfunction  y  =  e«*+^  als  Particularlösung  genügen,  so- 
bald die  Gonstanten  a,  ß  der  Gleichung  0*  «=  a*a%  genügen.  Ueber  die  eine  von 
ihnen   kann  dann  noch   weiter   verfügt  werden.    Setzen  wir  (i=*  +  aa  ein,  so 

wird  die  Particularlösung  y  ==»  e(x-a',a  und  spaltet  sich  in  zwei  solche,  nämlich 
y  «  c(*+«0<*  und  y  =*  e(*—«0«  Jede  von  diesen  Lösungen  genügt  auch  noch, 
wenn   man   sie   mit   einer   willkürlichen  Constanten  multiplicirt,   d.  h.  es    Bind 

y  _  <71e(x+ar)a  und  y  =>  C%t{x~at)a  gleichfalls  Particularlösung^n.  Nun  ist  aber 
weiter  einleuchtend,  dass  allgemein,  wenn  Xl  und  X%  zwei  Lösungen  sind,  auch 
die  Summe  X,  +  Xa  eine  Lösung  ist.  Dies  ist  eine  Folge  der  linearen  Be- 
schaffenheit der  Differentialgleichung  und  des  Mangels  eines  Absolutgliedes.  Da- 
her ist  auch  y  =■  Cxt{x+at)a  +  C%e^x^at)a  eine  Lösung.  Die  speciellen  weiteren 
Bedingungen  unseres  mechanischen  Problems  fordern  nun  aber,  dass  für  x  =  0 
und  x  «=»  l  die  Function  y  bei  jedem  Werthe  von  t  verschwinde.  Dies  ist  in  der 
vorliegenden  Form  für  reelle  et  nicht  möglich,  wohl  aber,  wenn  a  imaginär, 
d.  h.  ß  «-  j~  aai  genommen  wird.    Dann  gehen  nämlich  die  Exponentialgrössen 

in  goniometriBche  Functionen  über.    An  die  Stelle  der  Lösungen  e'*-at)at  treten 
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dann  coa  u  (x  ±  at)  -{-  i  sin  et  (x  ±  at) ,  welche  man  aber  selbst  wieder  in  ihre 

reellen  und  imaginären  Theile  spalten  kann,  sodass  cos  et  (x  ±at)  und  sin  a(x+at) 

selbst   Parti  cnlarlöeungen   sind.    Die   letzteren   kann   man   aber  auch   nach   der 

obigen    Bemerkung    durch    Addition    und    Subtraction    combiniren.     Daher    ist 

sin  et  (x  +  at)  +  sin  et  (x  —  at)    oder    sin  ccx  cos  etat    eine    Lösung;    ebenso 

cos  et  {x  —  at)  —  cob  a  (x  -f-  at)    oder    sin  ctx  sin  etat.    Multipliciren    wir    diese 

beiden  letzten  Lösungen  mit  Constanten  und  addiren  sie,  so  wird 

y  as  sin  etx  (A  cos  aat  +  B  sin  aat) 

gleichfalls  eine  Lösung.    Sie  besitzt  bereits  die  Eigenschaft,  dass  y  für  x  =»  0 

bei  jedem  Werthe  von  t  verschwindet.    Wir  können  aber  die  Grösse  von  a  noch 

so  wählen,  dass  y  auch  für  x -» l Null  wird.   Dies  liefert  die  Bedingung  sin al  =  0, 

n.      %n  nn  .  .  .        , 

woraus   k«ö,   -=~,    -=-,...,   -.-  folgt,  sodass 


.    nn     I A         nna  .    ,    ^    .    nna  \ 
sin  -y  x  I A  cos  -y-  $  +  i*  sin  — y-  41 


wird.  Endlich  können  wir  hierin  zu  jedem  Werthe  von  n  immer  andere  Werthe 
der  Constanten  A  und  B  wählen  und  alle  so  erhaltenen  Particularlösungen  sum- 
miren,  sodass  wir  unter  der  Form 


.    nn      (  .  nna      .    ._,  nna   \ 

£  sin  y-  x  \An  cos  — j- -  t  +  Bn  sin  — y—  1 1 ,    n  «  1,  2,  . .  . 


OD 


eine  Lösung  erhalten,  welcho  nicht  allein  der  Differentialgleichung,  sondern  auch 
den  Bedingungen  y  »  0  für  x  —  0  und  x  =  J  genügt.  Durch  Differentiation  er- 
hält man  für  die  Geschwindigkeit: 

dy       an  _   .    nn     /  .      .    nan  .    ,      ^  na«   \  „    Ä 

^  =  yZsinya!  I  —  nAn  sin  — ■=—  4  +  nBn  cos  — -.—  * I ,     n  =  1,  2, .  .  . 


ao 


Hierin  sind  die  Coefficienten  A  und  £  noch  ao  zu  bestimmen,  dass  sich  y  und 

B  v 

■—-  für  t  =  0  auf  gegebene  Functionen  /"  («)  und  F  (x)  von  x  reduciren.    Dies 

ex 

führt  zu  den  Bedingungen; 

f  (x)  =  27J.»  sin  y-  oj,  .  .P  (#)  ■-  -=-  ZnBn  sin  -=-  rc. 

Um  hierin  A%  und  J?n  für  alle  Werthe  von  n  =  1,  2,  .  .  .  od  zu  bestimmen,  ent- 
wickelt man  die  Functionen  f  (x)  und  F  (x)  auf  den  linken  Seiten  nach  Sinussen 

n  x 
der  Vielfachen  von  -=-  und   vergleicht  beiderseits  die  Coefficienten.    Unter  dem 

i 

Namen   der  Fouri er1  sehen  Reihe   kennt  die  Analysis   aber  nun  folgende  Ent- 
wickelung  einer  beliebigen  Function  qp  (x): 

q>  (x)  =■  Cf  sin        x  +  C%  »in  -y  x  +  C8  sin  y-  x  +  •  •  • ,    0  <  x  <  Z 


CH  «=  y-    I   9  (ff)  sin  -.-  ff  •  Off. 


0 

Die  Entwickelung  von  f  (x)  und  .FOr)  in  eine  solche  Reihe  liefert  daher  sofort: 

i  i 


An  =  -7-   |  /  (ff)  sin  ^  ff  •  der ,  2*n  « /  JF  (o)  sin  -r-  ff  •  d 

II  l  nanj  l 


ff. 
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Demnach  wird  y  dargestellt  durch  die  periodische  Reihe: 

A     .    Ti x        nat  ,     .      .    2nx        2nat  ,     .      .    Snx        Unat    . 
y  «=»  Ax  sin  -=-  cos  — — \-  -4*  sin  — y-  cos  — = \-  As  Bin  —  -  cos  — = \-  '  •  * 

,    -d     .    nx    .    «rat  ,    _     .    2«ä        2nat   ,    _.     .    3«#        Saat    , 
+  -öi  sin  -=-  sin  -= — f-  B%  sin  — =—  cos  — =-. r  ■"$  8m  ~~r~  C08  — 5 r  •  *  ■ 

nnd  An,  Bn  haben  die  angeführte  Bedeutung. 

Aus  dieser  Form  der  Lösung  erhellt  die  Periodicität  der  Bewegung  besser, 
ah  aus  der  früheren  D 'AI  einher  tischen.  Insbesondere  erkennt  man  leichter  die 
Oscillationsdauer.    Soll  nämlich  y  für  t  und  t  -f  T  denselben  Werth  annehmen, 

so  mus8    — =—  =—  2«,   also  T  =  —    sein.     Der    Einfluss    des    AnfangszustandeB 

spricht  sich  in  den  Coefficienten  aus.  Wenn  derselbe  derart  ist,  dass  Coefficien- 
ten  von  bestimmtem  Index  ausfallen,  so  zeigt  die  Saite  ausser  den  festen  End- 
punkten noch  andere  ruhende  Punkte  (Schwingungsknoten).  Fallen  z.  B.  alle 
Coefficienten  aus,  für  welche  n  nicht  dnrch  die  Zahl  m  ohne  Rest  theilbar  ist,  bo  ist 

für  die  Anfangsglieder  der  Reihe  fi»m  und  wird  — =—  T=»2*,  also  jT«=- 

*  m    a 

und  alle  Punkte,  für  welche  — =-  x  «■  1 ,  2 .  .  .  .  m .    also   x  ■■  — ,  — ,  •  •  •  — 

*  mit     mn1  n 

Bind  Schwingungsknoten. 

Ueber  den  speciellen  Einfluss  deB  Anschlags  der  Saite  durch  einen  Hammer, 
durch  das  Pizzicato,  den  Bogenstrich  u.  s.  w.  auf  den  Anfangszustand  der  Saite 
und  die  Bildung  der  Schwingungsknoten,  abgeleitet  aus  der  vorstehenden  Ent- 
wickelungsreihe  für  y,  s.  Helmholtz,  die  Lehre  von  den  Tonempfindungen 
S.  663  u.  ffg. 

6.  Die  Gleichung  k-|-  =»  a  j— 5  für  die  Longitudinalschwingungcn  hat  die- 
selbe Form,  wie  die  für  die  Transversalschwingungen.  Man  erhalt  daher  aus  ihr 
analoge  Resultate.    Die  Constante  a  aber  hat  eine  etwas  andere  Bedeutung.    Es 

ist   a*  «*-  —  und  a*  «=»  -^ .    Die  Oscillationsdauer  der  Longitudinalschwingungen 

2 1  2  2 

ist  T'  —■  —  ,  wahrend  die  der  Transversal  Schwingungen  T  —  —   ist.    Man   hat 

Tat  f^V 

daher  -=?  =■  —  —  y  — .    Die  Grösse  2£,   der  Elasticitätsmodulus  des   Systems, 

ist  eine  sehr  grosse  Zahl  und  daher  T  bedeutend  grösser,  als  T\  Daher  sind 
die  Longitudinaltöne  der  Saite  weit  höher,  als  ihre  Transversaltöne.  Wir  hatten 
früher  die  Formal 

dx 

Aus  ihr  erkennt  man  die  Bedeutung  von  E.  Würde  nämlich  T  —  t  so  gross, 
dass  die  Verlängerung  ds —  dx  von  dx  gleich  2dx  würde,  so  erhielte  man 
E  =*  T  —  x.  Es  bedeutet  demnach  der  Elasticitätsmodulus  den  Zuwachs  der 
Spannung,  welcher  eine  Ausdehnung  der  Saitentheile  auf  die  doppelte  Länge  zu 
erzeugen  im  Stande  wäre.    Es  ist  daher  E  sehr  viel  grösser,  als  t. 

7.  Im  Vorstehenden  ist  nur  eine  specielle  Aufgabe  über  die  schwingenden 
Saiten  behandelt  worden,  nämlich  die  Schwingungen  der  Saite  mit  zwei  festen 
Endpunkten.  Andere  Probleme,  welche  hierher  gehören,  sind  die  Bewegung  eines 
Fadens,  welcher  nur  einen  festen  Punkt  oder  gar  keinen  festen  Punkt  hat,  aber 
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durch  Kräfte  ursprünglich  gespannt  ist.  Auch  haben  wir  mancherlei  Einzelheiten 
übergangen,  wie  die  Bildung  der  Wellen,  ihre  Reflexion  und  Superposition,  ihre 
Fortpflanzung  u.  8.  w.  Wir  werden  bei  anderen  Problemen,  bei  welchen  Aehnliches 
vorkommt,  derartige  Fragen  etwas  eingehender  behandeln. 

§.  2.  Bewegung  flüssiger  Systeme.  Die  Bedingungen,  welche  die 
Natur  eines  Systems  charakterisiren,  können  zweierlei  Art  sein,  geometrische  Be- 
dingungen zwischen  den  Abständen  der  SyBtempunkte  oder  mechanische  zwischen 
den  Kräften,  welche  den  Zusammenhang  der  Punkte  mit  dem  System  darstellen. 
Das  flüssige  System  wird  auf  die  letztere  Art  definirt.  Man  versteht  unter  einem 
flüssigen  System  eine  continuirliche  Vereinigung  von  Massenpunkten  der  Art,  dass, 
wenn  an  irgend  einer  Stelle  nach  irgend  einer  Richtung  hin  die  Verbindung  mit 
dem  System  aufgehoben  wird,  die  Kraft,  welche  den  Einfluss  des  Zusammenhanges 
darstellt  (der  Druck),  von  der  Richtung  unabhängig  ist  Denkt  man  sich  daher 
durch  einen  Punkt  des  Systems  ein  ebenes  Flächenelement  gelegt,  60  wird  hinter 
demselben  der  Einfluss  der  hinweggedachten  Masse  durch  dieselbe  Kraft  vertreten, 
nach  welcher  Richtung  man  auch  das  Element  hindrehen  mag. 

Wir  stellen  zunächst  die  Bewegungsgleichungen  einer  Flüssigkeit  auf,  indem 
wir  eine  kleine  Parthie,  z.  B.  ein  unendlichkleines  rechtwinkliges  Flüssigkeits- 
parallelepiped ,  abtrennen  und  das  Gleichgewicht  der  Reactionskraft  mit  den  ge- 
gebenen und  den  Druckkräften  analytisch  darstellen.  Man  kann  verlangen,  dass 
durch  diese  Gleichungen  die  Coordinaten  x,  y,  z  irgend  eines  Punktes,  die  Com- 
ponenten  seiner  Geschwindigkeit,  der  Druck,  der  auf  ihn  ringsherum  wirkt  und 
seine  Dichtigkeit  als  Functionen  der  Zeit  gefunden  werden,  wenn  die  Anfangslage 
und  der  anfängliche  GeschwindigkeitszuBtand  des  Systems  bekannt  sind.  Hier- 
durch würde  auch  die  Bahn  bekannt,  welche  jedes  Theilchen  beschreibt.  Man 
legt  der  Aufstellung  der  Bewegungsgleichungen  gewöhnlich  aber  eine  etwas 
andere  Auffassungsweise  zu  Grunde,  auf  welche  sich  übrigens  die  eben  angefahrte 
leicht  zurückführen  lässt.  Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  ein  Theilchen  zur 
Zeit  *  durch  den  Punkt  xyz  hindurchgeht  und  ihre  Componenten  können  als 
Functionen  von  t  und  x,  y,  z  angesehen  werden,  indem  sie  an  demselben  Orte 
zu  verschiedenen  Zeiten  und  zu  derselben  Zeit  an  verschiedenen  Orten  verschie- 
den sein  werden.  Dasselbe  findet  statt  bei  dem  Druck  und  der  Dichtigkeit.  Hier- 
nach hat  man  für  die  drei  Componenten  u,  v,  w  der  Geschwindigkeit,  die  Dichtig- 
keit q  und  den  Druck  p  fünf  Differentialgleichungen  aufzustellen  zwischen  den 
vier  Variabein  x,  y,  z,  t,  durch  deren  Integration  diese  fünf  Grössen  als  Func- 
tionen der  vier  Variabein  dargestellt  werden.  Von  diesen  Gleichungen  ist  eine 
gewöhnlich  eine  algebraische  Gleichung,  nämlich  die,  welche  einen  Zusammen- 
hang der  Dichtigkeit  und  des  Druckes  darstellt.  Diese  Gleichung  ist  durch  die 
Beschaffenheit  des  Systems  gegeben.  Man  unterscheidet  in  dieser  Hinsicht  zwei 
Arten  von  Flüssigkeiten:  incompressibele ,  für  welche  q  durchaus  constant  bleibt, 
und  elastische,  für  welche  q  eine  gegebene  Function  von  p  ist.  Die  vier  not- 
wendigen Differentialgleichungen  sind  partielle  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung  und  ihre  zweimalige  Integration  würde  die  Gleichungen  liefern,  aus 
denen  man  durch  Elimination  von  u,  »,  w9  p  und  q  die  Grössen  #,  y,  e  als  Func- 
tionen von  t  finden  würde,  wodurch  die  obige  Auffassungsweise  des  Problems  mit 
der  jetzigen  vermittelt  würde. 

Zu  den  Bedingungen,  welche  den  Anfangszustand  ausdrücken,  treten  noch 
andere  hinzu,  welche  die  Begrenzung  des  Systems  (Gefässwände ,  freie  Ober- 
fläche u.  s.  w.)  betreffen. 
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Den  Systempunkt  (xyz)  denken  wir  uns  als  ein  verschwindend  kleines  Pa- 
rallelepiped  von  den  Kanten  dx,  dy,  dz,  welches  während  des  Zeitelementes  dt 
sich  um  die  Strecken  dxy  dyt  dt  parallel  den  Azen  fortbewegt.  Um  die  Com- 
ponenten  der  an  demselben  angreifenden  Reactionskraft  zu  finden,  haben  wir  seine 

Beschleunigungscomponenten  -r-,   -r-,   -r-  darzustellen.    Da  uy  v%  w  Functionen 

von  x,  y,  z%  t  sind,  so  sind  diese  Grössen 

dudx.dudy.dudz.du      dv  dx   .   dv  dy  .   dv  dz    ,   dv 
dxdt'^dydi  +  dzdi^"dti    dxdt^dydt^dzdt^dt' 

dwdx.dtody.dwdz    .dw 

dxdi^dydt  +  dz  dt  ^  dt  % 

«.       j     dx  dy  dz  .   , 

oder   da   -rr  —  «,       -.  7  ««  v.        —  «—ig   sind, 
dt  dt  dt 

du         du   ,      du   ,       du   ,   du      dt?  dv    t      dv    .      dv    ,   #r 

dt  £#         dy  0*    l   et1    dt  dx         dy  dz    '   et' 

dto         dto   ,      dw   ,       #«>   .   3«? 
dt  dx   x      dy  dz       dt 

Sie  sind  mit  der  Masse  dm  =  q  dxdy  dz  des  Punktes  zu  multipliciren  und  stellen 

—  q  -rr  dxdy  dz,        —-  $  -^-  dxdy  dz,       —  q  j-  dxdydz 

die  Componenten  der  Reactionskraft  dar. 

Die  Resultante  der  gegebenen  am  Punkte  (xyz)  angreifenden  Kräfte  werde 
auf  die  Einheit  der  Masse  bezogen  und  sind  demnach  Xdm,  Ydm,  Zdm  oder 
Xq dxdy dz,  Ygdxdy  dz,  Zq  dxdy  dz  ihre  Componenten.  Beziehen  wir  den 
Druck  p  auf  die  Flächeneinheit,'  so  wirkt  auf  die  Seitenfläche  des  Parallelepipeds 
dydz,  welche  durch  den  Punkt  (xyz)  geht,  der  Druck  pdydz  in  der  Richtung 
der  2-Axe.  Der  Druck  auf  die  gegenüberliegende  Seitenfläche  dydz  geht  aus 
diesem  hervor,  indem  x  sich  um  dx  ändert,  welcher  Aenderung  eine  Aenderung 

von  p  um  J?-  dx  entspricht.    Er  ist,  da  er  mit  dem  vorigen  entgegengesetzten 
o  x 

dp 
Sinn  "hat:  —  (p  +  o^  &x)  dydz.    Beide  Pressungen,  welche  der  x- Aze  parallel 

ö  x 

sind,  haben  daher  die  Resultante  —  -~  dxdy  dz.    Analog  erhalten  wir  für  die 

o  x 

Pressungen    parallel   der    y-   und  *-Axe:   —  J*-  dxdy  dz  und  —  —  dxdy  dz. 

Daher  liefert  das  Gleichgewicht!  der  gegebenen,  der  Druck-  und  der  Reactions- 
kräfte,  die  Gleichungen  ' 

v      dp         du  -    Ä        _      dp         dv        _         -       dp         dw 

«x-^-<5T-0'  <r-a?-«di=-0*  »z-rf-«i«--°. 

oder  nach  Einsetzung  der  obigen  Werthe  für  -.— ,  -yj  ,    -rr : 

du   .      du   ,       du   t   du        v        1    dp 
dx   %      dy   l       dz    l   dt  q  dx1 

/<n  dv    .     dv    t       dv    ,  dv       v        1   dp 

(1)       «^ \-v  -x — \-w  ■= — h  vr  ■■  y ^ » 

da:         dy  dz    *   dt  ?   0y' 

^w   ,      2w   ,       dw   .   dw       „        1   dp 
0a:    '      tfy    '       #*    '   #t  ^   djer 
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Zu  diesen  Gleichungen  tritt  eine  weitere  hinzu,  welche  die  Aenderung  der 
Dichtigkeit  an  der  Stelle  (xyz)  während  des  Zeitelementes  entwickelt.  Man 
erhalt  dieselbe,  indem  man  die  Masse  bestimmt,  welche  in  das  Volumenelement 
dxdydz  an  der  fraglichen  Stelle  während  des  Zeitelementes  dt  eintritt  und  die- 
selbe durch  das  Volumenelement  selbst  dividirt.  Diese  Masse  setzt  sich  aus  drei 
Theilen  zusammen.  Durch  die  Seitenfläche  dy  de  tritt  parallel  der  x-Axe  mit 
der  Geschwindigkeit  u  die  Masse  qdydz*udt  ein,  indem  während  dt  zusammen- 
hängende Masse  um  die  Strecke  dx==*udt  fortrückt.  Gleichzeitig  aber  tritt 
durch  die  gegenüberliegende  Seitenfläche  Masse  aus.  Man  erhält  dieselbe  aus  der 
vorigen ,  indem  man  x  um  dx  zunehmen  lässt;  denn  diese  austretende  Masse  ist 
die,  welche  in  das   anstossende  Volumenelement  eintritt,    welches  der  Abscisse 

x  +  dx  entspricht.    Die   austretende   Masse   ist   daher    dydz  Iuq  -\ — 4 — j  dt. 

Die  Differenz  zwischen  beiden  gibt  die  in  dem  Zeitelemente  dt  erfolgte  Aenderung 

der  Masse  des  Volumenelementes  in  Folge  eines  Massenein-  und  Austritts  parallel 

d(uo)  N 

der  x-Axe  an,  nämlich ^-^  dxdydz  dt.   Aehnliche  Ausdrücke  erhält  man  für 

o  x 

die  MasBenänderungen  bezüglich  der  y-  und  *-Axe,  nämlich 4-^  dxdydz  dt  % 

ts-^  dxdydz  dt   und   die   Summe   aller   durch   dxdydz  dividirt    gibt   die 

oz 

'  do 

Aenderung  der  Dichtigkeit  an  der  Stelle  (xyz)  nach  t,  d.  h.  ^r  dt.    Nach  Divi- 

C  t 

Bion  mit  dt  hat  man  daher  die  Gleichung: 

(2)       dt  +  "83T  +  ~W  +  TT-0, 

Die  totale  Aenderung  der  Dichtigkeit,  welche  beim  Uebergang  des  Massen- 
elementes von  der  Stelle  (xyz)  zur  Stelle  (x  +  dx,  y  +  dy%  z  +  <?*)  im  Zeit- 
elemente erfolgt,  würde  sein 

x       \ox  dt    '   dy  dt    '   dz  dt    '   otl 
und  die  totale  Derivirte  von  q 

<**       2*     „tÖQ     mmimdQ     ,nxV* 
dt       dx  dy  dz  dt 

Für  die  incompressibeln  Flüssigkeiten  ist  q  -■  Const,  mithin 

&Q         •   &Q         i   dQ    .   dQ       n 

dx  dy  dz       dt 

und  wenn  man  mit  Hülfe  dieser  Relation  die  Gleichung  (2)  nach  Ausführung  der 
Differentiationen  reducirt,  so  wird  sie  ersetzbar  durch: 

dx^  dy~*~  dz  ~    ' 

Man  hat  daher  für  die  incompressibeln  Flüssigkeiten  als  Differentialgleichungen 
der  Bewegung  die  folgenden  fünf: 

du   ,      du  .       du   ,   du       v        1   dp 
dx         dy   '       dz    '   dt  ?   dx 

dv    .      dv    f       dv    .  dv       v        1   dp 
ö*  '      0y   '       dz    '  tf<  9  0y 
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dw   ,      dw  .       dw  ,   dw       _        1   dp 
dx  l      dy  de    x  dt  q  dz 

du         dv  dw 

dx+    dj+     dJ~°' 

ÖQ    i      dQ    .       dq    ,   do 

öä        #y         00    '  0* 

Die  Integration  derselben  gibt  u,  vt  wt  q,  p  als  Functionen  von  xy  y,  zy  t.    Eli- 

minirt  man  zwischen  den  Integralen  dieses  GleichungBsystems  0  undp,  so  erhält 

d  x 
man  noch   drei   Gleichungen  mit  w,  v,  w,  x,  y,  *r,  t%   welche   mit   -jj  =  u, 

-~r  =  v ,    -r-»tt   verbunden ,    nach   abermaliger  Integration    die    Coordinaten 

als  Functionen  der  Zeit  geben. 

Für  die  compressibelen  flüssigen  Systeme  muss  noch  eine  Definitionsgleichung 
gegeben  sein,  welche  einen  Zusammenhang  zwischen  dem  Druck  und  der  speci- 
fi sehen  Masse  herstellt,  z.  B.  p  =-  <p  (0).  Für  solche  Systeme  gelten  die  drei  ersten 
Bewegungsgleichungen  ebenfalls,  die  vierte  und  fünfte  dagegen  sind  zu  ersetzen 

durch : 

dg    ,  d(ug)       d(uQ)       djug) 

dt  +  IT  +  ~W  +  ~dz~  -  ° '      p  Ä  * (9) ' 

§.  3.  Oscillatorische  Bewegung  einer  elastischen  Flüssigkeit. 
Es  sei  0  ursprünglich  constant,  0  =  0,  die  äusseren  Kräfte  X,  Y,  Z  seien  Null, 
die  Flüssigkeit  in  Ruhe  und  es  werde  zur  Zeit  t  «=»  0  in  der  Flüssigkeit  eine 
kleine  Störung  vorgenommen.  Zu  irgend  einer  Zeit  t  wird  dann  0  von  c  um  eine 
kleine  veränderliche  Grösse  verschieden  sein,  nämlich  0  »  c  (1  +  s).  Der  Factor 
8  heisst,  je  nachdem  eV  positiv  oder  negativ  ist,  die  Condensation  oder  Dila- 
tation zur  Zeit  t.  Man  hat  dann  p  =  q>  (0)  =  <p  (c  +  C8)  und  erhält  für  die 
erste  Bewegungsgleichung,  da  u,  v,  w  wegen  der  Kleinheit  der  Störung  fort- 
während klein  sein  werden,  abgekürzt: 

du  ,        c         , ,     ,       x    ds 

ä?  +  c-+T8',(c+Ci)-äi-0 

oder,  wenn  man  tp  {c  -\-  es)  und  — p —  nach  Potenzen  von  8  entwickelt  und  die 

C  —j"*    Co 

Glieder  mit  8  tilgt: 

du         ,         ds 

Da  der  Druck  und  die  Dichtigkeit  gleichzeitig  wachsen  und  abnehmen,   so  ist 

-i-  =3  qp'  (0)  für  0  =  c  positiv  und  wenn  wir  diese  Constante  mit  a*  bezeichnen, 

die  Rechnung  für  alle  Coordinatenaxen  durchfahren  und  behufs  der  vierten  der 
Gleichungen  des  §.  2  berücksichtigen,  dass  uq  =»  uc  +  ucs  wegen  der  Kleinheit 

von  u  und  s  sich  auf  uc  reducirt,  also  -4 — -  =  c  ~—  ,  ...  ist,  so  erhalten  wir 

OX  O  X 

für  die  oscillatorische  Bewegung  der  elastischen  Flüssigkeit  unter  den  angegebeneu 
Bedingungen  die  Gleichungen: 

du  ,     %ds       n        dv    ,     tds        _         dw        2ds 
df    '       dx  dt  dy  et    l       de 

ds    ,   du  .   dv       dw  .  x  ,.    .     x 

St+gi  +  ^  +  Fi-0'     *-•<•>•      »-«(!  +  •)• 

Schill,  Mechanik.   IL  38 
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Die  Integration  dieses  Gleichungesystems  mit  Bücksicht  auf  den  Anfangszustand 
und  die  Bedingungen  an  den  Grenzen  des  Systems  wollen  wir  in  einigen  Fällen 
ausführen. 

§.  4.  Die  elastische  Flüssigkeit  erfülle  einen  nach  beiden  Sei- 
ten unendlich  langen  Oylinder  von  beliebiger  Form,  die  Störung  des 
Gleichgewichts  sei  so  beschaffen,  dass  alle  Punkte  eines  zur  Cylin- 
deraxe  senkrechten  Querschnittes  gleiche  Geschwindigkeiten  pa- 
rallel der  Axe  und  gleiche  Condensation  besitzen.  Welche  Bewegung 
erfolgt  in  dem  Systeme  und  wie  ist  die  Condensation  in  demselben 
beschaffen? 

Die  Axe  des  Cylinders  sei  die  x-Axe;  nur  in  ihrer  Richtung  erfolgt  Be- 
wegung.    Die  ganze  Bewegung  hängt  daher  blos  von  zwei  Variabein  x,  t  ab; 

dv  dto 

y  und  z  eines  Punktes  ändern  sich  nicht,  v  und  tr,  ^— -  und  =-r  sind  Null ;  s  hängt 

3  8  3  s 

nicht  von  y  und  z  ab.  es  ist  mithin  k-=»ö.    r=0  und  bleiben  uns  blos  die 
9  oy  cz 

Gleichungen : 

und  für  t  =  0, 

von  denen  die  letzteren  ausdrücken,  dass  die  Geschwindigkeit  und  die  Conden- 
sation f ür  t  «=-  0  sich  auf  gegebene  Functionen  f  (x)  und  F  (x)  reduoiren  sollen. 

1.  Um  u  und  8  als  Functionen  von  x  und  t  zu  bestimmen,  könnte  man  aus  den 
beiden  ersten  Gleichungen  je  eine  dieser  Grössen  eliminiren,  indem  man  beide 
Gleichungen  nach  einer  Variabein  x,  t  differentiirte  und  beide  dann  von  einander 
Bubtrahirte.  Indessen  gelangt  man  kürzer  durch  ParÜcnlarlösungen  der  Glei- 
chungen zum  Ziel.  Die  lineare  Beschaffenheit  und  die  constanten  Coefficienten 
deuten  hinreichend  an,  dass' ihnen  Exponentialgrössen  u«=- Je« '+<**,  saj»^+i** 
genügen.  Die  Einsetzung  dieser  Grössen  liefert  für  die  Constanten  et,  (3,  7,  m  die 
beiden  Bedingungen  la  +  mßa*  =  0,  ma  +  fß  — 0*  sodass  von  diesen  4  Grössen 
noch  zwei  willkürlich  bleiben.    Wählen  wir  hierzu  ß  und  J,  so  folgt  a  *=»  -£  ojj, 

m  «=  +  —  und  werden  also 


u  -  J«/*<x±a'>,         8  -  HF  —  ef>i*±ail. 


Indem  man  nun  eine  Reihe  von  Werthen  ß,,  (3„  .  .  .  annimmt  und  ihr  eine  Reihe 
von  Werthen  7lf  /g,  ...  zuordnet,- dass  jedem  ßi  ein  bestimmtes  h  zugehört,  er- 
hält man  eine  Menge  von  Partie alarlösungen,  aus  welchen  man  auch  die  voll- 
ständige Lösung  würde  zusammensetzen  können.  Indessen  bedarf  es  nur  einer 
kleinen  Ueberlegung,  um  diese  sofort  in  weit  bequemerer  Gestalt  aufzufinden. 
Das  Genügen  der  Exponentialfunction  beruht  nämlich  darauf,  dass  sie  in  ihren 
Differentialquotienten  sich  wiederholt  und  vermöge  der  linearen  Beschaffenheit 
der  Differentialgleichungen,  die  keine  Absolutglieder  besitzen,  herausfallt,  sodass 
blos  algebraische  Beziehungen  zwischen  den  Constanten  übrig  bleiben.  Dasselbe 
leistet  aber  auch,  da  blos  Differentialquotienten  gleich  hoher  Ordnung  vorkommen, 
jede  Function  von  x  -j^  at    Man  überzeugt  sich  sofort,  dass 
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u  =  ij>  (x  ±  ot),        *  -=>  +  —  ^  (rc  ±  at) 

genügen,  indem  man  T-»±aV(*±«0i  <$—  =  *«/>'  («±«0»  V:8™  —  ^'(#±«0i 

—  =  q:  —  y  (x  ±  at)  einsetzt.    Der  doppelten  Zeichen  wegen  erhält  man  zwei 

LOsnngen : 

u  —  y  (x  +  at),  u  —  %  (*  —  «*)> 

a  «  —  _-  ^  (*  +  qt) ;  «  =  --  z  (*  —  a*), 

indem  man  zugleich  eine  andere  Function  %  statt  y  wählt.  Aus  beiden  bildet 
man  nun  durch  Addition  die  allgemeine  Lösung  mit  2  willkürlichen  Functionen 
y  und  g,  nämlich  % 

«*  =»  V  (*  +  «0  +  X  fr  —  «*)» 

s  =-  —  —  V  (*  +  q*)  +  —  %  (x  —  aQ. 
q  a 

Man  kann  zu  dieser  Form  der  Lösung  auch  gelangen,  indem  man  x  +  at  =■  X, 
rc  —  at  =■  p  als  neue  Variabein  in  die  Differentialgleichungen  einführt.  Man  hat 
nämlich,  da  X  und  p  Functionen  von  x  und  t  sind: 

dt*   ^u  S£  ,  du  dp         du         du     du      du  ax  ,  du  djt      du   .  gu 

v —  »  a  « a  TT—  ,  t; —  =  7 l-  TT—  und   die  Einführung  dieser  Ausdrücke  in 

dt  dl  dp'  dx       dl^dp  * 

die  Differentialgleichungen  ertheilt  diesen  die  Form: 

d  (u  +  ofi)       8  (u  —  as)  __  a  (t*  +  ««)   ,   d  (u  —  q*) 

ax  a/*     ■~~ü'         ax     "*"     a»     *" 

Hieraus  folgt  weiter 

d(u  +  aa)  d  {u  —  as) 

Fi      ~ü'  d£      ™ü» 

sodass  also  u  -\-  as  Function  blos  von  p,    u  —  as  blos  von  X  ist    Setzt  man 

daher 

w  +  «*  —  X  Mi      «*  —  ««  —  V>  Wi 
so  ergibt  sich 

«  -  z  *  W  +  1*  «.     «-**(*)-  *Z  00, 

welches  nach   Restitution   von   X  =*  x  -\-  at}    *  ***  x  —  a*    in   die   obige   Form 

übergeht 

2.    Die  unbekannten  Functionen  ip  und  %  in  der  allgemeinen  LöBung 
u  —  i/»  (s  +  q«)  +  x  (a?  —  at),        8  —  —  --  xp  (x  +  q*)  +  --  x  (*  —  »0 

werden  durch  die  Bedingungen  des  Anfangszustandes  bestimmt.   Diesen  zufolge  ist 

y(x)  +  X  (x)  =■  /»,        -  *  (*)  +  ^  (x)  -  aF  (*), 
woraus 

folgt,  sodass  unare  Lösung  vollständig  bestimmt  ist,  nämlich 

«-  \f(.x+at)-\aF(x  +  at),      s £/•(*  +  ««)  +  ±F  {x  +  at) 

+  ±f(x-  at)  +  \aF {x  -  a«),  +  i-  /•(*  -  at)  +  ±F (x  —  at). 

«q 

88* 


596        08cillatori8che  Bewegung  der  elastischen  Flüssigkeit.    IV.  Th.,  Cap.  IX,  §.  4. 

Durch  diese  Formeln  werden  die  Geschwindigkeit  u  und  die  Condensation  s  als 
Functionen  von  x  und  t  bestimmt;  sie  hängen  von  der  Natur  zweier  Functionen 
f  (x)  und  F  (x)  ab ,  welche  den  anfänglichen  Geschwindigkeitszustand  und  die 
anfängliche  Condensation  darstellen.  Diese  Functionen  müssen  bei  dem  beider- 
seits unendlich  langen  Cylinder  für  alle  Werthe  von  x  gegeben  sein,  können  aber 
Discontinuitäten  besitzen.   Wir  wollen  hierüber  einige  specielle  Annahmen  machen. 

3.  Es  werde  der  ursprüngliche  Gleichgewichtszustand  nur  iunerhalb  des 
Raumes  von  #=  —  a  bis  #  =  +  a  gestört,  sodass  u  =  f  (x)  und  s  =»  F  (x)  für 
t  =»  0  an  allen  Stellen  x  >  a  und  -x  <  —  a  die  Werthe  Null  haben ,  während 
sie  zwischen  —  a  und  +  a  im  Allgemeinen  nicht  Null  sind. 

Für  einen  Punkt  x  >  a ,  der  ausserhalb  des  Erregungsraumes  liegt,  ist 
x  +  at  >  a,  mithin  werden  für  ihn  f  (x  +  aQ  und  .F  (jc  +  aQ  Null  und  bleiben 
in  u  und  8  blos  zwei  Glieder,  nämlich: 

u  =  i/(«-  af)  +  faF  (s  —  at)t        8  =  ~  f{x  —  at)  +  \F  (x  —  at). 

Der  Punkt  x  ist  anfangs  in  Buhe,  da  für  ihn  für  *  =»  0,  f  (x)  =»  F  (x)  =  0 ;  mit 
wachsendem  £  nimmt  aber  x  —  at  ab  und  sobald  es  gleich  a  wird,  hören  die 
Functionen  /*,  JF  auf  Null  zu  sein  und  erlangen  u  und  8  Werthe,  welche  von  Null 
verschieden  sind.  Die  Zeit  tlt  für  welche  der  Punkt  seine  Bewegung  beginnt, 
folgt  auB  der  Gleichung  x  —  atx  «■  a,  nämlich  *x  «=»  (rc  —  a)  :  a.  Im  weiteren 
Verlauf  von  *  nimmt  aber  x  —  at  bis  —  a  ab,  dann  verschwinden  wieder  f  und 
F  und  folglich  auch  u  und  8.  Für  die  Zeit  t% ,  welche  aus  x  —  at^  «-c  folgt, 
nämlich  tt  =■  (a;  +  a)  :  a,  kommt  der  Punkt  x  wieder  zur  Ruhe.  Die  Dauer 
seiner  Bewegung  ist  daher  t,  —  tx  =  2  a  :  a.  Sie  ist  proportional  der  Länge  des 
Erechütterungsraumes. 

Für  zwei  Punkte  xy  x  ausserhalb  des  Erschütterungsraumes  auf  der  Seite 
der  positiven  x-Axe  Bind  die  Zeiten  t,  t',  zu  welchen  sie  die  Bewegung  beginnen: 
V  «=  {x  +  a)  :  a,  t  =  (#  +  a)  :  a  und  stellt  die  Differenz  t'  —  t  ■=»  {x  —  x)  :  a 
die  Zeit  dar,  während  welcher  sich  das  Phänomen  von  dem,  dem  Erschütterungs- 
raume  näher  liegenden  Punkte  x  bis  zu  dem  entfernteren  x  fortgepflanzt  hat. 
Dieser  Zeitunterschied  ist  proportional  dem  Abstände  x  —  x  beider  Punkte.  Für 
t'  —  t  gleich  der  Zeiteinheit  wird  x  —  x  =  a.  Die  Oonstante  a  stellt  also  die 
Strecke  dar,  um  welche  das  Phänomen  in  der  Zeiteinheit  fortschreitet.  Sie  heisst 
die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit. 

Es  sei  x  ein  Punkt,  in  welchem  das  Phänomen  zur  Zeit  t  beginnt,  x  ein 
solcher,  in  welchem  es  zu  derselben  Zeit  aufhört.  Für  beide  bestehen  zur  selben 
Zeit  die  Gleichungen  x  —  af  =  a,  x  —  at  =  —  a.  Hieraus  folgt  x  —  x'  =  2a 
für  die  Länge  des  Raumes,  welcher  zur  Zeit  t  sich  in  Erschütterung  befindet. 
Er  ist  ebenso-  lang,  wie  der  anfängliche  Erschütterungsraum.  Er  rückt  scheinbar 
fort  mit  der  Geschwindigkeit  a  und  wird  die  Welle  genannt. 

Aus  den  Formeln  für  u  und  s  ergibt  sich  noch  u  =»  a«,  d.  h.  die  Geschwindig- 
keit ist  der  Condensation  proportional.  Da  a  positiv  ist,  so  ist  u  positiv,  wenn 
8  positiv  ist,  d.  h.  wenn  Condensation  stattfindet,  dagegen  ist  u  negativ,  wenn 
Dilatation  eintritt.  Der  Systempunkt  oscillirt  also  immer  nach  der  Seite  hin,  nach 
welcher  Verdichtung  des  Systems  stattfindet. 

Nehmen  wir  den  Punkt  x  jetzt  ausserhalb  des  Erschütterungsraumes  auf  der 
negativen  Seite  des  x  an,  sodass  x  <  —  a.  Hierfür  ist  x  —  at  stets  kleiner 
als  a,  daher  fallen  in  den  Ausdrücken  für  u  und  s  jetzt  die  Glieder  aus,  welche 
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f  (#  —  at)  und  F  (x  —  at)  enthalten,  da  die  Functionen  f  und  F  für  alle  Argu- 
mente kleiner  als  —  a  Null  Bind.    Demnach  wird 

u  »  \f(x  +  at)  -  \aF  (x  +  at),        s ~  fix  +  at)  +  ±  F  {x  +  a*). 

Es  ist  hier  t*  =  —  a«,  sodass  die  negative  Geschwindigkeit  dieselbe  Bolle  spielt, 
wie  oben  die  positive. 

Für  ai  +  a^a-a  und  x  +  a*2  =  a  ergeben  sich  die  Anfangs-  und  Endzeit 
für  die  Bewegung  des  Punktes  xr  nämlich  tx  =  —  (x  +  <*) :  a»  *a  =-  —  (#-—  a) :  a, 
sowie  die  Dauer  der  Bewegung  t%  —  tx  =»  2a  :  a,  wie  oben. 

Ebenso  erhält  man  für  zwei  Punkte  x',  x>  in  denen  das  Phänomen  eben  an- 
fängt und  aufhört  x  +  at  =  —  a,  #'  —  {**=■  a.  Die  Gleichung  rc'  —  #  =  2  a 
zeigt,  dasB  auch  nach  der  negativen  Seite  des  x  eine  Welle  von  der  Länge  2  a 
fortschreitet. 

Für  einen  Punkt  x  innerhalb  des  Erschütterungsraumes ,  d.  h.  für  —  u<x<a 
ist  das  Phänomen  complicirter,  indem  dort  jene  beiden  Glieder  in  u  und  8  nicht 
ausfallen.  Um  zu  bestimmen,  wann  dort  die  Geschwindigkeit  und  die  Conden- 
sation  Null  werden,  muss  man  für  die  einzelnen  Glieder  die  Zeit  deB  Verschwin- 
dens  untersuchen.  Für  zwei  Glieder  tritt  dies  ein,  sobald  x  -\-  at  =*  u,  alBO 
t  =»  (a  —  x) :  a,  für  die  beiden  andern,  sobald  x  —  at  =  —  a,  d.  h.  t  =  {x  +  a) :  a 
wird.  Für  die  grösste  von  beiden  Zeiten  verschwinden  alle  vier  Glieder,  also 
auch  u  und  s.  Diese  Zeit  hängt  von  der  Grösse  a  und  der  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit a  ab. 

Euler  warf  die  Frage  auf,  wie  es  komme,  dass  aus  dem  Anfangszustande 
zwei  Wellen  hervorgehen,  von  denen  die  eine  nach  der  positiven,  die  andere  nach 
der  negativen  Seite  der  x  fortschreitet,  dass  aber  nicht  zu  jeder  Zeit  aus  dem  zu 
dieser  stattfindenden  Zustande  zwei  solche  Wellen  hervorgehen.  An  sich  hat  der 
Anfangsafustand  nkhtß  voraus  vor  dem  Zustande,  welcher  zu  irgend  einer  Zeit  t 
stattfindet.  Er  erklärt  diesen  Umstand  so,  dass  ausserhalb  des  Erregungsraumes 
u  und  s  eine  solche  Beziehung  haben,  dass  eine  Welle  ausfällt;  diese  Beziehung 
ist  u  =  as  und  u  =>  —  as.  Uebrigens  kann  man  den  Anfangszustand  so  in  zwei 
Anfaogszustände  spalten,  dass  der  eine  von  ihnen  nur  die  eine,  der  andere  nur 
die  andere  Welle  zur  Folge  hat.  Der  Satz,  mit  Hülfe  dessen  dies  möglich  ist, 
heisst  der  Satz  von  der  Superposition  oder  Coexistenz  der  Bewegungen. 
Er  lautet  folgendermassen. 

Wenn  aus  einem  Anfangszustande  u  =  /'1  (#),  8'=*Fl(x)  für  die  Ge- 
schwindigkeit und  die  Condensation  zur  Zeit  t  die  Functionen  ux  und 
st  folgen;  wenn  ferner  ein  zweiter  AnfangBzustand  u  =»/!,(#),  8*=*F7(x) 
für  die  Geschwindigkeit  und  Condensation  zur  Zeit  t  die  Functionen 
u%  und  8%  ergibt  und  man  führt  nun  einenAnfangszuatand  M=/'1(x):h/*2(a:), 
sr=xz  Fl  (x)  ±  Fs  (x)  ein,  dessen  Geschwindigkeit  und  Condensation  durch 
die  algebraischen  Summen  der  Geschwindigkeiten  und  Condensa- 
tionen  jener  beiden  Anfangszustände  gebildet  werden,  so  folgen  aus 
diesem  dritten  Anfangszustande  zur  Zeit  t  für  die  Geschwindigkeit 
i*3  und  die  Condensation  %  die  Functionen  u,  =  ux  +  m2,  $8  ■=  sx  ±  s2, 
d.  h.  die  algebraischen  Summen  aus  den  Functionen,  welche  diese 
Grössen  für  die  einzelnen  Bewegungen  darstellen. 

Denn  w8  und  «,  gehen  aus  fx  (x)  ±  f%  (x)  und  Fx  (x)  ±  F%  (x)  hervor,  indem 
man  in  den  Formeln  Nr.  2  diese  Summen  an  die  Stelle  von  f(x)  und  F(x)  treten 
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läast.  Dadurch  erhalt  man  aber  je  8  Glieder,  von  welchen  nach  denselben  For- 
meln die  4  einen  die  Grössen  u  und  8  bilden,  welche  man  durch  Einführung  von 
/i  (x)  und  Fl  (x)  an  die  Stelle  von  f(x)  und  F  (x)  erhält,  während  die  4  andern 
dem  Einsetzen  von  /j  (x)  und  Fa  (x)  entsprechen. 

Man  kann  nun  den  oben  zu  Grunde  gelegten  Anfangszustand  u  =-  /"(«)» 
8  =  F(x)  auf  mannigfache  Weise  in  zwei  Anfangszustände  fx  (x),  Fl  {x)  und  ft  (x)> 
F9  (x)  zerlegen,  sodass  für  t  =  0  u^f{x)=^fx (x)+ft (x)  und  8^F(x)^F1(x)+Fi(x) 
wird;  insbesondere  so,  dass  für  t  ■—  0  auch  die  Relationen  u>=*aß  und  u  »  —  as, 
d.  h.  fx  (x)  —  aFx  (x)  und  f%  (x)  —  —  aJP8  (x)  bestehen.  Sobald  dies  der  Fall  ist, 
so  fallen  in  dem  Bewegungszustande  /i,  JF,  zu  allen  Zeiten  und  an  allen  Orten 
in  den  Ausdrucken  für  u  und  s  zwei  Glieder  aus  und  schreitet  nur  eine  Welle 
im  positiven  Sinne  der  x-Axe  fort.  Ebendasselbe  gilt  für  den  Bewegungszustand 
/*,,  F2  und  liefert  derselbe  nur  eine  im  negativen  Sinne  fortschreitende  Welle. 
Im  Erschütterungsraume  lagern  sich  beide  Wellen  übereinander.  Die  fragliche 
Zerlegung  des  AnfangBzustandes  ist: 

ft  (*)  -  \fto  +  ~  F(pe),     F,  (*)  -  ±af(x)  +  **», 

U  («)  =  *  fto  +  fa  F  (*).     Ft  (*)--*  «/"(*)  +  i  F(x). 

4.  Nimmt  man  an  zwei  Stellen  im  Cylinder  Störungen  deB  ursprünglichen 
Gleichgewichtes  zugleich  zur  Zeit  t  a  0  vor,  so  kann  man  den  Anfangszustand 
in  zwei  andere  zerlegen,  in  einen,  für  welchen  an  der  ersten  Stelle  Erschütterung 
stattfindet,  während  an  der  zweiten  Stelle  u  und  8  Null  sind  und  einen  zweiten, 
für  welchen  dasselbe  bezüglich  der  andern  Stelle  eintritt.  Jeder  der  beiden  An- 
fangszuBtände  veranlasst  zwei  in  entgegengesetztem  Sinne  fortschreitende  Wellen. 
Diese  Wellen  kreuzen  sich,  gehen  aber  ungehindert  fort,  ohne  sich  zu  stören. 
Nur  an  der  Ereuzungss teile  complicirt  sich  das  Phänomen. 

§.  5.  Der  Cylinder,  in  welchem  die  elastische  Flüssigkeit  einge- 
schlossen ist,  erstrecke  sich  nur  nach  einer  Seite  ins  Unendliche 
und  sei  nach  der  anderen  Seite  durch  eine  zu  den  Erzeugungslinien 
senkrechte  Ebene  geschlossen.  Welche  oscillatorische  Bewegung 
folgt  aus  einem  gegebenen  Anfangszustande? 

Zu  den  Bedingungen  des  Problems  in  §.  4  tritt  hier  noch  die  hinzu,  dass 
an  der  Grenzwand  die  Geschwindigkeit  fortwährend  Null  ist.  Nehmen  wir  diese 
Ebene  zur  yz- Ebene,  so  sind  die  Bowegungsgleichungen : 

»•  +  ..}i-o,     u-A*)  —  o. 

fÖrt  —  O,        u  —  Offlr 

if+    &-•    -*«    • 

Die  Functionen  y  und  %  der  allgemeinen  Lösung 

u  —  ^  {x  -4-  at)  +  %  (x  -  at),        8  =  —  —  ^  (x  +  at)  +  —  %  (x  -  at) 
bestimmen  sich  durch  die  Bedingungen 

♦  (*)  +  /(*)  «  /■(*)>        -*(*)  +  Z  (*)  —  «*»» 
nämlich 
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Es  sind  aber  f(x)  und  F(x)  nur  für  positive  Argumente  gegeben,  da  die  negative 
x-Axe  nicht  dem  System  angehört;  es  sind  also  auch  y  und  %  blos  für  positive 
Argumente  bis  jetzt  bestimmt.  Die  Function  ip  wird  auch  nur  für  positive 
Werthe  x  -\-  at  in  u  und  *  in  Anspruch  genommen,  das  Argument  x  —  at  in  % 
aber  kann  negativ  werden  und  müssen  wir  also  diese  Function  auch  für  negative 
Argumente  kennen.    Hierzu  dient  die  letzte  Bedingung.    Vermöge  derselben  ist 

^  (<**)  +  Z  (—  «*)  —  0  oa<er  X  (—  ?)  —  ""  ^  (?)>  wenn  man  at  »  e  setzt.  Für 
.negative  x  —  at  ist  mithin  %(x  —  at)  durch  — -^(a*  —  x)  zu  ersetzen.  Unsere 
Formeln  spalten  sich  folgendermassen : 

für  x  —  at  >  0:  für  a  —  a*  <  0: 

u*=±f(x  +  at)  —  ±aF(x  +  at)         u  —  4/*(«  +  aQ  —  *aJF(a+*aO 
+  K(*  — «O  +  i«*^*  —  «0  —  i/X«*  -  *)  +\aF(at-  x)    ~ 

8 ±f(x  +  at)  +  ±F(x  +  at)        g--±f(x  +  at)  +  ±F(x  +  at) 

• 

Wir  wollen  annehmen ,  es  finde  die  Erschütterung  zur  Zeit  t  =»  0  nur  inner- 
halb eines  bestimmten  Raumes  statt,  sodass  innerhalb  desselben  f  und  F  ge- 
gebene Werthe  besitzen,  ausserhalb  desselben  Null  sind.  Da  für  negative  x  diese 
Functionen  nicht  gegeben  sind,  so  kann  man  sie  hierfür  beliebig  definiren.  Die 
Vergleichung  der  vorstehenden  Ausdrücke  zeigt  nun,  dass  sowohl  die  beiden 
Werthe  für  u,  als  auch  die  für  8  sich  in  einen  zusammenfassen  lassen,  wenn  man 
f(x)  und  F(x)  so  definirt,  dass  f{—x)  =  —  f(x)  und  F (—«)=»  F (x)  wird. 
Die  Bedeutung  dieser  Definitionserweiterung  ist  folgende.  Wir  wollen  uns  einen 
nach  beiden  Seiten  unendlich  langen  Cylinder  denken  und  in  dem  elastisch  flüssigen 
Medium,  welches  ihn  erfüllt,  eine  Störung  des  Gleichgewichts  vornehmen,  sodass 
auf  der  Seite  des  positiven  x  die  anfängliche  Geschwindigkeit  und  Condensation 
durch  die  Functionen  /*(#)>  F{x)  angegeben  werden,  welche  aber  nur  innerhalb 
eines  gewissen  Bereiches  von  Null  verschiedene  Werthe  haben  mögen.  Auf  der 
Seite  des  negativen  x  wollen  wir  in  dem  zu  diesem  Bereiche  symmetrisch  liegen- 
den Räume  zugleich  derart  das  Gleichgewicht  stören,  dass  die  Geschwindigkeit 
und  die  Condensation  durch  — f(x)  und  F{x)  angegeben  werden,  d.  h.  dass  die 
Geschwindigkeit  entgegengesetzt,  die  Condensation  aber  dieselbe  ist,  wie  auf  der 
positiven  Seite.  Dieser  Anfangszustand  wird  zur  Zeit  t  einen  Bewegungszustand 
zur  Folge  haben,  welcher  auf  der  Seite  der  positiven  x  derselbe  sein  wird,  wie 
in  dem  an  der  Stelle  x  =  0  durch  eine  Ebene  begrenzten  Cylinder  unseres  Pro- 
blems, sodass  man  behaupten  kann,  dass  das  Phänomen  in  dem  begrenzten  Cy- 
linder unter  EinfluBS  der  Bedingungen  u  =»  f(x)  und  s  =•  F  (x)  für  t  =  0  und 
u  *-  0,  für  x  =*  0  ebenso  erfolge,  als  ob  an  Stelle  dieser  Bedingungen  der  Cylinder 
beiderseits  unendlich  lang  wäre  und  in  der  Verlängerung  die  genannte  symme- 
trische Störung  eintrete.  Den  angenommenen  Anfangszustand  in  dem  beiderseits 
unendlichen  Cylinder  kann  man  nun  zerlegen  in  zwei  andere,  einen,  für  welchen 
blos  auf  der  positiven  Seite,  nicht  aber  zugleich  auf  der  negativen  Seite  eine  Er- 
schütterung eintritt,  und  einen  andern,  bei  welchem  umgekehrt  blos  auf  der  nega- 
tiven Seite  dies  der  Fall  ist.  Aus  beiden  ergeben  sich  vier  Wellen,  von  denen 
aber  die  beiden,  die  auf  der  negativen  Seite  fortschreiten,  für  das  wirkliche  Be- 
wegungsphänomen nicht  in  Betracht  kommen,  weil  der  Cylinder  in  Wirklichkeit 
abgeschnitten  ist.    Die  von  dem  Anfang&zustande   auf  der  negativen  Seite  her- 
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rührende  und  sich  nach  der  positiven  Seite  fortpflanzende  Welle  liefert  das  Phä- 
nomen der  Znrückwerfung  der,  von  der  positive»  Seite  ausgehenden  Welle  an  der 
festen  Wand.  An  der  Stelle  x  =  0  ist  die  Geschwindigkeit  von  selbst  zu  allen 
Zeiten  Null. 

§.  6.  Der  Cylinder  sei  durch  zwei  zu  den  Erzeugungslinien  senk- 
rechte Ebenen  begrenzt.  Nehmen  wir  die  eine  Ebene  zur  t/s- Ebene  und 
nennen  c  den  Abstand  beider  Ebenen  von  einander,  so  sind  jetzt  die  Bedingungen 
des  Problems: 

?rr  +  a t*  jr-  =  0  u«  f(x) 

ds  du  {°<*<C}' 

dW{+      ^»0  9~F<*)      K0<x<c 

•-°-  {"in.   —  •.  Hz;}- 

Die  Functionen  ip>  z,  welche  die  allgemeine  Lösung  • 

u  —  ip  {x  +  at)  +  %  (x  —  at),        8  mm  —  —  ip  (x  +  at)  -f  —  %  (x  -  at) 

enthält,  müssen  zunächst  den  Bedingungen: 

np  (x)  +  X  (*)  —  /*(*),        —*(*)  +  Z  (*)  —  aF(x) 
genögen,  woraus  folgt: 

*(*)-!/(*) -*«*•(*).        ztö-1/M  +  i«*». 

Da  x  blos  positive  Werthe  haben  kann  (von  0  bis  c),  so  erhält  x  +  at  alle  posi- 
tiven Werthe  von  0  bis  oo  und  x  —  at  alle  Werthe  von  c  bis  — od.  Innerhalb 
der  Grenzen  von  0  bis  oo  wird  in  den  obigen  Ausdrücken  für  u  und  8  die  Func- 
tion tp  in  Anspruch  genommen,  von  c  bis  — od  die  Function  %.  Beide  sind  bis 
jetzt  aber  nur  für  Argumente  zwischen  0  und  c  bekannt  Allein  die  weiteren 
Bedingungen  des  Problems  liefern,  wenn,  man  at  =»  q  setzt: 

Da  ip  von  0  bis  c  bekannt  ist,  so  liefert  die  erste  dieser  Gleichungen  %  von  0 
bis  — c  und  da  man  %  bereits  von  0  bis  c  kennt,  so  kennt  man  %  jetzt  von  c 
bis  —  c.  Setzt  man  in  der  zweiten  Gleichung  für  q  alle  Werthe  von  0  bis  c, 
so  ergibt  sich  tp  von  0  bis  2  c.  Hiermit  findet  man  dann  aus  der  ersten  Glei- 
chung weiter  %  von  —  c  bis  —  2  c  u.  s.  w.  Eine  abwechselnde  Benutzung  beider 
Gleichungen  führt  auf  diese  Weise  zur  Eenntniss  der  Functionen  ip  und  %  für 
alle  Argumente,  für  welche  sie  zur  Bildung  von  u  und  8  in  Anspruch  genommen 
werden.  Setzt  man  c  -f-  q  =  a ,  so  gibt  die  zweite  Gleichung  %  (—  a  -f-  2c)  ■=*  —  ^  (*) 
oder  vermöge  der  ersten  Gleichung  %  (—  <r  +  2  c)  =  %  ( —  <r),  woraus  die  Periodicität 
von  ^  erhellt.    Ebenso  für  tp. 

Man  kann  leicht  zeigen,  dass  das  Phänomen  in  dem  begrenzten  Cylinder 
ebenso  vor  sich  geht,  wie  in  einem  beiderseits  unendlichen  Cylinder,  wenn  über 
f(x)  und  F(x)  die  Voraussetzungen  f(—x)  =- —  f(x),  F(—x)  =F(4  zugleich 
aber  noch  die  weiteren  f{x  +  2  c)  =-  f(x),  F(x  -f  2  c)  =  F(x)  gemacht  werden. 

§.  7.  Es  soll  die  oscillatorische  Bewegung  im  unendlichen  ela- 
stisch-flüssigen Medium  untersucht  werden,  welche  eine  Folge  eines 
gegebenen  Anfaugszustandes  ist. 
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1.    Die   Bedingungen  des   Problems   sind   in   dem  Gleichungssystem   ausge- 
sprochen : 

#$    '       dx        '     dt  dy  dt  dt 

dt~T'dx'T"dy'i~d8ssa' 

ans  welchen  tt,  t\  w,  6,  nämlich  die  drei  Componenten  der  Geschwindigkeit  und 
die  Condensation  als  Functionen  von  x,  y,  z>  t  hervorgehen.  Für  t  =  0  müssen 
sich  dieselben  auf  4  gegebene  Functionen  reduciren,  sodass 

u  ==»  u0 ,        v  =»  t>0 ,        w  =  «?0,        6  —  s0  für  t  =»  0 . 

Weitere  Bedingungen  der  Bewegung  des  Systems  sollen  nicht  gegeben  sein,  viel- 
mehr nehmen  wir  an,  dass  das  elastische  Medium  den  unendlichen  Raum  erfüllt. 
Wir  suchen  zunächst  8  und  eliminiren  hierzu  w,  t>,  w,  indem  wir  die  drei  ersten 
Bewegungsgleichungen  der  Reihe  nach  in  Bezug  auf  x,  y,  2,  die  vierte  nach  t 
differentiiren  und  dann  die  8umme  der  drei  ersten  von  der  letzten  subtrahiren. 
Dies  liefert  die  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 

d 


dt*    a  \dx>^ dv'^ dz*)' 


aus  welcher  8  vollständig  bestimmt  hervorgeht,  sobald  sein  Werth  *0  und  sein 

d8 
Differentialquotient  ■=-  für  t  =»  0  bekannt  ist.   Den  letzteren  erhält  man,  vermöge ' 

o  % 

der  obigen  weiteren  Gleichung,  nämlich 

g_«) — (|ä+!*+««.). 

XotJ  \dx        dy        de/ 

Sobald  8  vollständig  bekannt  ist,  hat  man  mit  Hülfe  der  drei  ersten  Gleichungen 
auch  u,  t>,  to,   nämlich 

0  0  0 

Der  Differentialgleichung  für  8  genügt  nun  die  Particularlösung  8  =  €**+*«*+>"+«', 
sobald  zwischen  X,  p,  v,  0  die  Relation  ö*  =»  a8  (Z8  +  p8  -f"  v*)  besteht.  Wegen 
der  voraussichtlich  periodischen  Beschaffenheit  der  Bewegung  wählen  wir  A,  ft,  v 
imaginär  und  nehmen  die  Particularlösung  unter  der  Form  an 

Wir  zerlegen  dieselbe,  indem  wir  setzen: 

s=*4Xx+w+VI±a<lt)i  =  coB(Xx  +  tJLy  +  vz±aQf)  +  i  sin  (Xx  + py  +  ve±aQt) 

und  bemerken,  dass  die  Glieder  cos(Z#-f  fty-f^i^)  und  sin(ke+py-|-ftf+aeO 
einzeln,  so  wie  die  Summe  cos  (Xx  -f-  py  -f-  **  —  a^O  +  sin  (ix  +  py  -}- **  +  a?*)* 
so  wie  auch  die  Bestand  theile  cos  (Xoc-\-py-\-vz)  cos  aqt  und  cos  {Xx + py -f" »*)  sin  a  $  $ 
genügen.  Von  diesen  letzteren  Particularlösungsformen  gehen  wir  aus.  Sie  sind  beson- 
ders geeignet,  wenn  wir  den  Anfangszustand  so  in  zwei  andere  zerlegen  wollen,  dass 
8  sä  8  +  8*  wird   und    zwar  s    sich   für   t  ■-  0   auf  s0   reducirt,    während   sein 

Differentialquotient  fp-)  verschwindet,  dagegen  s"  für  t  —  0  verschwindet,  wäh- 
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-^—)  =  t  — -J  wird.   Dabei  wollen  wir  der  Ueber- 

o  o 

eichtiichkeit  wegen  s0  =  f(x,  y,  z)  und  (5-)  «=  F(x%  y,z)  setzen.    Von  den  beiden 

\dt/Q 

zuletzt  aufgestellten  Particularlösungen  hat  nämlich  die  erste  die  Eigenschaft,  für 
t  =  0  nicht  zu  verschwinden,  während  ihre  Perivirte  nach  t  verschwindet;  bei 
der  andern  ist  es  umgekehrt  und  verschwindet  sie  selbst  für  t  =»  0,  nicht  aber 
ihre  Derivirte.  Zunächst  verallgemeinem  wir  die  Particularlösungen,  indem  wir 
x  —  er,  y  —  ß,  z  —  y  an  Stelle  von  xy  y,  z  schreiben,  wodurch  sie  nicht  auf- 
hören der  Gleichung  zu  genügen.  Sodann  multiplicirena  wir  sie  mit  einer  will- 
kürlichen Function  $  («,  ß,  y)  von  a,  ß,  y  und  nehmen  das  sechsfache  Integral 
zwischen  -—od  und  -\-<x>  in  Bezug  auf  X,  p,  1/,  er,  ß,  y.  Da  die  Differentiationen 
nach  #,  y,  2,  £  sämmtlich  unter  dem  Integralzeichen  ausgeführt  werden  dürfen, 
so  sieht  man  leicht  ein,  dass  der  so  gewonnene  verallgemeinte  Ausdruck  immer 
noch  eine  Particularlösung  ist.    Demnach  haben  wir,  indem  wir  ihn  zu  8  wählen 

OD 

8  =       I  cos  { X  (x  —  «)  +  p  {y  —  ß)  +?  (z  —  y) }  cos  aqt  tp  (er,  ßt  y)  da  dß  dy  dl  dp  dv. 

OD 

Er  besitzt  die  Eigenschaft,  dass  sein  Differerentialquotient  für  t  =»  0  verschwindet 
und  wenn  wir  im  Stande  sind,  q>  so  zu  bestimmen,  dass  s  =  f(x,ytz)  für  t  =  Q 
nämlich 


00 


cos  { X  (x  —  a)  -f  p  (y  —  ß)  +  v  (z  —  y) }  9  («,  (3,  y)  du  dß  dy  dl  dp,  dv  —  f(xty,z) 


—  00 


wird,  so  genügt  8  den  Bedingungen  des  ersten  der  beiden  Zustände,  in  welche 
wir  den  Anfangszustand  des  Systems  zerlegt  haben.  Die  ganz  analoge  Behand- 
lung der  andern  Particularlösung  liefert  uns  in 

(6) 


8 


0   /• 
I  cos  { l  (x  —  a)  +  p  (y  —  ß)  +  *  (*  —  y) }  «n  ae*  ^  ("1  ßi  y)  <*«  dß  <ty  dl  dp  dv 


00 


einen  Ausdruck,  welcher  genau  den  Bedingungen  des  zweiten  Best  and  theiles  vom 
Anfangszustande  entspricht,  sobald  ty  der  Bedingung  genügt 

00 

(6)  /cos  { l  (x  -  «)  +  p  (y-  ß)  +  v  (z  -  y) }  ^?iÄ2!>  rf«  Jj3  dy  dl  dp  dv  =  F (ar, y,*). 


00 


«0 


Sobald  qp  und  ^  gefunden  sind,  stellt  s  «■  *  -f-  *"  die  vollständige  Lösung  des 
Problems  dur.  Auch  sieht  man  leicht,  dass  nur  eine  einzige  Lösung  möglich  ist, 
indem  5  durch  die  partielle  Differentialgleichung  vollständig  bestimmt  ist,  sobald 

und   l~)  gegeben  sind. 
0 

Zur  Bestimmung  der  Functionen  tp  und  *p  dient  der  Foqrier'sche  Satz  über 
die  Darstellung  willkürlicher  Functionen  durch  doppelte  und  mehrfache  Integrale. 
Derselbe  lautet  in  einer  sehr  gangbaren  Form 

OD 

(«)  r 

I  cosX(a— x)coBp(ß— y)cosv(y  —  z)  -  x(a,ß,y)da  dß  dy  dXdpdv =(111)*  -  %{x,yyz)y 

—  OD 
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muss  aber  für  unsern  Zweck  ein  wenig  umgestellt  werden,  damit  an  die  Stelle 
des  Cosinusproduktes  der  Cosinus  eines  Aggregates  tritt.  Eine  zweimalige  An- 
wendung der  Gleichung  cos  a'cos  b  »  ^  cos  (a  +  b)  +  £  cos  (a- —  b)  gibt  nun 

cos  a  cos  b  cos  c  =  J  cos  (a  +  b  +  c)  -}-  i  cos  ( —  a  +  b  -f-  c) 

-f  J-  cos  (a  —  6  +  c)  +  £  cos  (a  -f  6  —  c). 

Mit  Hülfe  derselben  spaltet  sich  die  linke  Seite  der  Fourier1  sehen  Gleichung 
in  vier  Integrale ,  welche  alle  vier  einander  gleich  sind.  Sie  unterscheiden 
ßich  nämlich  nur  durch  die  Vorzeichen  im£Innern  der  Klammer  in  der  Function 
cos {X  (x  —  a)  +  f*  (y  —  ß)  +  v  (z  —  y) } .  Indem  man  für  X,  p,  v  in  ihnen 
—  Z,  —  p,  —  v  als  neue  Variabein  einführt,  je  nachdem  die  eine  oder  die  an- 
dere dieser  Grössen  in  der  Klammer  das  negative  Zeichen  hat,  überzeugt  man  sich 
sofort*  von  der  Richtigkeit  dieser  Behauptung.  Es  nimmt  daher  unser  Satz  die 
Form  an: 

jcoB{X(a-x)  +  ^{ß^y)^v(y^z)}X(€Ctpiy)dadpdydXd^dv^{2n)iX(x1yiz^ 

— » 
in  welcher  er  sich  unserm  Bedürfniss  genau  anschliesst.  Die  beiden  obigen  Glei- 
chungen für  <p  und  ip  ergeben  hiernach  augenblicklich:  (2n)8  cp  (x,y,g)*=f(x,y,z) 
und  (2«)89  (#,  yt  z)  ==  F(x,y,z)  und  indem  wir  hieraus  die  Werthe  für  <p  und  tff 
entnehmen  und  in  s  und  «"  einsetzen,  ergibt  sich  uns  die  vollständige  Lösung 
des  Problems  unter  der  Form: 


8  _  8'  -f  *",  Q  —  Vi*  +  t>*  +  V* 

/  1  \3  (6)   /* 

8  »  ( —  j        I  cos  { 1  (ä  —  a)  +  p(y  —  p)  +  v {z— y) }  cos  a$t  /*(«, 0,y)  dadßdydXdpdv 


—  OD 

00 


s 


(Ä)8  (6'  /°<>8{i(*-«)+f»(y-P)+*('-y) )  ^^^  *>.ftr)  dctdßdy  dxdttdv. 


•00 


Das  erste  dieser  Integrale  geht  aus  dem  zweiten  hervor,  »wenn  man  dieses  nach 
t  differentiirt  und  die  Function  F  mit  f  vertauscht. 

2.  Die  beiden  sechsfachen  Integrale,  aus  welchen  8  sich  zusammensetzt, 
lassen  sich  noch,  ohne  eine  bestimmte  Form  für  f  und  F  vorauszusetzen,  auf  Doppel- 
integrale reduciren.  Es  genügt,  das  zweite  derselben  in  dieser  Hinsicht  zu  trans- 
formiren,  da  das  erste  aus  ihm  unmittelbar  ableitbar  ist.  Wir  führen  für  1,  p,  v, 
die  wir  uns  als  ein  System  rechtwinkeliger  Coordinaten  denken  wollen,  Polar- 
coordinaten  ?,  fr,  <jp  ein  mit  Hülfe  der  Formeln  X  =  q  cos  fr,  p  =»  q  sin  fr  cos  q>, 

v  -  q  sin  "0"  sin  9 ,  wobei  9  =  y'I*  +  p*  -f-  r*  dieselbe  Grösse  ist,  wie  bisher. 
Der  Sinn  des  Integrales  5"  ist  nun  der,  dass  das  Volumenelement  dXdpdv  mit 
einer  gewissen  Function  multiplicirt  durch  den  ganzen  unendlichen  Raum  summirt 
werden  soll.  Das  Volumen  dement  für  Polarcoordinaten  ist  aber  g*  tin  fr  dg  dft  d<p 
und  die  Grenzen  für  die  Integration  durch  den  ganzen  unendlichen  Raum  Bind  0 
und  00  für  ?,  0  und  w  für  #,  0  und  2«  für  9.     Demnach  wird 

OD  %1t       1t        OD 

*"«./_  J        f'F(a,ßyy)dadßdy  f    j    f  cosq{(o  —  x)  cosfr-f-(f}  —  y)co8frcosg> 
—»  000 

+  (y  —  z)  sinfr  einq>) —  •  9  sin  fr  dg  dfr  dtp, 
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oder  wenn  wir  den  Ursprung  der  er,  ß,  y  um  x9  y,  z  verlegen,  d.  h.  «  +  x,  ß  +  V* 
y  -\-z  statt  er,  ß,  y  schreiben ,  was  auf  die  Grenzen  0  und  oo  keinen  Einfluss  hat, 

•"  —  (ä^)8  (S>  fei*  +  «,  V  +  P,  *  -  7)  dadßdy  C*1***1  9dQ  j  Aos  <?  {«  cosfr 

—  »  0  0     0 

+  ß  ßin  fr  cos  9  -f"  y  sin  fr  sin  9 }  sin  fr  d&d<p . 

Nach  einem  bekannten  Satze  hat  man  nun,  wenn  r  »  )/a*  +  ß*  +  y*  ist* 
2*  n  -4-1 

I    I  ^>  (acosfr +  ßsinfr  C089  +  y  sinfr  sin9)sinfr<Zfr<Z9  —  2«   lip(r<s)da. 


00  —1 

Wir  wollen  den  Beweis  nachliefern.    Einstweilen  folgern  wir  aus  demselben 

2/1    * 

cos  q  { et  cos  fr  +  0  Bin  fr  cos  9  +  y  sin  fr  ein  9 }  •  sin  fr  d$  dtp 

ö   ö 

+1 

=  2ff|  cos  (9 r<r)  a<r  =»  4« 


2Ä     91 


~i 
und  hiermit  wird: 


OD 


'S 


yA)fF(*  +  «,y  +  ß,*  +  Y)*-^^ 

0 

Wir  führen    nun  abermals  Polarcoordinaten  ein,   indem  wir  setzen   a  =  r  cos  fr, 

ß  =  r  sin  fr  cos  9 ,  y  »  r  sin  fr  sin  9  und  erhalten  : 

In    7t 

fr 


1      f*   /'sin 


s   =2",   /     /   —  rf^9X 


0     0 

00    00 


://,.*•(* 


X  /   I  r  •  F (x -\~  r  C08& }  y  -|- r  sin  fr  cos  9 ,  z  +  *"  sin  fr  sin  9)  •  sin  pat  ein  r^r  dp. 


0  0 
Nun  ist  aber  nach  dem  Fourier' sehen  Satze  für  Functionen  einer  Variabein 


00        OD 

—  /    /  fW  ß*na*  tinlxdadl  »  f(x)y        0  <  x 
0     0 
und  hieraus  erhält  man  für  a  *=*  r,  f=rF9  X  =  p,  at  =■  « 

CO 

I    I  rF(x-\-r  cos  fr,  y  +  r  sin  fr  cos  9,  *  +  r  sin  fr  sin  9)  Bin  rp  sin  9  at  dr  dq 

0 

^ira*.F(a;  -}"  a*  cos  fr,  y  +  a*  sin  fr  COB9,  js  -f"  a(  sind1  sin  9), 

wodurch  sich  s"  auf 

%7t      ft 

s"  =■  —    I     I  £  •  .F(:r  +  at  cos  fr,  y  +  at  sin  fr  CO89,  t  +  at  sin  fr  sin9)  •  sinfro'fraV 
0    0 
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reducirt.    8  erhält  man  hieraas  durch  Differentiation  nach  t  und  Vertauschung 
von  F  und  /",  sodass  also  schliesslich  sich  ergibt: 

i  d   r  r 

Sa=aTZ7Til    I  tmf(x  +  ötcos{r,y  +  a  t  sin#  coaqp,  i-f-atsin^rsincp)*  ßm&d&  dtp 


o    u 
2/r    n 


+  —   I    1 t  -  F  (x  ~{~  at  cos  &,  y  +  atsinJr  coscp,  z-\-  atsinfr  sin  tp)  •  sin  &d&dtp. 


o    o 

Zum  Beweise  des  benutzten  Satzes   setzen  wir  a=-rcosp,   ß  =  r  sin  p  cos  q, 
y  =*  r  sin  p  Bin  q  und  erhalten  für  die  linke  Seite  der  Gleichung: 

^  { r  [cosp  cos  4>  -f-  sin p  sin  #  cos  (<j  —  tp)] }  sin  #  d&  dtp. 
o   ö 


Iß 


Auf  einer  um  den  Pol  des  CoordinatensyBtems  mit  dem  Radius  1  beschriebenen 
Kugel  hat  nun  ein  Punkt  die  sphärischen  Coordinaten  #,  ?;  e*n  anderer  die 
Coordinaten  p,  q  und  ist  für  den  Verbindungsbogen  co  beider 

cos  (ö  =  cos  p  cos  &  +  sin  p  sin  &  cos  (g  —  tp). 
Hierdurch  nimmt  das  Integral  die  Form  an: 

2/1     TT 


Vi* 


(r  cos  co)  r*  sin  &  d&  dcp , 
o     o 

wo  sin  &  d&  dcp  das  sphärische  Flächenelement  bedeutet.  Der  Bogen  co  misst  den 
Winkel,  welchen  der  Radiusvector  des  Punktes  (#,  <p),  an  welchem  das  Flächen- 
element anliegt,  mit  dem  festen  Radiusvector  (p,  q)  bildet,  cos  co  ist  daher  der 
Abstand  des  Flächenelementes  sin  &  d&  dtp  von  einer  zur  Richtung  (p,  q)  senk- 
rechten Aequatorebene.  Der  Sinn  des  Integrales  ist  daher,  abgesehen  von  dem 
Divisor  r8,  die  Summe  aller  Flächenelemente  einer  Kugel  mit  dem  Radius  r, 
jedes  multiplicirt  mit  -seinem  Abstände  von  einer  festen  Aequatorebene,  aus- 
gedehnt über  die  ganze  Kngelfläche.  Da  alle  Aequatorebenen  für  die  Kugel  die- 
selbe Bedeutung  haben,  bo  ist  es  gleichgültig,  welche  man  wählt,  und  behält  das 
Integral  denselben  Werth,  wenn  man  p  =»  0  und  q  =»  0  setzt.  Hierfür  fällt  die 
Richtung  (p,  q)  mit  der  Polaraxe  zusammen,  wird  co  =  4r,  und  folglich  das  Integral 
%n    n  n  —  l 

jj  I    f  y  (r  cos  9)  r8  sin  $•  d&  dtp  —  2n  I  if>  (r  cos  &)  Bin&dd-  =>  2it  l  y  (r<r)  da, 

oo  o  -fi 

indem  man  cos  4r  «■  er  setzt. 

4.  Wir  wollen  jetzt  das  gefundene  Resultat  interpretiren  und  bis  zu  einem 
gewissen  Grade  discntiren.  Die  Functionen  f  und  F  sind  die  anfängliche  Conden- 
sation  und  deren  Differentialquotient,  welcher  letzterer  gleich  der  mit  entgegen- 
gesetzten Zeichen  genommenen  Summe  der  Derivirten  von  u0,  r0,  w0  ist.  Es  sei 
der  AnfangBzustand  derart,  dass  die  Erschütterung  nur  innerhalb  eines  bestimmten 
Raumes  stattfinde,  sodass  «0,  u0,  t?0,  w0  und  die  Differentialquotienten  von  t*0,  v0, 
w0  nur  innerhalb  desselben  Werthe  haben,  ausserhalb  aber  Null  sind.  Dann  ist 
auch  F  ausserhalb  dieses  Raumes  Null.  Nun  sind  x  +  at  cos  #,  y  -f  at  sin4r  coscp, 
jbt  — |—  at  sind1  sin  tp  die  Coordinaten  eines  Punktes,  welcher  auf  einer  um  den  Punkt 
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(xyz)  mit  dem  Radius  at  beschriebenen  Kugelfläche  liegt  und  (at)*  sin  &d&dq> 
ist  das  Flächenelement  der  Kugel  an  jener  Stelle.  Die  Bedeutung  des  Bestand- 
teiles s"  von  «,  wofür 

4*  (at)*-s"  =  /    ft-F(x  +  at  cosfr,  . . .)  (at)*jiin&d&d<p, 
o     o 

ist  die,  da88  die  Summe  aller  Flächenelemente  dieser  Kugel,  jedes  multiplicirt 
mit  dem  Werthe  der  Function  tF  in  ihm,  ausgedehnt  aber  die  ganze *Kugel 
gleich  «",  multiplicirt  mit  der  Oberfläche  der  Kugel  selbst,  sei.  Es  stellt  demnach 
ff"  den  Mittelwerth  der  Function  t  F  auf  der  Kugel  dar.  Aehnliches  gilt  von  dem 
andern  Bestandtheil  s7  welcher  zur  Bildung  von  ff  dient  Man  sieht  hieraus,  dass 
das  Phänomen  von  dem  anfänglichen  Zustande  auf  einer  Kugelfläche  abhängig 
ist  und  im  Verlaufe  desselben  alle  Elemente  einer  mit  der  Zeit  veränderlichen 
Kugel  zur  Bildung  der  Condensation  beitragen. 

Es  liege  nun  der  Punkt  (xyz)  ausserhalb  des  Erschütterungsraumes;  wann 
beginnt  derselbe  seine  Bewegung  und  wann  hört  sie  wieder  auf?  Die  Functionen 
f  und  F  haben  anfangs  auf  der  um  ihn  beschriebenen  Kugel  die  Werthe  Null,  so 
lange  bis  der  Radius  at  so  gross  ist,  dass  die  Kugel  den  Erschütterungsraum  be- 
rührt. Mit  dem  Momente,  in  welchem  dies  eintritt,  beginnt  die  Bewegung  und 
findet  so  lange  Condensation  oder  Dilatation  statt,  als  die  Kugelfläche  den  Raum 
schneidet,  innerhalb  dessen  f  und  F  Werthe  haben,  so  lange  also,  bis  sie  denselben 
nach  der  äussersten  Berührung  verlässt.  Sind  also  rlf  r8  die  kürzeste  und  die 
weiteste  Entfernung  des  Punktes  {xyz)  von  der  Oberfläche  des  Erschütterungs- 
raumes, so  folgen  die  Zeitgrenzen  ^,  t%%  innerhalb  welcher  der  Punkt  überhaupt 
Condensation  besitzt,  aus  den  Gleichungen  atx  =■  rlf  at,  mm  rt.  Dazwischen  kann 
übrigens  die  Bewegung  öfters  intermittiren.  Alle  Punkte,  welche  gleichzeitig  mit 
dem  Punkte  (xyz)  ihre  Bewegung  beginnen,  liegen  in  demselben  Abstände  r 
von  der  Aussenfläche  des  Erschütterungsraumes.  Errichtet  man  in  allen  Punkten 
dieser  Fläche  nach  aussen  Normalen  von  der  Länge  r,  so  erhält  man  eine  Parallel- 
fläche als  Ort  dieser  Punkte.  Die  Zeiten,  um  welche  zwei  Punkte  (xyz)  und 
(xyz),  deren  Normalabstände  vom  Erschütter ungsraume  r  und  r  sind,  ihre  Be- 
wegung beginnen,  sind  t  =—  r  :  a  und  t «—  r  :  a  und  die  Zeit,  in  welcher  sich  das 
Phänomen  vom  ersten  bis  zum  zweiten  fortpflanzt,  ist  %'  —  t  »  (r  —  r):  a.  Für 
t'  —  t  =»  1  wird  /  —  r  «■  a,  d.  h.  a  ist  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit.  Es 
schreitet  vom  Erschütterungsraume  aus  eine  Welle  von  der  Dicke  a  nach  dem 
unendlichen  Räume  fort.  Sie  ist  begrenzt  von  Parallelflächen  zur  Oberfläche  des 
Erschütterung8raumes.  Mit  wachsender  Zeit  nähert  sich  die  Form  der  Wellen- 
flache  mehr  und  mehr  der  Kugel.  Im  Erregungsraume  selbst  ist  das  Phänomen 
etwas  complicirter.  In  Betreff  der  Geschwindigkeit  bemerke  man,  dass  der  Punkt 
(xyz)  ausserhalb  des  Erregungsraumes  anfangs  keine  Geschwindigkeit  besitzt, 
dass  also  für  ihn  zur  Zeit  t 


t  t  t 

dz 


u-födt'    v-f?vdt>    w'j 


0 


So  lange  t  kleiner  ist,  als  die  Zeit  U,  für  welche  atr  =■  r  ist,  wenn  r  den  kürze- 

3  s    3  s    3  s 
sten   Abstand    vom   Erschütterungsraume   bedeutet,   Bind   ^— ,  ^— ,  ^—  Null  und 

mithin  auch  die  Componenten  der  Geschwindigkeit    Daher  kann  man  setzen: 
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t  t 

^—  dt. 

dz 


'r  V  'r 

Dasselbe  ereignet  sich  von  der  Zeit  tr  anf  für  welche  aW  =—  r ,  nämlich  gleich 

der  grössten  Entfernung  r   wird.    Von  diesem  Momente  an  werden  u,  v,  w  con- 

stant,  nämlich 

<r'  V  V 

'r  'r  <r 

Man  bemerke  noch,  dass  während  die  Condensation  von  dem  Zustande  auf  einer 
Kugelfläche  abhängt,  die  Geschwindigkeit  wegen  der  noch  weiter  hinzutretenden 
Integration  von  dem  Zustande  in  oinem  Baume  von  drei  Dimensionen  bedingt  ist. 

5.  Befindet  sich  das  elastische  Fluidum  blos  auf  eines  Seite  einer  festen 
Ebene,  so  sind  f  und  F,  wenn  wir  diese  Ebene  zur  yz- Ebene  nehmen,  blos  für 
positive  x  und  beliebige  y  und  z  gegeben.  Es  tritt  zu  den  Bedingungen  des 
bisher  behandelten  Problems  noch  die  weitere  hinzu,  dass  u  —  0  sei,  f ür  x  =»  0 
zu  allen  Zeiten.  Es  kann  auch  hier  gezeigt  werden,  dass  das  Phänomen  der  Be- 
wegung dasselbe  ist,  welches  erfolgt,  sobald  man  sich  den  ganzen  Raum  mit 
elastischem  Fluidum  erfüllt  denkt  und  symmetrisch  zu  der  yz- Ebene  eine  zweite 
anfängliche  Gleichgewichtsstörung  so  vornimmt,  dass  f{ —  x,  y,  z)  «=  f(x%  yt  z) 
aber  t^  ( —  a?,  y,  z)  —  —  u0  (ar,  y,  z)  ist,  während  t?0  und  wQ  für  negative  x  die- 
selben Wertlic  haben,  wie  für  positive  x.  Die  Geschwindigkeitscomponente  u  ist 
dann  an  der  Ebene  zu  jeder  Zeit  Null,  indem  das  Integral,  welches  sie  darstellt, 
paarweise  entgegengesetzt j  Elemente  besitzt  (Reflexion  der  Wellen). 

6.  Nimmt  man  an ,  dass  f  und  F  blos  Functionen  von  x  sind  und  kein  y 
und  z  enthalten,  so  ist  die  anfängliche  Störung  für  alle  Punkte  einer  zur  g- Rich- 
tung senkrechten  Ebene  dieselbe.  Die  Ausführung  der  Integrationen  führt  wieder 
zu  der  Lösung  des  Problems  des  §.6. 

§.  8.  Die  anfängliche  Störung  im  elastischen  Medium  sei  so  be- 
schaffen, dass  die  Condensation  und  die  Geschwindigkeit  blos  Func- 
tionen deB  AbstandeB  r.von  einem  bestimmten  Punkte  sind  und  die 
Richtung  der  letzteren  durch  diesen  Punkt  hindurchgeht  Das  Me- 
dium selbst  sei  unbegrenzt. 

Nehmen  wir  diesen  Punkt  zum  Ursprung  der  x,  yt  z,  so  ist 

*  -  m  -  f(yx*  +  y»  + ,«)  -  /•(*,  v, ') 

und  die  Geschwindigkeit  O0  =  <p  (r)  so,  dass  «0aQ( — ,  vQ*=  O0.~,  wa*C0-. 
Wir  erhalten  dann 

da,      8aa  Zr_      da,    x_     ha,      da,     y^     da,      da,     z 
dx  ~~  dr  dx  ™  8r  '  r  '     dy  ™  Tr"  r  '     de  ""  dr  '  r 
nnd  hiermit  weiter 

du,      da,   x*  /i       <r«\     dv,      da,    y*  ,„  /l       y*\ 

7x~      Tr~  '  ^  +  °°  VT  ~  TV  •   Jy~  *~  Tr"  T*  +  a°  \T  ~ -?) ' 

dv>,      da,    z*  1 1       *'\ 

TT  "  77  '  V*  +  e<>  \F  -  T*) ' 


i  - 
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Hiermit  finden  wir  weiter 

*■<***> fe  +  ^  +  är) •^-T«o--9(r)-T9(r). 

Um  8  darzustellen,  haben  wir  mit  Hülfe  von  f(x,  y,  z)  —  ffyx*  +  y*  +  **)  s*1 
bilden 

/*(#  +  at  cos  O1,  y  +  at  sin  fr  cos  9,  z  -f  at  Bin  fr  sin  9) 

—  /*{ }/(*  +  at  cosfr)8  +  (y  +  at  Bind-  cos?)8  +  (z  +  at  sinfr  BÜ19)8 }  =»  f(X), 
wenn  wir  unter  X  die  Wurzel  aus 

(je  +  «*  cos  fr)8  +  (y  +  at  sin  fr  cos  qp)*  +  (z  +  «*  sin  fr  sin  9)* 
=»  r8  +  a8*8  +  2at  («  cos  fr  +  y  sin 4*  cos  9  +  z  sind'  sin  9) 
verstehen.    Ebenso  ist 

F(x  +  at  cos  fr,  .  . .)  =  —  9'  (X)  —  ^  V  W 

2Ä      TT 

ftfftfiX)  8in*<»Ap-^  ff«  (9»'  W  +  j  9»(X)}Bind*d»d9. 

0      0  0      0 

Von  den  beiden  Integrationen  kann  eine  noch  ausgeführt  werden  vermöge  des 
§.  7,  Nr.  2  benutzten  Satzes.  Im  vorliegenden  Falle  sind  nämlich  die  dortigen 
Grössen  cc  =  2atx,  ß  =»  2aty}  y  «»  2ai*  und  wird  daher 


zu 

bilden. 

Man 

erhalt: 

*« 

_   1    0 
*  4ndt 

27t 

n 

n 
"t  f(X)  1 

2»   n  4-1 

T  /7(X)  8infrdfra9  —  2*  //"(Vir 
00  —1 

und  folglich 


8  -f"a8t8  +  2atr<r)  det 


8 

*  Ct 

— I  —1 


i  J-t  (*   /V(S)  d ü\  -  I  *  /  Y9'  (W  +   £»<»)  <**: 


tf  ~(r8  +  a8t8  +  2atr*)*. 
Führen  wir  a  als  neue  Variabele  für  <r  ein,  so  wird 

* =  db  fi  fnS)  ÄdÄ  -  n;  A**' (Ä)  + 29(Ä)) dÄ- 

r — af  r — af 

Nach  Ausführung  der  Differentiation  mit  Hülfe  des  Satzes 

6 


£//»«- wg-rt*J5 


ergibt  sich 

r+at 

»-  jf  {('+«*) «r+af)-(r-al)/(r-a«)}-~   f{  *„'<*)+ **(*)}« 
In  Betreff  der  Geschwindigkeit  ö  hat  man 


u  —  u0  =>  —  a8  I  Q^dt,      *  —  »0  —  ~~  a%  (  JZdt>      **  — «0O  =  — a8  / 

u  00 


2    d* 

0* 
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oder  da 


ds        ds     dr  ds-     x  x 

di^d^'dx^dx'V'"'.'        tfo=s0o7 


ist: 


i 


-("■-ffü«)}-    -('•- "fö ") '7 • 

0  0 

t  t 

w  -  (a0  -  a*j-frdt)  f '       *  ■"  ß°  -  aiJ  iv  dt' 

0  0 

Sie  ist  normal  zur  Kugel  um  den  Coordinatenursprung. 

§.  9.  Die  Gleichungen  für  die  Bewegung  flüssiger  Systeme  wurden  zuerst 
von  Euler  in  zwei  verschiedenen  Formen  aufgestellt.  (Principe*  gene'raux  du 
mouvement  des  fluides  in  der  Histoire  de  VAcad.  de  Berlin  1755;  de  principiis 
moius  fluidorum.  Novi  commentarii  A$ad.  Petrop.  T.  XIV.  P.  I.  1769.)  Die  Pro- 
bleme von  §.  3  bis  §.  7  wurden  gleichfalls  von  Euler  zuerst  behandelt;  das  all- 
gemeine Problem  §.  7  und  seine  Lösung  verdankt  man  Poisson  (Man.  de  VAcad. 
de  Paris.  T.  X).  Die  vorliegende  Darstellung  lehnt  sich  streng  an  die  Dirichlet- 
sche  Behandlungsweise  an,  wie  sie  derselbe  in  seinen  Vorlesungen  über  die  Inte- 
gration partieller  Differentialgleichungen  und  ihre  Anwendung  auf  physicalische 
Probleme  gegeben  hat.  Dieselbe  ist  zum  Theil  in  die  Hattendorff  sehe  Be- 
arbeitung Riemann'8cher  Vorlesungen  über  denselben  Gegenstand  übergegangen. 
Eine  Ausgabe  der  Diric  hie  t' sehen  Original  Vorlesungen  existirt  nicht,  so 
wünschen8werth  dieselbe  wäre. 

§.  10.  Gleichgewichtsfigur  einer  rotirenden  incompressibelen  flüs- 
sigen Masse. 

Eine  incompressibele  Flüssigkeit  rotire  als  ein  unveränderliches 
System  um  eine  feste  Axe  mit  constanter  Winkelgeschwindigkeit  a> 
unter  Einwirkung  gegebener  Kräfte  P  (Xt  Y,  Z)\  es  fragt  sich,  welche 
Gestalten  die  freie  Oberfläche  derselben  annehmen  kann? 

1.   Auf  das  Massenelement  q  dx  dy  de  wirken  die  Componenten  qXdxdy  dz, 

dp 
$Y  dxdydz,  $Z  dxdydz  der  gegebenen  Kräfte  und  die  Componenten  —  ~-  dxdydz, 

—  tJ-  dxdydz,  ^  ~-  dxdydz  des  Druckes,  welche  mit  den  Reactionskräften 
dy  os 

im  Gleichgewicht  sein  müssen.  Die  letzteren  reduciren  sich  vermöge  der  Rotation 
um  die  feste  Axe  und  der  Un Veränderlichkeit  der  Geschwindigkeit  auf  die  Centri- 
fugalkraft  Q<o*r dxdydz,  deren  Componenten  qm*x dxdydz,  Qto*y dxdydz 
sind,  wenn  wir  zur  2 -Axe  die  Rotationsaxe  wählen.  Nach  dem  D'Alembert- 
schen  Princip  besteht  also  für  jeden  Systempunkt  (xyz)  die  Gleichgewichts- 
bedingung 

(*x  -  g|  +  *«'*)  **  +  (**  -  gj  +  *<°'y)  *y  +  (*z~  Ij)  **  -  0. 

oder 

Ix  dX  +  l~v  Sy  +  ff  SZ  =  *  (XSX  +  Yäy  +  ZSe)  +  *"* (*'*  +  y8y)' 

wofür  wir  auch  schreiben  können 

dp  —  9  (Xdx  +  YÖy  +  Zdz)  +  e»a* .  \  («»  +  y*) 

Senium,  Mechanik.  IL  39 
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und  insbesondere,  wenn  eine  Kräftefunction  existirt 

Sp  =>QdU+  Qto*d.±(x*  +  y*). 

Hieraus  erhalten  wir  für  den  Druck: 

Eine  Fläche  des  Systems,  deren  Punkte  denselben  Druck  erleiden,  heisst  eine 
Niveau  fläche  der  rotirenden  Flüssigkeit.  Die  Gleichung  dieser  Flächen  ist 
daher  ü  -f  ±  <x>*  (x*  +  t/J)  —  c 

und  unter  diese  Flächen  gehört  die  freie  Oberfläche  selbst,  wenn  sie  unter  con- 
stantem  Drucke  steht. 

2.  Die  Flüssigkeit  sei  schwer  und  von  einem  Cylinder  um- 
schlossen, dessen  Axe  mit  der  Rotationsaxe  zusammenfällt.  Man 
hat  dann  .X  =  3T  =*  0,  Z  =  —  //,  U  =  —  gz.  Daher  ist  die  Gleichung  der 
Niveauflächen : 

Für  die  freie  Oberfläche  bestimmt  sich  die  Constante  c  mit  Hülfe  des  Volumens 
der  flüssigen  Masse.  Eb  sei  a  der  Radius  des  Cylinders,  h  die  Höhe,  bis  zu  wel- 
cher im  ruhenden  Zustand  die  Flüssigkeit  denselben  füllt,  also  na*h  ihr  Volumen. 
Im  rotirenden  Zustande  ist  dasselbe  Volumen  von  der  vorstehenden  Rotations- 
fläche begrenzt  und  wenn  £  die  Ordinate  des  Kreises  ist,  welcher  von  den  höchst- 

2a 

liegenden  Systempunkten  gebildet  wird,  welche  der  Gleichung  a8  =  — ,  (f  +  c) 

CO 

genügen  muss,  so  besteht  die  Bedingung 

— c 

indem  —  c  der  Werth  von  z  ist,  für  welchen  x*  +  y*  verschwindet.  Die  Ent- 
fernung von  f  liefert  für  c  den  Werth  c  «=  —  lh  —  {  —  <d*1  und  hiermit  als 
Gleichung  der  Oberfläche  der  rotirenden  Masse  das  RotationBparaboloid : 

*,  +  y8  =  y(<  +  i7»'-*)- 

Die  Constante  des  Druckes 

P  -  9  <ü+  i*>  («•  +  y1)  +  C  -  9  (-gz  +  io*  (*■  +  y«)  +  0 
bestimmt  man   mit  Hülfe   des  constanten  Druckes,    welcher  auf  der  Oberfläche 
lastet.    Ist  derselbe  P,  so  erhält  man  nach  Einsetzung  des  Werthes  von  x*  +  V* 
aus    der    Gleichung    des    Paraboloides    P*=*{a*at*Q —  gqh-\-C    und    folglich 
p-  p  =  9  {g  (fi  -  Z)  +  ±*>  {x*  +  y*)  -  ±a*a>*). 

Die  Constante  —  c  in  der  Gleichung  des  Paraboloids  ist  die  Ordinate  seineB 

Scheitels,  sie  ist  demnach   —  c  =  h  —  +  —  coa.    die    Grösse    £  =  *  —  &*  —  c. 

9  0 

Die  Differenz  t  +  c  beider  ist  4  —  cd1.   Beide  Grössen  differiren  also  um  dieselbe 

Grösse   \  —  oa*  von  h.   Die  Flüssigkeit  ist  also  auf  der  Axe  ebenso  viel  gesunken, 

als  sie  am  Rande  gestiegen  ist. 

§.  11.  Die  Punkte  einer  flüssigen,  mit  constanter  Winkelgeschwin- 
digkeit  rotirenden  Masse  ziehen  einander  nach   dem  Newton'schen 
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Gesetze  an,  man  soll  die  Bedingungen  bestimmen,  unter  welchen  die 
Oberfläche  derselben  ein  Ellipsoid  sein  kann,  dessen  eine  Axe  mit 
der  Rotationsaxe  zusamenfällt. 

m 

1.  Nach  Th.  III,  Cap.  XIII,  §.  9,  S.  306  ist  das  Potential  eines  homogenen 
Ellipsoids  von  der  Dichtigkeit  q  und  den  Halbaxen  er,  ß,  y  in  Bezug  auf  einen 
der  Masse  angehörigen  Punfy  x,  y,  z,  wenn  dessen  Coordinaten  sich  auf  die  Haupt- 
axen  beziehen: 

0 

Dies  Potential  mit  dem  Factor  £  behaftet  (S.  293)  ist  in  unserem  Falle  die  Kräfte - 
funetion  U  für  die  Kräfte  X,  Y,  Zy  welche  auf  die  Einheit  der  Masse  bezogen 
sind.    Demnach  ist  die  Gleichung  der  Niveauflächen 


0 


0  0 

Diese  Gleichung  muss  mit  der  Gleichung 

a%  T   p2  T   y8 

des  Ellipsoides  übereinstimmen,  wenn  dieses  eine  Gleichgewichtsfigur  sein  soll. 
Die  Vergleichung  der  Coefficienten  von  &v,  y*,  z%  liefert  als  Bedingungen  hierfür: 

Jr     ds o>*_      _l_  /   / ^f  __  \      f      d8        __    ?£_      1_(   (**1  __  \ 

0  00  0 

/>CC     ds        __   1    /   fds  _  \ 
w+*)D-y\J  b    c)' 
0  0 

Diese  Gleichungen  liefern  die  Gonstante  c,  die  Winkelgeschwindigkeit  co,  mit  wel- 
cher die  Masse  rotiren  muss,  damit  sie  die  Gestalt  des  Ellipsoids  annehme  und 
eine  Relation  zwischen  den  drei  Axen  er,  ß,  y.  Die  Elimination  der  Constanten  c 
führt  zu  den  Gleichungen 

co  00  00 

a*  ( J  («* + *> ö  ~  ***v  Ä  p*  \J  (F+WS ~  2^) Ä  y8  \J  if'TWD) 

0  0  0 

oder 

/»"     ds «'co8  _    /^     ds P*»!  _    /*°      d8 

J(r+LfD  ....-/(,+ 15  b  .«-i  - /  (l + ._  D) 

0  0  0 

und  hiermit  zu 


00  00 


'-^ß^w+W'-fväi-  - 
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0  0 

Da  blos  zwei  Gleichungen  zwischen  a,  ß,  y  und  a>  bestehen,  so  sieht  man,  das« 
man  im  Allgemeinen  zwei  Axen  a,  ß  des  Ellipsoids  willkürlich  annehmen  kann, 
die  dritte  und  die  Winkelgeschwindigkeit  bestimmen  sich  hierzu  aus  diesen  beiden 
transcendenten  Gleichungen. 

2.  Die  Gleichung  (1)  hat  den  Factor  ß  —  a  und  wird  also  för  a  =  ß  erfallt. 
Da  hierzu  aus  der  zweiten  Gleichung  eine  reelle  endliche  Winkelgeschwindigkeit 
folgt,  so  sieht  man,  dass  das  Rotationsellipsoid  eine  Gleichgewichtsfigur  der 
flüssigen  Masse  sein  kann. .  Es  ist  aber  auch  denkbar,  dass  der  andere  Factor 
sich  auf  Null  reducire  und  die  Gleichung  auch  erfüllt  werde,  ohne  dass  a  =  ß 
Bei.  Dies  ist  in  der  That  der  Fall  und  es  kann  auch  das  dreiaxige  Ellipsoid 
Gleichgewichtsfigur  sein. 

Wir  wollen  zunächst  untersuchen,  welche  Rotationsellipsoide  der  Aufgabe  ge- 
nügen.   Man  erhält  für  ß  =  a  für  die  Winkelgeschwindigkeit  die  Gleichung: 

CO 

n>a     g*  —  y*     /*  sd$         m 

Man  sieht  hieraus,  dass  a>  nur  dann  reell  Bein  kann,  wenn  a  >  y,  d.  h.  wenn  die 
Rotationsaxe  die  kleinste  Axe,  das  Ellipsoid  also  abgeplattet  ist  Unter  den 
Rotationsellipsoiden  genügen  nur  abgeplattete  der  Aufgabe. 

Um  etwas  zu  vereinfachen,  setzen  wir  -r»»,  -^  =  a  \  d*  —  1  »  X%  und 

y*  '       y"  * 

CO9 

s  F.    Dadurch  wird 


2neQ 


a  fl  F  udu  3  +  *a  ( A     .    .  3X    \ 

o 
3X  4i4 

Es  sei  Arctg  X  —  if+y«  ™  9 (Z)»  8°  wird  V  ^  —  (T+  X8)  (3  +  X8)' '  Da  die8e 
Grösse  stets  positiv  ist,  so  folgt,  dass  V  und  mithin  co*  mit  wachsendem  X 
wächst  und  zu  jedem  positiven  Werthe  von  X  auch  ein  reeller  Werth 
der  Winkelgeschwindig'keit  gehört  und  zwar,  abgesehen  vom  Vor- 
zeichen nur  ein  einziger.  Die  GrÖBse  X  ist  die  Abplattung  des  Ellipsoids, 
nämlich  das  Verbältniss  der  Differenz  der  Quadrate  beider  Halbaxen  zum  Quadrate 

ffi  ££*   y* 

der  kleineren  von  ihnen.   Es  ist  X*  =»  a'a  —  1  =»  — »  —  1  = ,  —  • 

y2  y* 

Für  ü  =  0,  d.  h.  a  =  y,  oder  die  Kugel,  muss  F  =  0  sein.  Ebenso  für 
X  =  oo  oder  y  =  0,  d.  h.  für  die  Gestalt  einer  Scheibe  als  Gleichgewichtafigur. 

Ob  auch  jeder  gegebenen  Winkelgeschwindigkeit  ein  Rotationsellipsoid  als 
Gleichgewi chtsfigur  entspricht,  oder  vielleicht  mehrere,  oder  ob  nur  bis  zu  einer 
gewissen  Grenze  von  co  die  Gleichgewichtsfigur  ein  Rotationsellipsoid  sein  kann, 
ergibt  sich  folgendermaßen.  Wir  construiren  eine  Curve,  deren  Abscissen  X  und 
deren  Ordinaten  die  Werthe  von  V  sind  und  fragen,  ob  ein  gegebener  Werth  V 
Ordinate  dieser  Curve  sein  kann  und  ob  dies  für  eine  oder  mehrere  Abscissen  X 
eintreten  kann  oder  nicht.    Man  erhält  mit  Hülfe  des  obigen  Ausdruckes  för  Vi 
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dV        1    f9X  +  7X»       /Ä    ,  ,*  j  ^    ,1  F(X) 


dV        1    f9X  +  7X8       /Ä    ,   ,*   j  ^    ,1 


wenn 


+  x»        N     '     '       *    J       x4(9-f-xy 

dF 
gesetzt  wird.    Da  -=y  mit  F(X)  das  Zeichen  wechselt,  so  wächst  F  oder  nimmt  ab, 

OA 

je  nachdem  F  (X)  positiv  oder  negativ  ist.    Für  X  =»  0  ist  F  (X)  positiv  und  da 

dF(X)  8X*  (3  —  X») 

dX     -  [(1  +  X»)  (9  +  X*)]* 

von  X  =  0  bis  X  ■  Y&  positiv  ist,  so  wachst  F  {X)  innerhalb  dieses  Intervalles 

. —  dJf  * 

und  ist  positiv,  aber  von  X  =  y 3  an  wird  -+  -  fortwährend   negativ  und  nimmt 

mithin  F  (X)  fortwährend  ab.    Anfangs  ist  F  (X)  noch  positiv,  da  es  aber  für  X  «=»  od 

in  —  \n  übergeht,  so  folgt,  dass  es  zwischen  X»}^3   und  Z=*<x>  einen  Werth  X 

dV 
geben  müsse,  für  welchen  F(X)  und  mithin  auch  -tt-  vom  Positiven  zum  Nega- 

«X 

tiven,  also  V  selbst  vom  Wachsen  zum  Abnehmen  übergeht,  mithin  V  ein  Maxi- 
mum wird.  Genauer  berechnet  ist  dieser  Werth  X  «  2,5293,  der  Werth  des 
Maximums  von  F  aber  0,2246   und   ihm  entspricht  eine  Winkelgeschwindigkeit 

co  =  0,2246*  y%ns q.  Die  fragliche  Gurve  ist  demnach  folgendermassen  beschaffen. 
Für  X  =  0  wird  F  =*  0 ;  von  X  =  0  bis  X  — ■  2,5293  wächst  F  und  erreicht  fflr 
letzteren  Werth  sein  Maximum  0,2246,  von  da  nimmt  F  fortwährend  ab  und 
nähert  sich  die  Curve  der  Axe  der  X  asymptotisch.  Es  kann  daher  zu  keinem 
Werthe  F,  welcher  grösser  als  0,2246  ist,  Abscissen  X  geben.  Dagegen  ent- 
sprechen einem  Werthe  von  F  zwischen  Null  und  0,2246  zwei  Werthe  X,  von 
denen  der  eine  unter  2,5293,  der  andere  über  dieser  Zahl  liegt    Daher: 

Einer  gegebenen  Winkelgeschwindigkeit  o  kann  nur  dann  ein 
Rotationsellipsoid  als  Gleichgewichtsfigur  entsprechen,  wenn 

w*  <J  0,2246  •  2«ep 
und   zwar   entsprechen  ihr   zwei   solche   Figuren,   welche   an   dieser 
Grenze  in  eine  zusammenfallen. 

3.  Wir  gehen  jetzt  zu  der  Beantwortung  der  Frage  über,  in  welchen  Fällen 
ein  dreiaxiges  Ellipsoid  Gleichgewichtsfigur  sein  könne.  Hierzu  bringen  wir  die 
beiden  Gleichungen  unter  Nr.  1,  welche  die  Bedingungen  der  Aufgabe  aussprechen, 
nach  Tilgung  des  Factors  ß*  —  a9  auf  etwas  andere  Formen. 

Setzt  man  nämlich  8  :  y*  =■  u  und  benutzt  die  Buchstaben  &  und  t  von  jetzt 
an  zur  Bezeichnung  der  Axen Verhältnisse,  sodass  y*  :«*«=$,  y*:ßJ  =  «  wird,  so 
erhält  man  aus  der  Gleichung  (1) 


00 


!.  F=(l-.-0j-g5--««J-s--O, 

*•  -  (1  +  tu)  (1  +  tu)  (1  -f  «), 

oder  auch,  indem  man  das  erste  der  Integrale,  mit  st  multiplicirt,  hinzufügt  und 
wieder  subtrahirt: 


00  00 


2.  F-^il-  s)  (1  -  t)j  -£i-  -stj  (r+--M)-(1  +Tu)  H  -0. 


0 
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Ebenso  gibt  die  Gleichung  (2),  wenn =  V  gesetzt  wird: 

2  ft  S  Q 

0  0 

sowie  mit  Benutzung  der  eben  gefundenen  Gleichung  1.  oder*  2. : 

00  OD 

Tr         .    t*  udu  ,.         N   .        ,x    (*udu 

J  {1  +  su)  (\  +  tu)R  J    B 

0  0 

Da  die  hier  vorkommenden  Integrale  sämmtlich  positiv  sind,  so  folgt  aus  1.,  dass 
s  +  t<l  und  mithin  *<1,  I<1,  d.h.  yaO*,  y»<^  ^  +  ^  < -L. 

Die  kleinste  Axe  des  dreiaxigen  Ellipsoids,  welches  Gleich- 
gewichtsfigur  ist,  fällt  in  die  Rotationsaxe  der  Masse  und  ist  die 
Quadratsumme  der  reciproken  Werthe  der  beiden  grösseren  Axen 
kleiner  als  das  reciproke  Quadrat  des  kleinsten. 

Nimmt  man  für  8  einen  bestimmten  Werth  zwischen  0  und  1  an,  so  folgt 
aus  der  Gleichung  2.  für  t  —  0  ein  positiver,  für  t  =  1  —  8  ein  negativer  Werth 
von  F.  Da  nun  F  eine  continuirliche  Function  von  s  und  t  ist,  so  folgt,  dass 
ein  Werth  t  zwischen  0  und  1  —  8  existire,  für  welchen  F  verschwindet.  Aehn- 
liches  gilt  in  Bezug  auf  #,  wenn  für  t  ein  bestimmter  Werth  angenommen  wird. 
Es  existirt  demnach  zu  jedem  beliebigen  Werthe  eines  der  beiden 
AxenverhältnisBe  y*  :  a*,  y*  :  ß2  immer  ein  Ellipsoid,  welches  der 
ersten  Gleichung  des  Problems  genügt.  „ 

Es  kann  ferner  gezeigt  werden,  dass  mit  wachsendem  s  das  Verhält* 
niss  t  abnehme  nnd  umgekehrt.    Man  erhält  nämlich  aus  1.,  wenn  man  setzt: 

2^,  -   /  *  (*  f  W)  [2  +  (3  -  s  -  t)  u  -  stu>]  du, 


J 


R* 


2Ät  =  fU*(1RtU)  [2  +  (3  -  8  -  t)  u  -  8tu>]  du, 

0 

für  die  Differentialquotienten  von  F  nach  8  und  t: 
dF 


-At-tAt (1  -  }t)  A,  -itpA.  +  BAt), 

-  A0  -  8At  —  -  (1  -  %8)  A0  -  %8  (2A0  +  3,4,). 


ds 

dF 
'dt  ' 

Nun  kann  man  leicht  zeigen,  dass  A^  und  2 A0  +  &At  positiv  sind  und  da  8 
und  t  kleiner  als  1  sind,  so  folgt,  dass  beide  partielle  Differentialquotienten 
von  F  negativ  sind,   F  mithin  mit  8  und  t  abnimmt  und  zeigt  die   Gleichung 

= I-tt-.  — »0,  dass  t-  negativ  sein  muss  und  also  t  abnimmt,  wenn  8  wächst 

es    *    dt     ds  da      ° 

und  umgekehrt.    Man  erhält  nämlich 

u* 4u  -f  (3  +  8  +  t)  u2  —  2stu2  —  Sstu*  d 

(1  +  su)  (1  +  tu) R  ~~  2  (1  +  su)  (1  +~tü)  R* 

und  folglich  durch  Integration  zwischen  0  und  oo: 
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-J 


CO 

f  u  (u  +  t)  j-4  ^  (3  +  ^  ^  ^  w  _  28tu*  __  S8tu*]  dUt 


B 

o 
Subtrahirt  man  diese  Gleichung  von  der  obigen  für  2<40,  so  kommt 

.      2Ä0  =*  i   Cu%  (*  +  1}  (l  _  t  -  <  -  8tu>)  du 

o 
'    und  wenn  man  sie  mit  2  dividirt  und  von  der  Verbindung  2A0  +  SA,  abzieht: 

CO 


2A0  +  SA,  -  *  (3  -  8  -  Ort|,(p+1)'  <*«. 


Ä6 

0 

Man  sieht  hieraus,  dass  2  J0  und  2  J0  +  3-4x  positiv  sind. 

Man  kann  ferner  zeigen,  dass  V  mit  wachsendem  s  abnehme. 
Es  ist  nämlich,  da  auch  t  als  Function  von  s  anzusehen  ist: 

dV^dV  ,   0F    d*       (dVdF      dVdl 
ds        ds 
da 


,  dV    dt       (WW_WdF\dF 
+  dt  '  ds"*  \ds  dt        dt  ds)  :  dt' 


dF  sdFdt 

ds  "*"  dt  ds~ 

Nun  zeigt  eich,  dass  der  Zähler  dieses  Ausdruckes  fortwährend  positiv,  während 
der  Nenner  nach  dem  Vorstehenden  negativ  ist,  sodass  also  d  V  und  da  entgegen- 
gesetztes Zeichen  haben  müssen.   Man  erhält  nämlich  aus  der  obigen  Gleichung  4. : 

dV         pu  (1  +  t*8)  (1  +  tu)   ..       ,      w 
9*        J~      ~*5 (l-*«u)du, 


0 


dv       ru{i  +  **)(*  +  ««),<      . .  w 

g7  -  SJ  jfr       ^  ( 1  ~  i  * U)  d U  , 


0 

welche  Ausdrücke  mit  Hülfe  der  Bezeichnung 


_         /*u  (1  +  t*)9  „        .    .   .   .  _         fu*  (1  +  u)*  , 

0  0 

sich  unter  der  Form 

darstellen.    Hiermit  und  mit  den  oben  entwickelten  Werthen  von  5— ,  s-r-  erhält 

man: 

dV  dF      dV  dF 

57  dt"  dt  a7s(8"  l)  [Ä°B°  +  (s  +  l)  Ä*B>  +  *ÄlilAl 

Dass  Bj  positiv  ist,  ersieht  man  unmittelbar,  dass  B0  es  ist,  ergibt  sich,  wenn 
man  von 

4BQ  =    rJLi*  +1?  (4  +  4u  —  2stu*  —  2«tu8)  du  ' 

0 
die  oben  benutzte  Gleichung 
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o 
abzieht,  wodurch  man 

*B.  -  f  "'  (1Jif  M)  (1  -  »  -  *  +  stu>)  du 

0 

erhält,  einen  Ausdruck,  dessen  positive  Beschaffenheit  einleuchtet.  Da  nun  also 
B0,  Blf  4>,  2A0  +  34,  und  s  +  t  —  \st  —  8  (1  —  f  t)  +  *  (1  —  f  i)  positiv 
sind,  bo  folgt,  das8  für  «  >  f ,  d.  h.  s  >  \  und  also  *  <  i  die  Grösse 

dVdF_d_VdF  * 

da  dt       dt   ds 

positiv  ist  und  mithin  V  mit  wachsendem  5  abnimmt.    Da  ferner 

dV      d_V      dVds       (dV  dF  _dV  dF\    dF      _ßJ?W_WM[\    $F 
dt  s  dt  +  da  dt ""  \dt  da       ds   dt)  :  da  —      \0*   dt       dt  da)  :  37 

ist,  so  ergibt  sich  weiter,  dass  V  mit  wachsendem  t  wächst. 

Das  Resultat  dieser  Untersuchung  kann  auch  dahin  ausgesprochen  werden, 
dass  mit  wachsendem  V  die  Grösse  8  abnehme  und  t  wachse,  woraus 
folgt,  dass  einer  gegebenen  Winkelgeschwindigkeit  to  nur  ein  ein- 
ziges dreiaxiges  Ellipsoid  als  Gleichgewichtsfigur  entsprechen  kann. 
Aus  den  Gleichungen  y2:ßJ  =»s,  ya:a*  =  *  ergibt  sich  hierzu  weiter,  dass 
mit  wachsender  Winkelgeschwindigkeit  die  grössere  Axe  2a  des 
Aequators  des  Ellipsoids  abnimmt,  während  die  kleinere  2ß  wächst. 

Aus  der  Gleichung  2.  folgt,  dass  wenn  8  =  0  ist,  t  — ■  1  wird  und  umgekehrt 
dem  t»0  der  Werth  s  =»  1  entspricht.  Da  nun  von  beiden  Grössen  die  eine 
abnimmt,  wenn  die  andere  wächst,  so  folgt,  dass,  während  8  von  0  bis  1  wächst, 
t  von  1  bis  zu  0  abnimmt.  Es  wird  daher  nur  einmal  innerhalb  dieser  Grenzen 
sich  ereignen,  dass  8  und  t  einen  gemeinschaftlichen  Werth  «=»t  =  r  annehmen. 
Wächst  8  über  diesen  hinaus,  so  geht  t  unter  ihn  herab  und  umgekehrt,  sodass, 
wenn  8  =■  s0 ,  f  =  f 0  ein  Paar  zusammengehörige  Werth e  sind ,  wo  s0  <  t  und 
1 0  >  t  ist,  bei  dem  weiteren  Wachsen  von  8  und  Abnehmen  von  t  man  auch  zu 
dem  Paare  8  =  t0,  t  =»  s0  gelangt.  Dies  ergibt  sich  auch  schon  daraus ,  dass  F 
eine  symmetrische  Function  von  8  und  t  ist.  Die  beiden  Annahmen  8  =  s0,  t  —  tQ 
und  8«=<0,  £  —  *0  führen  daher  zu  demselben  Ellipsoid  und  braucht  man  deshalb 
blos  die  UnterBuchung  auf  die  Werth e  8  >  t  zu  erstrecken. 

In  Bezug  auf  die  Geschwindigkeit  co  oder  die  Grösse  V  nahmen  wir  8  >  t 
an  und  folgerten,  dass  V  mit  wachsendem  8  abnehme;  ebenso  ergibt  sich,  dass 
wenn  8  <  t  ist,  F  mit  wachsendem  8  abnimmt.  Nimmt  daher  8  von  1  bis  t  ab, 
so  wächst  F,  nimmt  es  weiter  von  t  bis  0  ab,  so  nimmt  F  wieder  ab.  Es  er- 
reicht mithin  F  sein  Maximum  F0,  wenn  8  «•  t  =  r.  Da  ferner  F  sich  nicht 
ändert,  wenn  *  und  t  vertauscht  werden,  so  gehören  zu  den  Werthsystemen  8  =»  «0, 
$  sa  $0  und  8  =  t01  t  =  *0  derselbe  Werth  von  F.  Jede  dieser  Annahmen  liefert 
aber  dasselbe  Ellipsoid.  Daher  entspricht  einem  gegebenen  Werthe  F  <  F0  nur 
ein  einziges  Ellipsoid.  Da  nun  mit  t  =  0,  8  =  0  die  Grösse  F  verschwindet, 
so f  folgt : 

Wenn  F  von  0  bis  zum  Maximum  F0  wächst,  so  wächst  auch  t  von 
0  bis  %  und  nimmt  8  von  1  bis  x  ab  oder  ee  nimmt  die  grössere  Halbaxe 
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y  y 

des  Aequators  von  qo   bis  -—=.  ab  und  wächst  die  kleinere  von  y  bis  -~r  • 

Zar  Berechnung  von  t  und  F0  dienen  die  Gleichungen: 

au 


J  (l  4-  Tf**)s  (l  +  u)*      «/   i 


o       (1   +  Tt*8)8  (1  +  «)*  J     (1  +  «)*   (1   +  TU) 


v  «    .  udu 

'  o 


•/; 


(1  +  «)*  (1  +  T«)8  ' 


0 

^  y8 

die  man  aus  der  Formel  (1)  erhält,  indem  man  a=»^,  — ^  =  u  und  — ^  =a  r  setzt, 

sowie  aus  obiger  Gleichung  4.  für  s  *-  i  =»  t.    Indem  man  weiter  —  —  1  +  A* 

1 x* 

und  w  =a 5 —  setzt,  nehmen  diese  Gleichungen  die  Formen  an: 

x* 


l  i 

x*dx 


•  -/rrfc  - (1 + «"./VtÄ* 


0 


(1  +  *■)  / 


0  *•    V»       I      *   /      I  /«       I      1*~S\8       » 


(1  +  Jl8*8)8 

0 

oder  nach  Ausführung  der  Integrationen  die  Formen 

0  =  —  X  (3  +  13*8)  +  (3  +  14*8  +  8Z4)  4rcty  A, 

Man  erhält  hieraus,  da  X  =  0  nicht  in  Frage  kommen  kann : 

X  —  1,8946,         F0  —  0,18711, 

a8        ß8         1  / y8 

^5«^=  —  —  =  }/l+X8=  1,7161,       t  =  ^5  —  0,3396. 
y"         y*         r  a" 

Dividirt  man  die  erste  der  beiden  vorstehenden  Gleichungen  mit  AX6  und  addirt 
sie  zur  zweiten,  so  ergibt  sich 

Vo  -  jjr  [(3  +  *")  ^rcty  X  -  81], 

welche  Gleichung    bereits  oben  auftrat  bei  Bestimmung  des  Rotationsellipsoids. 

Es  ist  daher  das  Ellipsoid,  welches  die  Grenze  aller  dreiaxigen  Gleichgewichts - 

ellipsoide  bildet,  in  der  Reihe  der  oben  untersuchten  Rotationsellipsoide  enthalten, 

entsprechend  dem  Werthe  X  =  1,3946. 

Wir  erhalten,  indem  wir  alle  gewonnenen  Resultate  zusammenfassen,  den  Satz : 
Damit   ein    Ellipsoid   Gleichgewichtsfigur   einer   mit   constanter 

Winkelgeschwindigkeit  a>  rotirenden  Flüssigkeit  sei,  ist  erforder- 
et)8 

lieh,  dass   F  = zwischen  den  Grenzen  0  und  0,2246  liege.    Allen 

2neQ  '  ° 

Werthen  V  von  0  bis  F0  =  0,18711  entsprechen  Je  ein  dreiaxiges 
Ellipsoid  und  zwei  abgeplattete  Rotationsellipsoide;  für  V  =  V0 
geht  das  dreiaxige  Ellipsoid  in  das  eine  der  beiden  Rotationsellip- 
soide Über,  für  F>  VQ  existiren  zwei  Rotationsellipsoide,  welche 
für  F«=  0,  2246  zusammenfallen.  Darüber  hinaus  gibt  es  keine  ellip- 
soidischen  Gleichgewichtsfiguren  mehr. 
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Der  ruhenden  Flüssigkeitsmasse,   also  F=0   entsprechend ,  liefert  die  Glei- 
chung 4.  die  Werthe  s  =  1,  t  =*  0,  d.  h.  y9 :  ß2  =*  1,  y* :  a*  =»  0,  also  «  =  (»,(?=«/.  .* 
Die  Gleiehgewichtefigiir  ist  in  diesem  Falle  ein  unendlich  Tanger,  unendlich  dünner 
Rotationscylinder.    Die  beiden  Rotationsflächen,  welche  Gleichgewichtsfiguren  für  ' 
V  =■  0  sind,  waren  die  Kugel  und  die  unendliche  Scheibe                                                    1 

Wenn  die  Geschwindigkeit  von  0  an  wächst,  so  gehen  Kugel  und  Scheibe  in 
Rotationsellipsoide  über,  indem  erstere  sich  abplattet  und  die  Excentricität  der  [ 

letzteren  abnimmt ;  der  Cy linder  aber  wird  ein  dreiaxiges  Ellipsoid,  so  zwar,  dass 
der  Kreisschnitt  eine  Ellipse  wird,  um  deren  kleinere  Axe  die  Masse  rotirt,  wäh-  ' 

rend  die  grössere  Axe  zur  kleineren  Axe  des  Aequators  wird. 

Das  Problem  der  Gleichgewichtsfiguren  einer  rotirenden  Flüssigkeitsmasse 
hat  einige  Berühmtheit  erlangt,  einerseits  wegen  der  Anwendung  auf  die  Unter- 
suchungen über  die  Gestalt  der  Erde,  andererseits  wegen  der  scheinbar  paradoxen 
Existenz  der  dreiaxigen  Gleichgewichtsfigur.  Die  Gleichung  der  Oberfläche  der 
Gleichgewichtsfiguren  überhaupt  gab  zuerst  Clairaut  (Theorie  de  la  figure  de  la 
terre  2^«*«  gdit.  p.  101),  die  Rotationsellipsoide  fand  Maclaurin  (Treatise  on 
fluetions,  L.  I,  Cap.  XIV,  §.  641);  das  dreiaxige  Ellipsoid  rührt  von  Jacobi  her 
(Ueber  die  Figur  des  Gleichgewichts  in  Poggendorff's  Annaion  Bd.  XXXIII, 
S.  229  [1834]),  woselbst  sich  auch  verschiedene  historische  Notizen  finden.  Jacobi 
wurde,  wie  er  einstmals  in  der  Vorlesung  (es  war  in  der  Vorlesung  über  allge- 
meine Theorie  der  Oberflächen  und  der  Curven  doppelter  Krümmung,  Winter  1849) 
erzählte,  durch  eine  unvorsichtige  Aeusserung  von  Pontexoulant,  dass  nur 
Rotationsflächen  Gleichgewichtsformen  sein  könnten,  zu  seiner  Untersuchung  ver- 
anlasst (wie  er  sich  ausdrückte:  „vermöge  des  Geistes  des  Widerspruchs,  dem  er 
seine  meisten  Entdeckungen  verdanke").  Der  Jacobi 'sehe  Satz  wurde  (20.  Oct. 
1834)  der  Pariser  Akademie  vorgelegt  und  Liouville  gab  in  der  folgenden 
Sitzung  einen  Beweis  desselben,  welcher  unter  dem  Titel :  Note  sur  la  figure  d'une 
masse  fluide  homogene,  cn  equüibre,  et  douie  d'un  mouvement  de  rotation  in  Cah. 
XXIII.  des  Journ.  de  l'e'cole  polyt.,  p.  289  sich  findet.  Er  behandelte  dieselbe 
Frage  in  dem  Memoire  sur  les  figures  ellipsotdales  ä  trois  axes  inegaux,  qui  peu- 
vent  convenir  ä  Vequilibre  d'une  rnas&c  liquide  Iwmogene,  douee  d'un  mouvement  de 
rotation  [Addition  a  la  Connaissance  des  Temps  pour  1846  oder  Journal  de 
math&n.  T.  XVI,  p.  241  (1851)].  Diese  Arbeit  ist  im  Grunde  eine  Bearbeitung 
der  Hauptabhandlung,  welche  über  diesen  Gegenstand  existirt,  von  C.  0.  Meyer, 
de  aequüibrii  formis  ellipsoidicis  [Cr eile's  Journ.  Bd.  XXIV,  S.  44  (1842)],  worin 
zuerst  der  Zusammenhang  der  sämmtlichen  ellipsoidischen  Gleichgewichtsformen 
dargelegt  wurde.  Eine  andere  frühere  Arbeit  ist  von  Ivory,  On  the  equüibrium 
of  a  mass  of  homogeneous  fluid  at  liberty  (Philosoph.  Transact.  f.  th.  y.  1834, 
P.  II,  p.  491).  Ueber  diese  und  drei  andere  Arbeiten  Ivory's  vgl.  Tod- 
hunter,  On  Jacob? s  Theorem  re&pecting  the  relative  equüibrium  of  a  revolving 
ellipsoid  of  fluid,  and  on  Ivory's  discussion  of  the  theorem.  (Proced.  of  the  R.  So- 
ciety of  London,  Vol.  XIX  [1870  —  71],  pp.  42  —  56),  sowie  über  einen  Irrthnm 
Dahlanders:  Todhunter  Note  on  an  errorcous  extension  of  Jacob? 8  Theorem. 
(Ibid.  Vol.  XXI  [1872—73],  pp.  119—121).  Für  die  numerische  Berechnung  der  Ellip- 
ßoide  ist  von  Bedeutung :  Kostka,  Ueber  die  Auffindung  der  ellipsoidischen  Gleich  - 
gewichtsfiguren  einer  homogenen,  um  eine  feste  Axe  rotirenden  Flüssigkeitsmasse, 
wenn  die  Dichtigkeit  und  Umlanfszeit  bekannt  sind.  (Monatsber.  der  Berl.  Acad.  1870, 

S.  116u.ftg.) 

Ende  des  zweiten  Bandes. 
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